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Projektivische (oeoere) Geometrie 



Pol und Polare — Rdittelpunktseigenschaften. 

Involution — Brennpunktseicfenschaften 

der Kurven zweiten Orades. 



I. Ueber Pol und Polare. 

a) He^ründung der Pülaritä 



Frage 1. Was versteht man unter 
der Lehre von Pol nniS Polare? 

Erkl, 1. Üie Polarität kaun gegilliidet 
werden sowohl auf die Bezieliungen zu 
einer Kurve zweiter Klasse als aueh 
einer Kurve zweiter Ordnung, also ;ill- 
gemein zweiten Grades. Jede be- 
liebige Kurve zweiten Grades begründet 
die Zuordnung verschiedener Elemente- 
paare als Pol und Polare, aber durch 
eine bestimmt ausgewählte Kurve wird 
jedem Punkte nur eine ganz bestimmte 
Gerade zugewiesen und umgekehrt. 

Ei'kl. 2. Bei UebertragTing auf räumliche Anschainmgen gesebieht die Zu- 
ordnung nicht zwischen Punkten nnd Geraden, sondern zwischeu Punkten 
und Ebenen, und nicht durch dio Beziehungen dieser Elemente zu einer 
Kurve, sondern zu einer Fläche zweiten Grades. Sie heißt dann meistens 
nicht mehr Polarität, sondern Reziprozität (vei^!, Erkl. 101 und 164 im 
1. Teile dieses Lelivluinhes). 



Antwort, unter der Lehre von 
Pol nnd Polare oder unter der 
Polarität versteht man eine ganz 
bestimmte Art von Zxi Ordnung je 
eiires Punktes und einer 
Geraden in der Ebene, indem 
dnrch die Beziehungen zwischen 
diesen Elementen und einer Kurve 
zweiten Grades zu jeder Geraden 
der Ebene als Polare ein be- 
stimmter Punkt als Polpunkt , 
und umgekehrt zu jedem Punkte 
der Ebene als Pol eine bestimmte 
Gerade als Polare zugeordnet wird. 



y Google 



Pro] ektivi sehe (neuere) G-eometrie. ni. Teil. 



Frage 2. Auf welchen Be- 
ziehungen an den Ktirven zweiten 
Grades beruht die Lehre von Pol 
und Polare 'S 

Erkl. 3. Unter den Säfaen von Brianchon 
unct Paskai für Seehßecb, Fünfeck, Vier- 
eck nnd Dreieck (vergl. den Etoften Ab- 
schnitt des U. Teiles dieses Lehi-buchea) 
zeichneten sich diejenigen für Viereck 
hezw. Vierseit dadurch aua, daß nicht 
nur drei sondern vier Elemente in 
vereinigte Lage kamen. Durch Hinzu- 
treten der harmonischen Eigen- 
schaften des Vierecks hezw, Vierseits 
(s. den ersten Abschnitt des II. Teils) 
erhöht sich diese Anzahl noch mn zwei 
bezw. vier weitere Elemente. 



Antwort. Die Lehre von Pol 
und Polare beruht auf der Zu- 
sammenfassung einerseits der har- 
monischen Eigenschaften des 
aligemeinen Vierecks bezw, 
Vierseits, anderseits der be- 
sonderen Eigenschaften, welche nach 
den Sätzen von Brianchon und Paskai 
einem einer Kurve zweiten Grades 
umgeschriebenen bezw. ein- 
geschriebenen Vierseit bezw. 
Viereck zukommen. 



Figur 1. 




Vollständiges Viereck; 
' 4 Ecken: A, B, C, D. 
■ 6 Seiten: a, b, c, d, e, f. 
3 Nebenecken: E, F, O. 



Vollständiges Vipvseit: 
— ^^ 4 Seiten: a, b, c, d. 

. 6 Ecken: A, B, C, D, E, F. 

■ — 3 Nebenseiten : e, f, g. 

• 3 Schnittpunkte dieser Kebeu- — — 
Seiten: O, M, N. 

— 6 Verbindungsgeraden der Ecken — X- 

mit letzteren: h, i, k, l, m, n, 

Frage 3. In welcher Form werden die harmonischen Eigenschaften des 

Vierecks bezw, Vierseits für die Begründung der Polarität verwendet! 

Autwort: 

Erkl. 4. Nach den Aus- Für die Zuordnung des Filr die Zuordnung der 

führungen in Antwort 2 und Polpunktes zu einer he- Polargeraden zu euiem 

Auflösung der Aufgaben 1 liebigeii Geraden findet beliebigen Punkte findet 

liis 5 des IL Teiles hat mau folgende Eigenschaft des folgende Eij^r iischaft dfs 



ecken: g, m, tl. 

6 Schnittpunkte der Seiten 

letzteren: H, I, K, L, M, 



N. 



yGoosle 



Poipiuikt s 



■ gegebenen Geraden. 



in dem vollständigen Vier- vollständigen Vier sei ts vollständigen Vierecks 
eck bezw. Viereeit der Fig. (Fig. l)Verwe]idm^, In jedem (J'ig. 2) Verwendung, Au! 
1 und 2: Eckpunkt eines voUatändi- jeder Seite eines voli- 

genVierseits entstehen vier ständigen Vierecks ent- 
1. vier harmonisehe i,armonisclie Strahlen etelien vierbarmonische 
StralilenamVierseitFig.l: durob die zwei Hauptseiten Punkte durch die zwei 
InEckeA:a, d; undhzue; dieses Eckpunktee, seine Eauptecken auJ dieser Seite, 
in EckeB;a, b; und i zu f; Kebenseite und seine Ver- ihre Nebenecke und iliren 
in Ecke 0:b, c; undkzue; binduiigsgerade mit dem Schnittpunkt mit der Ver- 
la Ecke D ; c, d; und 1 zu f ; Schnittpunkt der beiden bindungsgeraden der beiden 
in EckeEib, d; undmzug; andern Nebeiißeiten; und anderen Nebenecken; und 



hl Ecke F : i 



: undn 



Punkte am Viereck Fig. 2: 
Aiif Seitea:A,B; midl-IzuP-, 
auf Seite b:B,0;iind I zu E; 
mi 8eitec:0,D;undKzuP; 
auf Seited:A,D;undLzu 



zwar sind zugeordnete zwar sind zugeordnete Punkte 
Sfa'ahlen als erstes Paar als erstes Paar die beiden 
die beiden Hauptseiten, und Hauptecken, und als zweites 
als zweites Paar die durch Paar die auf derselben 
denselben Eckpunkt gebende Seite liegende Nebeueeke 
Nebenseite zusammen mit zusammen mit dem Sehnitt- 
der Verhiudungsgeraden punkt der Seite mit der 
des Eckpunktes mit dem Verbindungsgeraden der 
auf Se]tee:A,0;undMzut.i Schnittpunkt der beiden beiden andern Nebeaecken. 
auf Seite I :B,Di undN zu G. .^^^^^^.^' Nebeusoitcn. 

Krkl.5, Die zweite Eigen- 
schaft der harmonischen Be- Außerdem gelmgt zui Anwendung die B „enttim 
Ziehung, welche in neben- lichkeit der harmonischen Be lehung daß wenn igcni 
stehender Antwort heran- zwei von vier barmjnibrhen Elementen in em g mein 
gezogen wird, ist nach- sames Element zueimraeniU''ken iann lucb nocl em 
gewiesen geometrisch in drittes von den viei Elementen m dt selbe gpmem 
Antwort 2 und 8 der Frage 7 aame Element hinemfül i uß 
des n. Teiles, und ergab 
sich aus den meti'ischen Be- 
trachtungen der Antwort 
35 und 36 des 1. Teiles. 



b) Polpunkt zu einer gegebenen Geraden. 

Frage 4. In welcher Weise können die vorgenannten harmonischen 
Eigenschaften des Vierseits mit den in den Sätzen von Brianehon 
fürs Vierseit ausgesprüchenen Beziehungen zusammentreffen? 
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Erkl. 6. Die Uiitersiielmngen über 
Pol und Polare sind durchweg geeignet 
zur dualistischen Gegenüberstellung der 
einzelnen Erörterungen. Nur aus äußer- 
lichen Gi-tiaden, besonders aus räum- 
lichen Rücksichten fttr die Drucklegung 
■wird hier i^ie Doppelfülu-uiig stellenweise 
unterbrochen und statt zweier neben- 
einander gestellten Antworten die Dar- 
stellung in nacJieinandorfolg enden Fragen 
gewählt. 

Ei'kl. 7. In Fig. 3a sind P^ Ai, A, Aj, 
AjPa, PgPi die vier Seiten des Vier- 
seits, fünfte Ecke Di=Eä, sechste Ecke 
in der Figur nielit besonders ge- 
! Schnittpunkt von PiPa, und 
AiAg. Die Verbindungsgerade des letzt- 
genannten Punktes mit Di ist die dritte 
Nehenseite des Vierseite. — In Fig. 3b 
entsteht dieselbe Nebenseite diu'cli Ver- 
bindung der 8chnit£i)unkte der Seiten 1 
und 4 bezw. (2) und (5). Eine Er- 
weiterung der Betrachtung gegenüber 
den Sätzen von Brianchon besteht also 
darin, daß auch diese weiteren Sidmitt- 
punkte der Tangenten in die Unter- 
Buehung einbezogen werden. 



Antwort. Wenn die vier Seiten 
des vollständigen V i e r s e i t s al s 
Tangenten an eine Kurve zweiten 
Grades aufgefaßt werden, so lassen 
sich aus den vier Seiten des voll- 
ständigen Vierseits dreierlei ein- 
fache um- oder angeschriebene 
Vierseite bilden, und für jedes dieser 
drei gilt nach dem Satz von 
Brianchon (Satz 23 e des II. Teiles), 
daß die Verbindungsgeraden 
der Gegenecken und die Ver- 
bin dungsgeraden der Be- 
rührungspunkte auf Gegen- 
seiten alle vier durch einen 
Punkt gehen. 

Wählt man daher dasjenige 
einfache Vierseit, für welches 
zwei bestimmte der drei Neben- 
seiten zu Dia g o u a 1 e n werden, 
80 ist der Schnittpunkt dieser 
Nebenseiten nicht nur derjenij^e 
Punkt, durch welchen nach Brian- 
chon die Verbindungsgeraden der 
Berührungspunkte der Gegenseiten 
gehen, sondern auch der Punkt, 
durch welchen für jeden auf der 
dritten Nebenseite liegenden Eck- 
punkt des vollständigen Vierseits 
die vierte harmonische Gerade nach 
Antwort 3 hindurchgeht. 



Frage 5. Wieviel und welche gerade Linien gehen nach den vorigen 
Ueberlegungen durch den Punkt des Brianchon beim Vierseits 
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Ei'kl. 8. In Figur 4a und 4b and 
ebeuflo später 5 a, b, o sind mit den 
arabischen Ziffern 1 — 6 (entsprechend 
den für Gerade benutzten kleinen Bnch- 
staben) dieselben sechk"' Geraden be- 
zeichnet, ■welche laiit nebeastehender 
Antwort dnreh den Polpunkt P hindurch- 
gehen. Figur 4a ist fUr eine Ellipse 
ansgefUhi't, Figur ib für einen Kniven- 
bögen, der tatsächlich zwar ebenfalls einer 
Ellipse angehört, aber ebensowohl einen 
Kni-venhogen einer Parabel oder Hyperbel 
darstellen könnte. Denn da sowohl die 
harmonischen Beziehungen, als die Sätze 
von Brianchon ftli alle diei Gattungen 
der Kui-ven ohne Unteisthied gelten, so 
muß dasselbe anch fi« die Eigenschaften 
der Poläi-ität dei Fall ^eui 

Erkl, 9. Der Unterschied dei Figuien 
4a und 4b beruht einzig m dei L^ge 
der Punkte E und P lui dei außeihilb 
der Kurve gewählten Gtnden p zm 
Kui-ve. Liegen die Punkte 

EF weit auseinander, so entsteht das 
umgesclnüebene konvexe, geschlossene 
Tangentenvierseit der Figur 4a mit 
Kurve im Innenraura ABOD. Liegen 
E und F so nahe beisammen, daß der 
Schnittpunkt C nicht mehr nach jenseits, 
sondern diesseits der Kurve fällt, so ent- 
steht das angeschriebene geschlossene 
Tangentenvierseit der Figur 4 b mit 
einspringendem Winkel bei A und Km've im 
AuÖenraum BAD. Das ttberschlagene 
Tangentenvierseit tritt für eine außerhalb 
einer Ellipse liegende Gerade p niclit auf, 
wohl aber für die Hyperbel (vergl. Aufg. 
3 der Aufgabensammlung am Schlüsse 
dieses Teiles). 



Aiitworl. Wählt man die Gerade 
EF der Fi^r. 1 bezw. 4 als dritte 
Nebenseite p eines einer Kurve 
zweiter Klasse um- oder an- 
geschriebenen Vier seit 8, so 
gehen durch E und F je zwei 
Gegenseiten des Tangenten- 
vierseits, und folglieh gehen durch 
denselben Punkt P: 

1. die Verbindungsgerade der 
Gegeneeken A und C, 

2. die Verbindungsgeradß der 
Gegenecken B und D, 

3 die Verbindungsgerade der 
Beiiihmngspunkte auf den durah 
E gehenden Gegenseiten, 

4 die Verb indungs gerade der 
B'-iührungspunkte auf den durch 
F gehenden Gegenseiten, 

5 die vierte harmonische Gerade 
duich E zu AB, CD und p, 

t» die vierte harmonische Gerade 
durch F zu AD, BC und p; 
und zwar die vier ersten wegen 
Brianchon, die beiden letzten wegen 
der harmonischen Vierseitseigen- 
schaften. Und diesen durch die 
Kurve und die Gerade p bestimmten 
Punkt Pnennt man den Polpunkt 
oder kurz Pol der Geraden p in- 
hezug aui die gewählte Kurve ; 
oder man sagt, der Punkt P sei 
durch die Kurve zu der Ge- 
raden p als Polpunkt zii- 



Frage 6. Welche Vera 
Figuren 4a, b, wenn der e 
Lage verändert'S 



idoning crlalirt die Lage des Punktes P der 
.ue der beiden Punkte il oder P auf p seine 



Erkl. 10. Da sechs Gerade durch P 
hindurchgehen, so könnte man 15 Paar 
von je zweien unter denselben bilden, 
die je zusammen P festlegen, nämlich; 



ÄTltwOft. Von den sechs Geraden 
1 bis 6 der Figur 4a, b sind 
die Geraden 1 und 2 sowohl von 
E als von P abhängig, die Geraden 
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15 25 

16 26 



3 5 4 5 

36 46 56 



Unter den Geraden dieser 15 Paare sind 
aber die nicht imterstrielieneR 1 oder 2 
von E und von F abhängig, alle einfach- 
gestrioheneu 3 nnd 5 nur von E, alle 
doppeltgestrichenen i_ nnd & nur von F. 
Es sind also tatsächlich die Paare 
3 5 und 4 6_ die einzigen, welche die Be- 
stimmung von P durch einen einzelnen 
der Punkte B oder P ermöglichen. 

Fi'kl. II. Auf Grand der Antwort 5 
und Figur 4a, b hätte man notih an- 
nehmen können, da5 Jeweils ein anderer 
Punltt P entstände, wenn man die Punkte 
E und P auf derselben Geraden p in 
verschiedener Lage wählte, verschieden 
etwa nach Fig. 4a oder 4b. Die neben- 
stehende Ueberlegung zeigt nimmehr, 
daß die Lage dea Punktes P völlig un- 
abhängig von der Lage der beiden 
Pimkte B und F ist; denn P bleibt der- 
selbe sowohl bei veränderlichem F und 
feststehendem E, als auch umgekehrt bei 
veränderlichem E und stehendem P. 
Man erhielte denselben Punkt P, wenn 
man etwa die verschiedenen Vierecke 
der Figur 4a und 4b mit gleicher 
Kurve und gleicher Geraden p zeichnete. 
Das Vierseit ABCD verliert seine selb- 
ständige Bedeutung und rückt auf die 
Stufe eines vermittelndea Gebildes 
herab, ebenso wie z. B. die vermitteln- 
den Gebilde Sit^Sa bezw. tiSota beider 
Konstruktion entsprechender Elemente in 
zwei projektiviach venvandten Punktreihen 
ti Ä % bezw. Straldenbüscheln Si A 83 in 
schiefer Lage. (Vergl. Figuren 26—30 
bezw. 31^35 im II. Teile dieses Lehr- 
buches.) 



3 und 5 dagegen nur von der 
Lage des Punktes E, 4 und 6 
nur von der Lage des Punktes P. 
Da aber zur Festlegung des Punktes 
P nur zwei Gerade durch ihn 
notwendig sind, so kann durch die 
Wahl eines einzigen Punktes 
B auf p mittels der Geraden 3 
und 5 der Polpunkt schon sicher 
bestimmt werden, und die in 
voriger Antwort besprochenen sechs 
Geraden gehen stets durch den- 
selben Punkt P, wo man auch 
auf der Geraden den Punkt P, 
also wo man überhaupt beide 
Punkte E und P wählen mag. 
Demnach ist tatsächlich die Zu- 
ordnung von P zu gegebenem p 
durch die Kurve einzig abhängig 
von der Lage der Geraden p 
zur Kurve, und nicht von der Lage 
der auf p gewählten Punkte E 
und F. Das zur Erzeugung dea 
Punktes P dienende Tangentenvier- 
seit besitzt keine wesentliche 
Bedeutung, sondern bildet nur das 
vermittelnde Gebilde zur Auf- 
findung des Polpunktes P zur Ge- 
raden p. 



Frage 7. Welche wichtige Folgerung aus der Willkürlichkeit der 
Lage von E und F auf p ergibt sich für den Fall, daß die Gerade 
p die Kurve schneidet^ 
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Erkl. 12. Walirend die Figuren ia, b 
für eine die Kurve nicht eelineidende 
Gerade p durcligefUlirt waren, geben die 
Figuren 5a, b, e, die Darstellniig ftii' 
eine die Kui^ve scimeidende Gerade p. 
Daher treten hier neu auf die Knrven- 
schnittpunkte X und Y. Der Unter- 
sehied der Figuren 5a, b, c beruht allein 
iu der Lage der Punkte E und F auf 
p in Bezug zur Kurve. Liegea B und P 
auf verschiedenen Seiten der Kui-ve, 
eo entsteht unter gleicher TJnter- 
Bcheiduiig wie z^viechenFig. 4aundb das 
umgeschriebene oder das angeachi-iebene 
geschlossene Tagentenvieraeit der Figur 
5a oder 5b mit Kurve im Anßenraum 
PAB oder im Innenranm AFCE; liegen 
aber E und F auf gleicher Seite der 
Kurve, so entsteht das angeschriebene 
überechlagene Tangentenvierseit der 
Fig. 5e mit Kui-ve im Außenraum ABO 
oder aucli im Innenraum BiSDP. Alle 
di-ei Vierecksai'ten ti'eten also schon fUr 
die eine Ellipse schneidende Gerade p 
auf, ebenso Figur 5a und e für Parabel 
und Hyperbel. 

Erkl. 13. Für einen Punkt Z aal p 
unmittelbar außerhalb X hat man noch 
zwei geti'ennte Tangenten und dazwischen 
als vierte harmonische zu p und der- 
selben die Gerade ZP. Der Winkel 
AED in Fig. 5a mid 5b wii'd im Punkte 
X zu Null, wahrend sein Nebenwinkel 
ein gestreckter wird; ebenso wii-d im 
Punkte Y der Winkel AFC in Fig. 5b 
und 5c zu einem gestreckten, während 
sein Nebenwinkel ÄFB in Figur 5b zu 
Null wird. Und innerhalb dieses NiiU- 
winkels liegt die vierte hai-monische 
Gerade 5 bezw. 6. Dasselbe Zusammen- 
fallen folgt unmittelbar aus der am 
Schlüsse der Antwort 3 genannten 
Eigenschaft der harmonischen Beziehung, 
daJ3 wenn von vier harmonischen 
Elementen (hier Strahlen) zwei zusammen- 
fallen, dann auch ein drittes dazukommt. 
Hier hat mau für E hezw. P die ge- 
trennten Elemente EA, ED, p, 5 bezw. 
PA, FB, p, C. Wenn also EA und ED 
bexw. FA und FB zusammenfallen, und 
zwar nicht mit p, so muß imbedingt 



Antwort. Da die Lage der Punkte 
E und F auf p für die Bestimmung 
des Punktes P völlig willkürlich 
ist, so muß unter anderm auch für 
jeden beliebigen Punkt Z auf 
p die vierte harmonische Gerade 
zu p und den beiden Kurven- 
tangenten aus dem Punkte Z — 
durch den festbestimmten Punkt 
P hindurchgehen. Da dies für jede 
beliebige Lage des Punktes Z auf 
p gelten muß, so trifft es auch zu, 
wenn Z sich einem der Kurven- 
schnittpunkte von p immer 
mehr nähert; dabei rücken aber 
die Tangenten EA und ED bezw. 
FA und BF immer näher zusammen 
und sehließen dabei doch die 
Gerade EP -5 bezw. EP = 6 stets 
noch zwischen sich ein. 

Fällt also der veränderlich ge- 
dachte Punkt Z vollends mit einem 
der Kurveiisehnittpunkte S bezw. 
Y auf der Geraden p (von außen 
heranrückend) zusammen, so gibt es 
durch ihn keine zwei getrennten 
Tangenten mehr an die Kurve, 
sondern nur noch eine; und 
zwischen den so in eine Doppel- 
gerade zusammenfallenden beiden 
Einzeltaiigenten verläuft noch die 
vierte harmonische Gerade 
zu p, nämlich die Verbindungs- 
gerade SP bezw. TP. Nun haben 
aber diese Geraden XP und YP 
als Verbindungsgerade zweier festen 
Punkte eine ganz bestimmte Lage, 
während über die Lage der 
Tangenten aus P an die Kurve 
keinerlei Bestimmung vorliegt ; 
daher folgt umgekehrt aus der 
vorigen Ueberlegung das wichtige 
Ergebnis, daß diese Tangenten 
zusammenfallen müssen mit den 
Verbindungsgeraden XP 
bezw. YP von den Kurvenschnitt- 
punkten X bezw, Y auf p nach 
dem Polpunkt P. 

Somit erfährt die Aufzählung der 
in Antwort 5 genannten, durch den 
Polpimkt gehenden Geraden noch 
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da': nocji llljugu LlpmPnt mit jenen beirteu 
ztisammenf allen, nämliclt 5 mit EA und 
ED bezw. 6 mit FÄ imd FB. 

Erkl. 14. In Fig. 5a, h, c sind ebenso 
wie in Fig. 4a imd 4b mit den Ziffern 
1 — 8 die acht Geraden bezeiclinet, ■welche 
bei einer die Kntre schneidenden 
Geraden p durch den Punlit P hindurch- 
gehen müssen. Wieder ist Fig. 5b fUi' 
eine Ellipse ausgefUlirt, Fig. 5a und 5e 
fllr Kui-venbogen, die tatsäCldieh zwar 
.ebenfalls einer Ellipse angehören mögen, 
aber ebensowohl Knrvenbogen einer 
Parabel oder Hyperhel dai-stellen könnten. 
Da Pai-abel und Hyperbel sieh ins Un- 
endliche erstrecken, so kann für diese 
Kurven weder die Vierecksart der Figur 
4a noch der Figur 5b in gleicher Lage zur 
Kurve auftreten, sondern nur 4b und 5a 
und c. 



Ei-k!. 15. Seche 



erade Linien 



würden im allgemeinen Falle 



1.2 



die Erweiterung, daß durch den Pol- 
punkt P auch hindurchgehen 

7. die Kurventangente im einen, 
und 

8. die Kurventang'ente im andern 
der für die Kurve und die Gerade 
p etwa vorhandenen Kurvenaehnitt- 
punkte. 

Die Lage dieser beiden neu hinzu- 
kommenden Geraden XP und YP 
steht nun aber gar nicht in Be- 
ziehung zur Lage der Punkte E 
oder F auf p; und folglich kann 
für eine die Kurve sehneidende 
Gerade p der Polpunkt P 
ganz unabhängig vom T a n- 
gentenvierseit gefunden wer- 
den als der Schnittpunkt 
der Kurventangenten in 
den Kurvenschnittp Linkten der 
Geraden p. 



würden im allgemeinen Falle — - ^= 15 
Sc] laittp unkte haben ; a c h t gerade Linien 



-- 28 



Sclinittpunkte liefern. Es fallen also 
bei der außerhalb der Kui-ve hegenden 
Gerade p 15 bei dei lie Kuive 
schneidenden Geladen p gar 28 Schnitt- 
punkte in einen einzigen zusammen 
Vergleicht man hieimit die Wichtigkeit 
welche m dei Planimetiie ■ichon jenen 
Fällen zukommt wo diei Genie statt 
drei veisrhiedene Schnittpunkte zu 
liefern nui einen Schnittpunkt haben 
so lässt sich beuiteilen von wekh nn 
gleich hdheiei l\ichtigkeit die'se Be 
Ziehungen sein müssen ^\obei 28 Schnitt 
punkte m emen ein/igen zusammenfallen 
In dei Tat bilden die Polai eigen 
Schäften der Kuiwen zweiten Grades 
gewissermaßen den Höhepunkt der an 
ihnen zu untersuchenden Eigenschaften. 




Erkl. 16. Zu den 15 in Erkl. 10 
aufgestellten Geradenpaaren, deren 
Sohittpiinkt jeweils in den einzigen 
Punkt P fällt, deren jedes al?o einzeln 
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zur Bestimmung von P hinreichen würde, 
kommen unniiieliv iiocli folgende 13 



17 27 37 47 57 



18 28 38 48 58 68 78 



-^x 



\/ 



"Wieder sinci von den Geraden jenei Piaie 
die Strahlen 1 oder 2 sowohl von Ji< 
als von P abhängig, die 3 oder 5 bezw 
4 oder 6_ nuv von E bezw. F, iber die 
7 odei fi weder ^on E noch \oii F 
> \ 

M-m kann daker den Polpunkt P be 
stimmen mittels je einer der Geiaden 7 
oder 8 zusammen mit einem dei 
Pimkte E odei F duidi eines dei acht 
P lare 3 7 bis 6^8, abei auch ohne jeden 

Punkt E oder F aWein dm oh die 
Geraden 7 und 8 mittels des letzten dei 

X X 

Geradeiipaare, nämlich 7 8. 
XX 

Erkl. 17. War schon aus Autworf 6 
und Erkläraug 11 zu erkennen, daß das 
Tangentenvierseit keine unaus- 
weichliche Bedentnng für die Beziehung 
von p und P habe, so tritt diese Un- 
abhängigkeit jetzt dadurch um so deut- 
licher in Erscheinung, daß der Polpimkt 
mittels der Tangenten in den Schnitt- 
punkten X und Y von p mit der Kuitc 
sogar olme jede Mitwirkung des 
Tangeiitenvierseits der Punkte E und F 
gefunden werden kann. Nur der eine 
Umstand bleibt einstweilen bestehen, daß 
zu einer die Kurve schneidenden 
Geraden p der Pol bloU gefunden werden 
kann unter Venvendung solclier Punkte 
auf p, welche außerhalb oder auf der 
Kurve liegen. Aber auch davon wii-d 
späterhin noch Unabhängigkeit fest- 
gestellt werden können. 




Frage 8, Zu welcher Unter- 
sclieidung hinsichtlich des Lage 
einer Geraden und ihres P o 1- 
pnnktes zur Kurve nötigen die 
bisherigen Ueberiegungen 'S 



Antwort. Die Unterscheidung 
zwischen der die Kurve nioht 
schneidenden Geraden p in Fig. 4a 
und 4b und der Sekante p in Fig. 
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Ei-ia. 18. Die Gerade 3 in Figiir 4 
und 5 iat Verhindungsgerade zweier 
BeiUhrungspnnkte, alao besitzt sie eine 
Strecke innerhalb der Knrve im einen 
und eine Strecke außerhalb der Kurve 
im andern Winkelraum des Tangenten- 
■winkela. (Vergl. Fig. 4a mit 5c, oder 
4a mit gleichem Tangentenwinkel E und 
veränderter Knrve, wenn diese etwa als 
Hyperbel die Tangenten EB und EC in 
denselben Berühr imgspnukten beiderseits 
außerhalb berQhi'te.) Liegt also das im 
Inaerii der Knrve liegende Stück von 
3 im gleichen Winkelraum mit p, 
also 3 innen und p schneidend, so 
wird 3 von 5 erst in der Verlängerung 
außerhalb der KuiTe geschnitten, 
liegt dasselbe StUck von 3 aber im un- 
gleichen Winkelraum mit p, also 3 
innen und p außerhalb, so wird 3 
von 5 innerhalb der Kurve ge- 
schnitten. 

Ei'ld. 19. Dieselbe Beziehung wird 
in ihrem zweiten Teile ganz selbst- 
verständlich dni'ch das Aiiltveten der für 
eine schneidende Gerade p erscheinenden 
Geraden XP und TP, welche nur einen 
äußeren Punkt zum Schnittpimkte 
erhalten können. Jedoch muß man Wert 
dai'auf legen, solche Beziehungen nicht 
aus speziellen Erscheinungen, sondei-n 
aus den allgemeinen Beziehungen ab- 
zuleiten, wie oben geschah. 



5a, b, c zeigt neben der Er- 
weiterung in Antwort 7 auch einen 
wichtigen Unterschied in der Lage 
des Polpunktes P zur Kui-ve. 
Berücksichtigt man nämlich die 
Eigenschaft der vier harmonischen 
Strahlen aus E bezw. P in Pig. 4 
und 5, daß iromer zwei zusammen- 
gehörige (hier die beiden Tangenten) 
durch das Paar der beiden andern 
innen und außen getrennt werden, 
so ergibt sieh: Während einerseits 
der Innenraum der Kurve zu- 
sammen mit der Berührnngs- 
seline 3 bezw. 4 in einem beliebigen 
der beiden Winkelräume der 
Tangenten EÄ, EC bezw. PA, 
FC liegen kann, müssen andrerseits 
die andern zugeordneten Ge- 
raden p und 5 in E bezw. p nnd 
6 in F je in zweierlei ge- 
trennten Winkelräumen liegen, 
d. h. jeweils entweder p außen und 
dann 5, 6 nach innen (Pig. 4), oder 
p innen und dann 5 und 6 nach 
außen (Fig. 5). Man erkennt hieraus 
die Erscheinung an Pig. 4 und 5 
als keine zufällige, sondern als eine 
wesentliche: Für eine äußere Ge- 
rade p nämlich muss der Pol P 
als Schnittpunkt von 3 und 5 bez. 
4 und 6 innerhalb der Kurve 
liegen, für eine schneidende 
Gerade p aber muß der Pol als 
Schnittpunkt derselben Geraden 
außerhalb der Kurve liegen. 



Frage 9. Welche Veränderungen 
erfahren die Figuren 4 und 5, 
wenn die Gerade p selbst zur 
Tangente der Kurve wird? 

ErlvI. 20. Wenn man auf die All- 
gemeinheit der Durchführang verzicliten 
wollte, so könnte man lür die vorige 
und die nebenstehende Antwort gemein- 
same Erörterung herbeiführen durch 
Betrachtung der vier etwa au! der 
Geraden 3 als Schnittpunkte mit den 
vier harmonischen Strahlen EA, ED, p, 
5 erzeugten vier hannonisclien Punkte. 



Antwort. Denkt man sieh die 
Gerade p in Pig. 4 und 5 selbst 
als Tangente der Kurve, (etwa 
in der Nähe des Punktes A) so 
fällt von den beiden Tangenten 
der Punkte E und F je eine selbst 
in p hinein ; statt des Vierseita ent- 
steht ein umgeschriebenes Dreiseit 
mit doppeltzählender Seite EP== 
EAB=FÄD=BD=p=2, denn ihr 
Berührungspunkt A wird 
zum gemeinsamen Berülirutigspimkt 
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Nennt iiiRn dv.n Sclinittijunkt mit p für 
den Angenbliclt Q, so liegen P nnd Q 
gekonnt dnreli die beiden Beillbnings- 
puntte an! 3, — also P aiißerlialb, wenn 
Q innerhalb, — P innerlnilb, wenn Q 
aiiÜerhalb; und wenn Q mit einem der 
getrennt bleibenden Berühnmgspnnkte 
zusammenfallt, so nnii3 aucb der Pol- 
punkt P mit demselben Be- 
r 11 li [■ u II g s p u n k t zusammenfallen. 



Erld. 21. Dev Gegenstand der vor- 
liegenden Fi-age bildet den Grenzfall, in 
welchem die beiden in vorigei' Antwort 
aulgesteUten entgegengesetzten Er- 
Bcteimmgeu zusammentreffen. Alle Er- 
gebnisse dieser und der voiiergehenden 
Antworten sind von gi'OÖer Wiclitigkeit 
nnd müssen auch in Worten aus- 
gesprochen werden. Der Studierende 
möge sich schon an dieser Stelle darin 
lilien, diese Sätze anfznstelleu, bis die 
Untersuchungen soweit durchgeführt sind, 
daß die dualistisch gegenüberstehenden 
Beziehungen nebeneinandergestellt werden 
können. 



der Tangente p sowie der un- 
endlich nahe benachbarten Tan- 
genten AD und BA ; in Ä fallen 
aber auch die Punkte X und Y zu- 
sammen, wie sich ergibt bei Heraus- 
schieben der Sekante p in Pigur 5, 
bis die Schnittpunkte X und Y in 
einem Berührungspunkt zusammen- 
fallen. Von den vier harmonischen 
Geraden BC, EB, 5, p faUen die 
drei letzten mit p zusammen, also 
bleibt EC bezw, PC allein als vierte 
getrennt übrig. 

Demnach fallen von den acht 
Geraden 1 bis 8 die Geraden 2, 5, 
6, 7, 8 sämtlich mit der Tangente 
p zusammen, und die allein übrig- 
bleibenden 1, 3, 4 laufen von dem 
Schnittpunkt bezw. den Berührungs- 
punkten der Tangenten EO nnd FO 
sämtlich in den Punkt A zu- 
sammen. Daher muß als Polpunkt 
der Tangente p der Punkt A, ihr 
eigener Berührungspunkt, an- 
gesehen werden. 



c) Polar gerade zu einem gegebenen Punkte. 

Frage 10. In welcher Weise können die in Antwort 3 genannten 

harmonischen Eigenschaften des Vierecks mit den in den Sätzen 

von P a s k a 1 fürs Viereck ausgespiroeheaen Beziehungen zusammen- 
treffen*? 



Eigui 



Figm- 6 b. 





Erkl. 22. T)ie Untersuchimgcn flcr 
folgenden sechs Fragen 10 bis 15 bilden 
die dualistische Durchführung der vorher- 
i sechs Fragen 4 bis 9. Sie be- 



Aiitwort. Wenn die vier Etjken 
eines vollständigen Vierecks als 
Kurvenpunkte einer Kurve zweiten 
Grades aufgefaßt werden, so lassen 
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tianiiclu die Zuordnung der Polar- 
geraden zum gegebenen Punkt, 
wie jene die Zuordnung des P o I- 
P n n k t e s zur gegebenen Geraden. (Ver- 
gleiche Erkl, 6.) Mit wenigen AnsnaLmen 
enÜialt daher ihr "Wortlaut auch die 
genaue Ueheriragui^ der Erörterungen 
jeaer Fragen und Antworten. 

Erld. 23. In Fig. 6 a sind die vier 
Ecltpunltte des Vierecks die Punkte Si, 
Sj, Aj P, die sechs Seiten 8182, SiP, S^A, 
8a A, SaP und die nicht gezeielmete 
Verb indungs gerade AP; die Nebeneclten 
bilden die Schnittpunkte von 81A und 
S^P, von SiPund S^A, und der Schnitt- 
punkt der Diclit gezogenen Seite AP mit 
Seite 8183. — In Fig. 6b liegen zwei 
Nebeneeken auf der Geraden r, auf 
welcher auch nocii der Schnittpunkt der 
nur angedeuteten TiHigenten in I imd IV 
liegt, die di'itte Nebenecke entsteht als 
Schnittpunkt der Verbindungsgeraden I, IV 
imd (II) (V). Die Erweiterung der Be- 
trachtung gegenüber den Sätzen von 
Paskai besteht also darm, daß die Zu- 
ordnung dieser Mebenecke zur Geraden 
r studiert wird. 



sich aus den vier Eckpunkten des 
vollständigen Vierecks dreierlei 
einfache eingeschriebene Vier- 
ecke bilden, nnd für jedes dieser 
drei gilt nach dem Satz von Paskai 
(Satz 24 c des II. Teiles), daß die 
Schnittpunkte der Gegen- 
seiten und die Schnittpunkte 
der Tangenten in Gegen- 
eeken alle vier auf einer 
Geraden liegen. 

Wählt man daher dasjenige ein- 
fache Viereck, für welches eine 
bestimmte der drei Nebenecken 
zum Diagonalenschnittpunkt 
wird, so ist die Verbindungsgerade 
der beiden übrigen Nebeneeken nicht 
nur diejenige Gerade, auf welcher 
nach Paskai die Schnittpunkte der 
Gegenseiten liegen, sondern auch 
die Gerade, auf welcher für jede 
durch die dritte Nebeneeke gehende 
Seite des vollständigen Vierecks 
der vierte harmonische Punkt nach 
Antwort 3 liegen muß. 



Frage 11. Wieviel und welche Schnittpunkte liegen nach den vorigen 
Ueberlegungen auf der Geraden des Paskal beim Viereck? 
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Erkl. 24. In Figur 7 und ebenso 
später Figur 8 sind mit römischen 
Ziffern I his VI (entsprecliend den für 
Punkte benutzten gi'olüen BiicLstabe]i) 
dieselben aedis Punkte bezeidinet, 
welche laut nebenstellender Antwort auf 
der Polargeraden p liegen müssen. 
Fig. 7 ist für einen Eüipsenbogen aus- 
gefiiln-t, der aber ebensowohl ein Kurven- 
bogen einer Pai'abel oder Hyperbel seiu 
dürfte. Denn sowohl die liaiTuonischen 
Bezielnmgen als die Sätze von Paakal 
gelten ohne Uaterscliied für alle drei 
Gattungen der Kiu'ven, also muß das- 
selbe auch für die Eigenschaften der 
Polarität der Fall sein. 

Ei-kl. 25. Für einen innerhalb 
der Kurve gewählten Punkt P gibt 
Figur 7 die einzige Viereckegattung, 
welche bei Ellipse und Parabel auf- 
treten kann. Und dasselbe gilt fite die 
Hyperbel, solange die beiden dureli den 
Punkt P gelegten Geraden e und f ihre 
Schnittpunkte auf demselben Aste haben. 
Dalier hat Figur 7 einen allgemeineren 
Charaltter als Figm- 4a oder ib; denn 
dort mußten für die Ellipse allein scJion 
zweierlei Gattimgen des Vierseita be- 
TÜekaichtigt werden, je nach Lage der 
Punkte B und F auf p; hier liefert 
beliebige Lage der Sekanten e imd I 
stets die gleiche fiattung des geschlossenen 
konvexen Vierecks. 



Antwort. Wählt man den Schnitt- 
punkt der Geraden e und i in 
Fig-. 2 bezw. 7 als dritte Nehen- 
eeke P eines einer Kurve zweiter 
Ordnung eingeschriebenen 
Vierecks, so liegen auf e und f 
je zwei Gegenecken des ein- 
geschriebenen Vierecks, und foäg- 
lich liegen auf derselben 
Geraden p; 

I. der Sehnittpunlct der Gegen- 
seiten AB und OD, 

II. der Schnittpunkt der Gegen- 
seiten BC und AD, 

III. der Schnittpunkt der Tan- 
genten in den auf e liegenden 
Gegenecken A und C, 

IV. der Schnittpunkt der Tan- 
genten in den auf f liegenden 
Gegenecken B und D, 

V. der vierte harmonische Puukt 
auf e zu Ä, C und P, 

VI. der vierte harmonische Punkt 
auf f zu B, D und P, 

und zwar die vier ersten wegen 
Paakal, die beiden letzten wegen 
der harmonischen Viereckseigen- 
schaften, 

Und diese durch die Kurve und 
den Punkt P bestimmte Gerade p 
nennt man die Polargerade 
oder kurz Polare des Punktes 
P inbezug auf die gewählte Kurve; 
oder man sagt die Gerade p 
sei durch die Kurve zu dem 
Punkt P als Polare zu- 
geordnet. 



Frage 12. Welche Veränderung erfährt die Lage der Geraden p 
der Figur 7, wenn eine der Geraden e oder f durch P ihre Lage ver- 
ändert! 

Erkl. 26. Unter den sechs Punkten, Antwort. Von den sechs Punkten 

die auf p liegen, könnte man (analog I bis VI der Fig. 7 sind die Punkte 

Erkl. 10) 15 Paare von je zweien auf- I und II sowohl von e als von f 

stellen, die je zusammen p festlegen, abhaiigig; die Punkte III und V 

"iiiili'^'i dagegen nur von der L a g o 
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Unter den Punkten dieser Paare sind 
aber die nicht nnterstiiclieneu I imd H 
von e und von f abhängig, die einfach 
gestrichenen m und V nur von e, die 
doppelt gesti'ichenen IV und VI nur 
von f. Es sind also tatsächlich die 
Paare HIV imd IV VI die einzigen, 
welche die Bestimnmng von p durch 
eine einzelne der Geraden e und f 
ermöglichen. 

Erfel. 27. AiLf Gi'uud von Antwort 
11 und F^r 7 hätte mau noch ver- 
muten können, daß jeweils eine andere 
Gerade p entstände, wenn man die 
Geraden e und f durch denselben Punkt 
P in verschiedener Lage wählte. Die 
nebenstehende Überlegung zeigt nunmehr, 
daß die Lage der Geraden p völlig un- 
abhängig von der Lage der beiden 
Geraden e und f ist; denn p bleibt die- 
selbe sowohl bei veränderlichem i und 
feststehendem e, als auch umgekehrt bei 
veränderlichem e und feststehendem f. 

Das Viereck ABCD verliert seine 
selbständige Bedeutung und i-iickt auf 
die Stufe eines vermittelnden Ge- 
bildes herab, wie _£. B^ tiSnta^bei den 
Konstruktionen Si7\ti7\^(!A*2AS2 im 
II. Teile dieses Lelirbuclies. 



der Geraden e, IV und VI nur 
von der Geraden f. Da aljer zur 
Festlegung der Geraden p nur zwei 
Punkte auf i h r notwendig sind, 
kann durch die Wahl einer ein- 
zigen Geraden e durch P 
mittels der Punkte III und V die 
Polare schon sicher bestimmt 
werden, und die in voriger Antwort 
besprochenen sechs Punkte liegen 
stets auf derselben Geraden p, 
wie man auch durch den Punkt P 
die Gerade f, also wie man über- 
haupt beide Geraden e und f 
wählen mag. Demnach ist tat- 
sächlich die Zuordnung von p zum 
gegebenen P durch die Kurve 
einzig abhängig von der Lage 
des Punktes P zur Kurve, und 
nicht von der Lage der durch P 
gewählten Geraden e und f, Das 
zur Erzeugung der Geraäen p 
dienende eingeschriebene 

Viereck besitzt keine wesentliche 
Bedeutung, sondern bildet nur das 
vermittelnde Gebilde zur 
Auffindung der Polaren p zum 
Punkte P. 



Frage 13. Welche wichtige Fol- 
gerung aus der Willkürlichkeit der 
Lage von e und f durch P ergibt 
sielx für den Fall, daB der Punkt 
P außerhalb derKurve liegt ? 



Erkl. 28. Während die Figur 7 für 
einen innerhalb derKurve liegen- 
den Punkt P gezeichnet war, gibt Fig. 
8 (S, 17) die Darstellung fUr einen außer- 
halb der Kurve liegenden Punkt P. 



Antwort. Da die Lage der Ge- 
raden e und f durch P für die Be- 
stimmung der Geraden p völlig 
willkürlieh ist, so muß unter 
anderm auch für jedebeliebige 
Gerade z durch P der vierte 
harmonische Punkt zu P und den 
beiden auf der Geraden z liegenden 
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Daher ti-eten hier n eu ani die Tangenten 
s nnd y. Eine ünterecheidnng ver- 
schiedener Vierecks gattnngen je naeh 
veränderlicher Lage der Geraden e luid 
f ti-itt an dieser Figiu' gar nicht auf, 
denn beliebige Lage von e und f liefert 
stets das gleiche tlb erschlagene Viereck, 
solange Überhaupt die Ellipse der 
Figur 8 beibehalten wird. 

Erkl, 29. FUr eine Seitante z dnreh 
P unmittelbar innerhalb x hat man 
noch zwei getrennte Kui-venschnittpunkte 
nnd dazwischen als vierten har- 
monischen Punkt zu P und denselben 
den Schnittpunkt (zp). Für die Tangente 
X aber rücken die beiden Elurvenschnitt- 
punkte von beiden Seiten unendlich nahe 
zusammen, während sie zwischen sich 
den vierten hai-monischen Punkt V 
hezw. VI behalten, — Dasselbe Zu- 
sammenlftUen folgt unmittelbar aus der 
am Schlüsse der Antwort 3 genannten 
Eigenschait der harmonischen Beziehung, 
daß, wenn von vier haiTEOnischenElementen 
(liier Punkten) zwei zusammenfallen, 
dann auch ein drittes hinzukommt. Hier 
hat man für e bezw. f die getrennten 
Elemente A,C,P,V, bezw. B,D,P,VI. 
Wenn also A und bezw. B und D 
zusammenfallen und zwai- nicht mit P, 
so muß unbedingt das noch übrige 
Element mit jenen beiden zusammen- 
fallen, nämlLcli V mit A und C bezw. 
VI mit B und D. 

Ei'kl. 30. In Figur 8 sind ebenso 
wie in Figur 7 mit den Ziffern I — VIII 
die acht Punkte bezeichnet, welche bei 
einem außerhalb der Kurve liegenden 
I*unkt P auf der Geraden p liegen 
mUssen. Auch hier ist die Figur wieder 
ausgeführt für einen Kui-venbogen, der 
zwar tatsächlicli einer Ellipse angehört, 
aber ebensowohl Kurvenbogen einer 
Parabel oder Hyperbel sein dürfte. 
Und zwar entsteht dieselbe Lage der 
vier Punkte, also dieselbe Art des Uber- 
echlagenen Vierecks, solange die Sekanten 
e und f aus P ihre beiden Sclinittpunkte 
auf demselben Kui'venbogen haben. 



1.Ö 

Kurvenpunkten — auf der fest- 
bestimmten Geraden p liegen. Da 
dies für jede beliebige Lage der 
Geraden z durch P gelten muss, 
so trifft es auch zu, wenn z sich 
einer der aus dem Punkte P an 
die Kurve gehenden Tan- 
genten immer mehr nähert ; dabei 
rüc'^en aber die Kurvenpunkte Ä 
unu C bezw. B und D immer näher 
zusammen und seh ließen dabei 
doch den Schnittpunkt (ep) = V 
bezw. (f p)=VI stets noch zwischen 
sieh ein. 

Fällt also die veränderlich ge- 
dachte Gerade z vollends mit einer 
der Tangenten x bezw. y aus P 
an die Kurve (von innen heran- 
rückend) zusammen, so gibt es auf 
ihr keine zwei getrennten 
Kurvensehnittpunkte mehr, sondern 
nur noch einen; und zwischen 
den in einen Doppelpunkt zu- 
sammenfallenden beiden Einzel- 
punkten liegt noch der vierte 
harmonische Punkt zu P, 
nämlich der Schnittpunkt (xp) bezw. 
(yp). Nun haben aber diese Punkte 
(xp) und (yp) als Schnittpunkte 
zweier festen Geraden eine ganz 
bestimmte Lage, während über die 
Lage der Berührungspunkte der 
Tangenten von P an die Kurve 
keinerlei Bestimmung vorliegt ; 
daher folgt umgekehrt aus der 
vorigen Überlegung das wichtige 
Ergebnis, daß diese Berührungs- 
punk t e zusannnenf allen müssen 
mit den Schnittpunkten (xp) 
und (yp) der aus dem Punkte P an 
die Kurve gehenden Tangenten x 
und y mit der Polare p. 

Somit erfährt die Aufzählung 
der in Antwort 11 genannten auf 
der Polaren liegenden Punkte noch 
die Erweiterung, daß auf der 
Polaren p auch liegen: 

VII. der Berührungspunkt auf 
der einen, und 

VIII. der Berührungspunkt auf 
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Einzig bei der Hyperbel ist also Ver- 
echieäeidieit der Lage und somit Ver- 
schiedenheit der Viereeksgattung mOgÜch, 
weun äiämUch eine oder beide Sekanten 
e und f ihre Schnittpimkte auf ge- 
trennten Ästen ei-lialten. (Vergl. Anfg. 
6 Tind Fig. 110 der Aiifgabensanunltmg 
am Schlüsse dieses Teiles.) 



Erkl. 31. Sechs Punlite würden 



im allgemeinen Falle -^ = 15 Verbin- 
dungsgeraden liefern ; acht Punkte 
wtlrden im allgemeinen Falle -~ = 28 

Verbindungsgeraden liefern. Es fallen 
also bei dem innerhalb der Kur\'6 
liegenden Punkt P 15, bei dem außer- 
halb der Kurve liegenden Punkt P 28 
Verhindungsgeraden in eine einzige 
ziisammen. Mail erschUeöt daraus ^vieder 
(wie in Erkl. 15 erörtert wurde) die er- 
höhte Wichtigkeit der in den Polar- 
eigenschalten der Km-ve zweiteu 
Grades enthaltenen Beziehungen, 



der andern der vom Punkte P an 
die Kurve etwa vorhandenen 
Kurventangen ten . 

Nun steht aber die Lage dieser 
beiden neu hinzuliommenden Be- 
rührungspunkte VII und VIII gar 
nicht in Beziehung zur Lage der 
Geraden e und f , und folglieh kann 
für einen außerhalb der Kurve 
liegenden Punkt P die Polare 
p ganz unabhängig vom ein- 
geschriebenen Viereck ge- 
funden werden als Verbindungs- 
gerade der Berührungs- 
punkte der von P an die Kurve 
gehenden Tangenten. 



Erkl. 32. Zu den 15 in Erkl. 26 
aufgestellten Punktpaaien, deren Ver- 
bindungigeiade jeweils m die einzige 
Gerade p fällt, deien jedes also einzela 
zur Bestimmung von p hmi eichen wUi'de, 
n nunmehr noch folgende 13 hinzu: 



ivn nvn mvn ivvu vvii yivn 

ivffl iiviii iiiviii ivvin will Yivju viivni 

X X^X"=X"X-X XX 

Wieder sind von den Punkten jener 
Paai'ö die Pimkte I und II sowohl von 
e als f abhängig, III und V bezw. IV 

und VI nur von e bezw. f, aber die 

VII und VIII weder von e u o c h von f. 

X X 

^fiin kann dfilier die Polare p bestimmen 
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mit je einem der Punkte VU oder VIIl 
zneamanen mit einer der Geraden e 
oder i dui-ch eines der adit Paare 
niVH bis VIVni; aber auch ohne 

^ X - X 

jede Gerade e oder i allein dm ch 
die Punkte VII und VIII initteK des 

X X 

letzten der Punktpaare, niimlicli MTM[1 



Ei'kl. 33. Nachdem schon ans Ant- 
wort 12 und Erkl. 27 hervorgegangen, 
da£ das eiugeschriebene Vier- 
eck 1 eiae unausweichliche Bedeutung 
flu die Beziehung -lou P und p hat, so 
tiitt die=(e tJnahh Ingigkeit dadmch noch 
deutiiclui auf diQ die Polaie mittels dei 
BeiüIuuii„t>puiiUi= auf den Ttnftenteu x 
und ^ ms P an die Km-ve sogii ohne 
lede Mit^iiknng de*! emgeechiiehenen 
Vieieckß dei Sekanten e und f gefundeu 
weiden kann Km dei eme Umstiud 
bleibt einstweilen bcstphen dai3 zu einem 
außerhalb der lüirve liegenden. 
Punkte P die Polare bloß gefunden 
werden kann r,!i;oi' Venveudung soldiei 
Geraden diircli )', welche die Km-ve 
schneiden oder bei-Uhreu. Aber auch 
dav-on wird sich spiitur ünabhilngigkeit 
erzielen lassen. 




Fra^e 14. Zu welcher Unter- 
Böheidung hinsichtlich der Lage 
eines Punktes und seiner Polare 
zur Kurve nötigen die bisherigen 
Überlegungen ? 

Erkl. 34. Eiue Gerade dni-olt Punkt 
P kaun die Kui-ve schneiden oder nicht 
schneiden. Ersteres tritt sicher ein 
auf jeder durch P zu legenden Geraden, 
wenn P innerhalb der ICuiTe liegt 5 
dagegen dui'ch einen äußeren Piuikt 
P gibt es stets sowohl schneidende als 
auch nicht schneidende Geraden. Über 
letztere Geraden wird in nebenstehender 
Antwort nichts ausgesagt. Dm ist aber 
auch nicht erforderlieh : denn da eine 



Äutwoi't. Die Untersclieidnng 
zwischen dem innerhalb der Kurve 
liegenden Punkte P in Fig. 7 und 
dem äußern Punkt P in Figur 8 
zeigt neben der Erweiterung in 
Autwort 13 auch einen wichtigen 
Unterschied in der Lage der Po- 
laren p zur Kurve. Berück- 
sichtigt man nämlich die Eigen- 
schaft der vier harmonischen Punkte 
auf e bezw. f in Fig. 7 und 8, daß 
immer zwei zusammengehörige {hier 
die beiden Kurvenschnittpunkte) 
durch das Paar der beiden andern 
innen nnd außen getrennt werden, 
so ergibt sich : 



Saelis, Projolctlrtaolio luoiiere) &eometvle. m. Teil. 
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Gerade sich stets beidei-seits ins uii- 
endlidie erstreckt, so , kann sie nie 
vollständig innerhalb einer Kurve 
liegen. Um zu zeigen, daß eiiie Kurve 
von einer Geraden geschnitten wird, 
genügt es nachzuweisen, daß diese 
Gerade überhaupt irgendwelche 
Punkte im Inuenrsium der Kurve besitzt. 

Ei'kl. 35. Wenn die durch P ge- 
legte Gerade die Kiu've schneidet, 
so bilden die zwei Schnittpunkte zwischen 
sich einerseits eine endliche und anderer- 
seits eine unendliche Strecke aui der 
Sekante, Es Icann dabei die endliche 
Strecke im Innenraum und die unendliche 
Strecke im Außenraum der Kurve liegen, 
wie allgemein bei der Ellipse und 
Parabel mid bei solchen Sekanten der 
Hyperbel, welche nur den einen Ast 
treffen. Es kann aber auch die endliclie 
Strecke der Sekante im Außenraum uud 
die unendliche Strecke im Innenraum der 
Kurve liegen, wenn Mmlich eine Hyperbel- 
sekante beide Äste trifft. Aber ganz 
unabhängig von dieser Unterscheidung 
bestellt diese Tatsache, daß wenn P auf 
dem im Innenraum der Kurve liegenden 
endlieh oder unendlich großen Sti-eckeu- 
teil der Sekante e bezw. f liegt, jeden- 
falls der Pimkt V bezw. YI auf dem 
äußeren Streekenteil liegt, und um- 
gekehi't letztever auf der Inuensti'ceke, 
wenn P auf der Außenstrecke liegt. 

Ei'kl. it6. Das Ergebnis vorstehender 
Antwort wird in seinem zweiten Teile 
ganz selbstverständlich durch das Auf- 
ü'Cten der Beiiihmngspunkte ATI und VIII 
auf den für einen äußeren Punkt P 
vorhandenen Tangenten s und y, da deren 
Verbindungsgerade atetß eine Sekante 
der KuiTe sein muß. Jedoch bleibt es 
wichtig, fiii- die allgemeine Beziehung 
den Beweis zu liefern, statt fltr jeden 
Einzelfall getreimte Durchführung auf- 
zustellen. 



Während einerseits die beiden 
Kurvenschnittpunkte auf e und f 
und überhaupt auf j e d er Sekante 
durch P jeweils eine im Innern 
und eine im Äußern der Kurve 
liegende Strecke abgrenzen, so 
müssen andererseits die anderen 
zugeordneten Punkte P und 
V auf e bezw. P und VI auf f je 
in zweierlei entgegengesetzten 
Sti'eckenräumen liegen, d. h. jeweils 
entweder P innen und dann V, VI 
außen (Fig. 7), oder P außen und 
dann V und VI innen. Femer 
erkennt man, daß dieser Gegensatz 
auf jeder Sekante eintreten 
muß, die überhaupt durch den 
Piuikt P gelegt werden kann ; und 
umgekehrt gilt dieselbe Lage- 
beziehung auf entgegengesetzten 
Streckenräumen der Verhindungs- 
geraden für jeden beliebigen Punkt 
der Polaren, dessen Verbindungs- 
gerade mit P überhaupt Sekante 
an der Kurve wird. Es zeigt sieh 
demnach die Erscheinung an Figur 
7 und 8 als keine zufällige, sondern 
als eine wesentliche : Für einen 
inneren Punkt P muß nämlich die 
Polare als Verbindungsgerade lauter 
äußerer Punkte V und VI voll- 
ständig außerhalb der 
Kurve verlaufen ; für einen 
äußeren Punkt P aber muß die 
Polare die Kurve schneiden, 
denn jede durch diesen äußeren 
Punkt P gezogene Sekante der 
Kurve trifft die Polare in einejn 
Punkte innerhalb der Kurve. 



Frage 1.5. Wclelio Verämlcnmg erfahren die Fig. 7 und 8, wenn der 
Punkt P selbst ein Kui'V enp unli t wivd.t 
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Erkl. 37. In weniger allgememer 
DureMühning kann man die Erörteiimg 
dei- vorigen und der nebenstehenden 
Antwort vereinigen durch Beti-aehtung 
der vier etwa im Punkte III als Ver- 
biadungsgeraden mit den vier har- 
monischen Punkten A,C,P,V entstehenden 
vier hai-monischen Geraden. Nennt man 
die Gerade nach P für den Augenblick 
q, 80 Kegen p und q geti'ennt durch 
die beiden Tangenten nach A nnd C; 
also p außerhalb, wenn q jnnerha,Ib, 
p Innerhalb, weim q außerhalb ; imd sobald 
q mit einer der getrennt bleibenden 
Tangenten zusammenfallt, so muß auch 
die Polare p mit derselben Tangente 
zusammenfallen. 

Epkl. 38. Mit der nebenstehenden Ant- 
wort sind diejenigen Untersuchungen ab- 
gescliloasen, welche ohne Beeinti-ächtiguug 
der Übers ichüicikeit getrcLnt einerseits für 
die Auffindung des Pols zu einer gegebenen 
Geraden, andi-erseite der Polaren zu 
einem gegebenen Punkt durchgelflhrt 
werden können. Hieran schließt sich 
mmmelir die Peststellung der Identität 
von beiderlei Beziehung, und darauf 
folgt sodann die Aussprache der ge- 
~ ' ' ! in Sätzen. 
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Antwort. Denkt ma.n sieh den 
Punkt P in Fig. 7 und 8 selbst als 
Kurvenpunkt (etwa zwischen 
und D), so fällt von den beiden 
Kurvenschnittpunkten der Geraden 
e und f je einer selbst in P hin- 
ein, und statt des Vierecks entsteht 
ein eingeschriebenes, Dreieck 
mit doppeltzahlendem Eckpunkt 
{ef)-C-D=P=II. Die Tangente 
in diesem Eckpunkte wird zur ge- 
meinsamen Tangente von P an die 
Kurve, sowie der unendlich nahe 
benaehharten Punkte (nach III) 
und D (nach IV); in ihr fallen also 
auch die Tangenten x und y zu- 
sammen, wie sich ergibt durch 
Heransehieben des Punktes P an 
die Kurve in Figur 8, bis der 
Winkel der Tangenten x und y ein 
gestreckter wird. Von den vier 
harmonischen Punkten A, 0, V, P 
fallen die drei letzteren mit P zu- 
sammen, also bleibt Ä bezw. B 
allein als vierter getrennt übrig. 

Demnach fallen von den acht 
Punkten I bis VIII die Punkte, II, 
V, VI, VII, VIII sämtlich mit 
dem Kurvenpunkte P zusammen, 
und die allein übrig bleibenden I, 
III, IV kommen alle auf die 
Tangente im Kurveupunkt P zu 
liegen. Daher muß als Polare 
des Kurvenpunktes P die 
Tangente in P, also seine eigene 
Kurventangente, 
werden. 



d) Allgemeine Beziehungen z a\- i s c li c n Pol und 1' o 1 ;i r « 

Frage. 16. Welche Überein- 
stimmung ergibt sieh aus einer 
Vergleichung der Konstruktion des 
Poles zu gegebener Geraden und 
der Polaren zu gegebenem 
Punkte? 



Erkl. 39. Die nebenstehende Ver- 
gleichimg iler Elpnu')itc üpv Figiii- 4 



Antwort. Vei'gleicht man die 
Lage der Geraden und Punkte, 
welche in den Figuren 4 und 5 
zur Konstruktion des Polpuuktes 
einer gegebeiieii Geraden l'iilirie]!. 
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und 'j mit den Blementeii der Figur 7 
lind 8 ist eint) Veigleichiing von Punkten 
mit Punkten und \on Geraden mit 
Geiaden feie steht also an! ganz 
aiideiem Boden, wie die dnalistisehe 
Gegenlibei Stellung welche m den Ant- 
worten 4 bie 4 und 10 bis 15 £Uv die- 
selben Figuren . durchgeführt ist. Diese 
zeigt als entsprechend Punkte mit 
Geraden, und Gerade mit Punkten, 
kann also nie die Identität zweier auf 
verschiedenen Grundsätzen aufgebauten 
Figuren erweisen. Vielmehr würden bei 
der dualistieclien Vergleichung als eut- 
sprecliend erscheinen die 

Geraden: e, f, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7 
und die 

Punkte: E, F, I, II, !II, IV, V, VI, VIT. 
Keine Übereüistimmung zeigt die dnali- 
stiache Vergleichung nur bei den Buch- 
staben A,B, C, D, weil diese nur lUr 
Pnnlite gebraucht sind, also bei der 
dualistischen Übertragung nicht für ent- 
sprechend zugeordnete Elemente ver- 
wendet werden können. 

Erkl. 40. Dreifache Übereinstimmung 
der Fig. i, 5 mit Fig. 7, 8 ergibt die 
nebenstehende Vergleichung: Zwar ti'itt 
das Tangentenvierseit der Fig. 4, 5 
nicht als solches auf in Fig. 7, 8, und 
ebenso das Sehnenviereck der Fig. 7, 8 
nicht in Fig. 4, 5, obwohl dort die vier 
Tangenten und hier die vier Berühiiinge- 
pnnkte erscheinen, nnr jene nicht zum 
Schnitt gebracht imd diese nicht ver- 
bunden. Aber es fallen zusammen die 
Elemente der 

Fig. 4, 5 und der Fig. 7, 8 



«) Knrventnngenten 
durch die Punkte E 
und F anf p an den 
B ei'Uln-un gspunkten 
des Tangenten- 

vierseits mit Be- 

rUhrungssehiien 3, 4 

durch P. 

(3) Vierte harnio- 
iiisclie Gerade ö, 6 



ß) Kui-ventangenten 
durch die Punkte III 
und IV auf p an 

den Eckpunkten 

des Sehnenvierecks 

mit Diagonalen e, f 

durch P. 

/?)Vierteharmonisehe 
Gerade IUP, IV P 



und in den Figuren 7 und 8 znr 
Konstruktion der Polaren eines 
gegebenen Punktes, so zeigt sich 
folgendes: 

Die Viereck sseiten des 
Taiigeiitenvierseits der Fig. 4 und 5 
stimmen überein mit den Tangenten 
in den Eckpunkten des Sehnen- 
vierecks der Fig. 7 und 8, und um- 
gekehrt die Eckpunkte dieses 
Sehnenvierecks mit den B e- 
rührungspunkten der Tan- 
genten jenes Tangentenvierseits. 
Daher sind die Geraden 3 und 4 
der Fig. 4 und 5 dieselben wie die 
Viereeksdiagonalen e und f 
in Figur 7 und 8, und umgekehrt 
sind die Punkte III und IV in 
Figur 7 und 8 dieselben, wie die 
Nebenecken E und F des Vier- 
seits in Fig. 4 und 5. 

Dagegen sind die den Eck- 
punkten des Tangentenvierseits 
der Fig. 4 und 5 entsprechenden 
Tangentenschnittpimkte nicht be- 
nutzt in Fig. 7 und 8, und ebenso 
die den Vierecksseiten der 
Figuren 7 und 8 entsprechenden 
Berührungssehnen nicht gezogen 
in Fig. 4 und 5. Demnach sind 
auch die Gerade» 1 und 2 der 
Fig. 4 und 5 nicht gezogen in 
Fig. 7 und 8, und ebenso die 
Punkte I und II der Fig. 7 und 8 
nicht festgestellt in Fig. 4 und 5. 

Ferner sind die Geraden 5 und 6 
der Fig. 4 und 5 zwar nicht ge- 
zogen in Fig. 7 und 8, würden sieh 
aber sofort ergeben als Verbindung.*- 
geraden der Punkte III und IV 
tnit dem Schnittpunkte von e und f ; 
und die Punkte V und VI der 
Fig. 7 und 8 sind nicht festgestellt 
in Fig. 4 und 5, ergeben sich aber 
von selbst als Schnittpunkte der 
Geraden 3 und 4 mit der Ver- 
bindungsgeraden von E und F. 

Endlich sind die in Fig. 5 für 
eine schneidende Gerade p auf- 
tretenden Geraden 7 und 8 mit 
ihren Berührungspunkten X und Y 
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zu p untl den zu p und den beiden 

beiden Tangenten, Tangenten, und zwar 

und iolglich auch wegen der vier 

vier liai-monisclie harmoniaclien 

Punkte auf 3 und Puakte auf e und f 

auf 4 mit Zuordnung mit Zuordnung von 

von P zu (p 8) P und V bezw. 

beziv. {p 4). P und VI, 



yi Bei schneidender 
Geraden p zwei 
Tangenten an die 
Kni've, welche in 
den Schnittpunkten 
von p beillhren und 
durek den Punkt 
P- hindui'cligehen. 



1') Bei außerhalb 
liegendem Punkte P 
zwei Tangenten an 
die Kurve, welche 

ihre Beiührangs- 

punkte auf p haben 

und vom Punkte P 

ausgehen. 



auf EF nichts anderes, a]s die in 
Fig. 8 für den äußeren Punkt P 
auftretenden Tangenten x und y 
mit ihren Beriihnmg'spimkten VII 
und VIII auf p. 

Erkl- 41. Die harmonischen 
Elemente der Fig. 4, 5 bezw. 7, S 
haben verachiedene Erzeugringsgiimdlagen: 
In Fig. 4, 5 sind in den Nebenecken 
E, F des Vielecks ABCD i'ei Jianuo- 
nische Sti ahlen uid f Igl c!i ent- 
stehen auf jele Sclnittge ilei z. B. 
auf 3 und 4 viei laanonscle P mkte. 
In Fig. 7 8 dagBoen ö d luf den 
Nebenseitei e f de& "\ eieets AB, BC, 
CD, DA viel laimon s le Pi i kte, und 
folglich cnt&tel en du oli deien Pro- 
jektion ans jedem bei el "en 'Schnittpunkte, 
z. B. von in u 1 R V ei ■ 
Stralilen. 



Frage 17. Welches -wichtige Er- 
gebnis liefert die in voriger Unter- 
suchung angestellte Vergleichung' 
der Fig. 4, 5 und 7, 8 1 

Erld. 42. In den bisherigen Er- 
örterungen war nui' immer die Rede davon, 
daß zu einer beliebigen Geraden 
p der Polpunkt gesucht werde, oder 
daß KU einem beliebigen Punltte P 
die Polare p gesucht werde. Man 
bätte also bis zur nebenstehenden Beweis- 
führung noch der Vennutung Eaum 
geben können, daß wenn etwa zur 
Geraden p der Pol P gehöre, dann zum 
Punkte P eine andere Polare q — oder 
daß wenn znm Punkte P die Polare p 
gehöre, dann zur Geraden p ein anderer 
Polpunkt Q. Nun aber zeigt es sich, 
daß die lestgesetKte Zuordnung der po- 
lai'en Elemente von einem beliebigen 
Anfange dement aus stets nur zwischen 
zwei gleiclibleibeiiden hin — und zurück- 
führen würde, nämlich vom Punkt P 
zur Polare p, von der Geraden p wieder 
zum gleiclien Punkte P als Polpunkt, 
von P wiedor zu p, p zu P usw. 



Aiitivort. Die in voriger Antwort 
festgestellte Übereinstimmung der 
Elemente der Figuren 4 und 5 einer- 
seits mit den Elementen der Figuren 
7, 8 andrerseits zeigt folgende zwei 
wichtige Tatsachen: Wenn man 
erstens in Fig. 4, 5 statt zur gege- 
benen Geraden p den Pol P zu 
suchen, den Punkt P als gegebenen 
Punkt ansieht und dazu die Polare 
sucht, so erhält man entweder mit- 
tels der Sekanten 3 bezw. 4 die 
Tangenten E D und B A, bezw. F B 
und P A durch E bezw. P auf p — 
oder mittels derselben Sekanten 3 
bezw, 4 die vierten harmonischen 
Punkte zu deren Kutvenpuntten 
und P ebenfalls auf p — oder wenn 
P außerhalb der Kurve liegt (Fig. 
5), mittels der Tangenten 7 und 8 
die Berührungspunkte X und Y 
ebenfalls auf p; also wird p auch 
die Polare zu P. Wenn man 
zweitens in Fig. 7, 8, statt zum ge- 
gebenen Punkte P die Polare p zu 
suchen, die Gerade p als gegebene 
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Erkl. 43. Jji den höheren Stnlen 
der Geomefi'ie werden auch solche Zu- 
ordnungen betrachtet, hei -welchen bei 
förilauf ender ICoasti'uktion stets neue 
Elemente aivftreten, oder solche, bei wel- 
chen zu einem ersten Element zwei 
andere zugeordnet werden, bezw. iUck- 
wäü'te zu zwei ersten Elementen nm' 
ein anderes Element zugeordnet wird. 
Im Gegensatz zu solclien Beziehungen, 
die als „ein ^zweideutige" bezw, als 
„zwei- — eindeutige" bezeichnet werden, 
wu'd dann die Polarität als eine 
„ein— eindeutige" Beziehung be- 
nannt. 



Gerade ansieht und dazn den Fol 
sucht, so erhält man entweder mit- 
tels der Tangenten aus III bezw. 
IV die Berührungssehnen A C iiezw. 
BD durch P — oder in denselben 
Punkten III bezw. IV die vierten, 
harmonischen Strahlen zu deren 
Tangenten und p ebenfalls durch 
P — oder wenn p die Kurve sehnei- 
det (Fig. 8), mittels der Kurven- 
schnittpunkte VII und VIII die Tan- 
genten X und y ebenfalls durch Pj 
also wird P auch der Pol zu p. 

Man erhält demnach die für die 
gesamte Polarentheorie grundlegen- 
de Beziehung: 

Satz 1. Der Pol einer Gera- 
den hat zugleich diese Gerade 
als Polare, und umgekehrt: die 
Polare eines Punktee hat zu- 
gleich diesen Punkt als Pol. 

Oder in anderen Worten: 

Satz la: Ist ein Punkt P der 
Pol einer Geraden p, so ist zu- 
gleich die Gerade p die Polare 
dieses Punktes P; und ist eine 
Gerade p Polare eines Punktes 
P, so ist zugleich der Punkt P 
der Pol dieser Geraden p. 



Erltl. 44. Die nebenstehende Antwoii: 
begiaindet die „Ein— eindeutigkeit" der 
Polaiitätsbeziehung auf die Übereinstim- 
mimg der in den Figui'en 4, 5 nnd 7, 8 
mit den Zlliem 3, 4; 5, 6; 7, 8; be- 
zeichneten Elemente. Schon in Erldä- 
rung 40 und 41 ist darauf abgehoben, 
daß, weain in Fig. 4, 5 die Geraden 3 
und 4 mit p zum Schnitt gebracht wer- 
den, dadurch der vierte harmonische Punkt 
zu P enteteht — und daß, wenn in Fig. 
7, 8 die Punkte m und IV mit P ver- 
bunden werden, dadurdi der vierte harmo- 
nische Sti'ähl zu p entsteht. Weiterhin muß 
aber nun auch Übereinstimmung der Ele- 
mente 1, 2 hezw, I, n eintreten. Be- 

ti'achtet man nämlich in Fig. 4, 5 die Geraden 3 und 4 als die Sekanten e und f 
der Fig. 7, 8, so müssen auch die Gegenseiten des Vierecks, deren Diagonalen sie 
sind, ihre Schnitttpunkte auf p liegen haben. Und betrachtet man in Fig. 7, 8 
die Punkte UI, IV als die Nebenecken E, F des Vierseits ABGD der Fig. 4, 5, 
so mnss auch die dritte Nebenecke des Tangentenvier seits der vier Tangenten von ro. 
und IV in den Punkt P fallen. Somit gehen auch in Fig. 4, 5 nicht nur 6 bis 8 
Geraden durch P, sondern es liegen auch hier die 6 bis 8 Punkte auf p; und audi 
in Fig. 7, 8 liegen nicht nur 6 bis 8 Punkte auf p, sondern es gehen auch die 
6 bis 8 Geraden durch P — je nachdem P innerhalb und p außerhalb liegt, oder 
P außerhalb und p die Kurve schneidend. Weitere Behandlung findet dipee Ge- 
samtfigur nebst besonderer Spezialisierung in der Erörtemug Ither das PoI;irdreieck 
8. Pig 26 und ff. 



JFrage 18. Wie lassen sich nunmehr die früher getrennt abge- 
leiteten Eigenschaften von Pol und Polare in Worten ausdrücken? 
Antwort. Als Zusammenfassung der früheren Ergebnisse erhält 
man folgende Sätze: 

Satz ?. Zieht man durch ver- Satz 3a. Wählt man auf ver- 
BchiedenePvmkte einer bestimmten schiedenen Strahlen eines bestimm- 
Geradeup je zwei Strahlen eines ten Punktes P je zwei Punkte 
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gegebenen Strahlenbüsehels 
zweiter Klasse, so gehen jedes- 
mal durch einen und denselben 
bestimmten Punkt, nämlich den 
Pol P dieser Geraden p: 

«) die Verbindungsgeraden 
der beiden Paare von Gegen- 
eeken jedes beliebigen, aus zwei 
solchen Strahlenpaaren als Gegen- 
seiten gebildeten einfachen Vier- 
seits; 

ß) die Verbindiingsgeraden, 
der aui den Tangenten eines 
jeden Punktes von p liegenden 
Kurvenberührungspunkte; 

7) die vierten harmonischen 
Strahlen zur gegebenen Geraden 
p und den beiden Tangenten 
jedes Punktes auf p; 

und durch denselben Punkt 
gehen auch 

(i) die Kurventangenten durch 
die beiden auf der Geraden p etwa 
liegenden Kurvenpunkte, 



einer gegebenen Punktreihe 
zweiter Ordnung, so liegen 
jedesmal auf einer und derselben 
bestimmten Geraden, nämlich 
der Polaren p dieses Punktes P: 
o) die Schnittpunkte der 
beiden Paare von Gegenseiten 
jedes beliebigen, aus zwei solchen 
Punktpaaren als G e g e n e c k e n 
gebildeten einfachen Vierecks; 

ß) die Schnittpunkte der 
durch die Kurvenpunkte jeder 
Geraden durch P gehenden 
Kurven tangenten; 

y) die vierten harmonischen 
Punkte zum gegebenen Punkte 
P und den beiden Kurven- 
punkten jeder Geraden durch P; 

und auf derselben Geraden 
liegen auch 

5) die K u r V e n b e r ii h r u n g s - 
punkte auf den beiden durch 
den Punkt P etwa gehenden 
Kurventangenten. 

Satz 3a. Ein Punkt innerhalb 
der Kurve hat als Polare eine 
ganz außerhalb der Kurve ver- 
laufende Gerade; ein Punkt außer- 
halb der Kurve hat als Polare 
eine die Kurve schneidende Ge- 
rade. 

Satz 4a. Ein Punkt auf der 
Kurve hat als Polare seine 
eigene Tangente, — oder 



Satz 3. Eine ganz außerhalb 
der Kurve verlaufende Gerade 
hat als Pol einen Punkt inner- 
halb der Kurve; eine die Kurve 
schneidende Gerade hat als Pol 
einen Punkt außerhalb der 
Kurve. 

Satz 4, Eine die Kurve be- 
rührende Gerade hat als Pol 
ihren eigenen Berührungspunkt 
- — oder 

ein Kurvenpunkt und seine Tangente sind polar geordnet. 
Erkl. 45, Nachdem in voriger Antwort 17 und Satz 1 die Gleichwertigkeit 
der Erzeugung von Pol und Polare nachgewiesen ist, erhalten die Ergebnisse der 
Mheren Untersuclmngen erst ihre allgemeinste Giltigkeit, tind sie kommen daher erst 
an dieser Stelle zua- vollgiltigen Ausdracksweise ia der Fassnng für StralilenbliBohel 
zweiter Klasse bezw. Punkti'elhen zweiter Ordnung. Die einzelnen Teile sind an 
folgenden Stellen bewiesen: füi' Satz 2 : et bis y einzeln in Antwort 5, allgemein 
in Antwort 6, 'S in Antwort 7 — für Safa 2a : « bis y einzeln in Antwort 11, all- 
gemein in Antwort 12, d in Antwort 13. 

Erkl. 46. Man beachte wohl, daß die Sätze 2 und 2a von weit allgemeinerem 
CÄhai'aktev sind, als die entsprechenden Aufzählnngen in Antwort 5 bezw. 11. Dort 
handelte es sich um die Eigentümlichkeiten eines speziell auegewählten Vierecks bezw. 
Vieraeifs; hier ist die Bedeutung des Vierecks bezw. Vierseits eingeschränkt auf 
den ersten Fall u allein, dafür ist aber aucli diese entsprechende Beziehimg jetzt auf- 
gestellt für jedes Viereck bezw. Vierseit, dessen Nebenecken anf p liegen. 
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bezw. dessen Nebenseiten diu'cli P gehen. Dabei weiden nmimelii die Elemente 
3 bie 6 bezw. III bis VI nicht mehr wie dort speziell sondern allgemem aufgetißt 
Während abei- dort nur die vereinigte Lage von sechs odei iclit Einzeleiementen 
behauptet wird, sind es hier — je nacli Lage dei Pankte luf p hezw dei bti üilen 
durch F — sechsmal unendlich vielerlei Elemente imd zwei einzelne Elemente 
in vereinigter Lage, d, h. PunMe auf einer Geraden, Geraden diiich Punlvte 

Ei'lü. 47. Die sämtlichen Sätae der obenstehenden Antwort 18 smd m ihier 
dualistischen Gegenübei-stelliuig fast gänzlich gleichbedeutend Das 7eigt sich be 
sonders deutlich an den Ssltüen 3 und 3a bezw 4 und 4a Dieselben smd einzeln 
bewiesen in Antwort 8 nnd 14 bezw. 9 und 15, nach Aufteilung des Sitzes 1 
aber zeigt sich, daß die Aussagen de? links mid lechtsstehenlen Sitzes den 
gleichen Sachverhalt nur in vereclriedenen Wo tei -v sspieehen Dies ist m den 
Sätzen 4 dadurch zum Ausdnick gehraelt liß ene f,emeiniame Passung untei 
beide Sätze querüber gestellt ist. — Ül e 1 e i den Sätzen d imd 4 aiiltietenden 
Begi'iffe von „innerhalb" und „außerhalb e e K Te, rergleiche man Erkl. 91, 
92 und 96a, 107 imd 120 des II. Teileii d eses Lei buehea^ Umgekehrt erfahi-en 
jene liilheren Aussagen ei'weitei'te Bedeut ng nl tiefe e Begillndung im Lirhte der 
hier autgestellten Beziehungen der Polarentheovie. 

ErkL 48. Auf Grand der in Antwort 16 und 17 besprochenen Übereinstimmung 
der Figuren 4, 5 und 7, 8 ersdieinen auch die Sätze 2 und 2a als gleichbedeutend. 
Man könnte dieselben etwa in der Weise zusammenfassen, daß sie als gemeinsame 
Definition der Zuordnungsart von Pol imd Polare ausgedi-ückt werden: Durch 
eine Kurve zweiten Grades werden je ein Punkt und eine Gerade 
der Zeiehenebene als Pol und Polare in der Weise einander zugeordnet, 
daß für Punkte der Polare die Eigenschaften « bis <5 des Satzes 2 und für 
Gerade durch den Pol die Eigenschaften « bis J des Sataes 2a in Geltung 
treten. 



Frage 19. In wftlehon anderen Bedentungen können die vorigen 
Sät7.e 2 lind 2a ausgesprochen werden? 

Antii'oH. I. Verschieden gewählten Punkten E und F auf p ent- 
sprechen verschiedene Lagen oder Geraden 1 bis 6 durch P, und 
verschieden gewählten Strahlen e und f durch P entsprechen ver- 
schiedene Lagen der Punkte I bis VI auf p. Paßt man 
die Aufeinanderfolge der verschiedenen Lagen der Punkte bezw. 
Strahlen ins Äuge, so erhält man: 

Sat« 6. Wird eine einer ge- Satz öji. Wird um einen einer 

gebenen Kurve zugeordnete gegebenen Kurve zugeordneten 

beliebige Gerade p von einem beliebigen Punkt P ein Strahl q 

Punkte Q durchlaufen, so gedreht, so durchlaufen dabei 

drehen sich dabei um den die Polare p dieses Punktes P 

Pol P dieser Geraden p (Pig.9): (Fig. 10): 

«) die beiden Diagonalen des «) die beiden Gegenseiten- 
Vierseita, welches die Kurven- Schnittpunkte des Vierecks, 
tangenten des vei'änderlichen welches die Kurvenpunkte der ver- 
Punktes Q als Gegenseiten mit den änderlicben Geraden q als Gegen- 
Pangenten eines beliebigen zweiten ecken mit den Kurvenpunkten einer 
Punktes auf p bilden; beliehigen zweiten Geraden durch 
P bilden; 
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ß) der Schnittpunkt der 
Kurventangenten in den beiden 
Kurvensclmittpunkten der veränder- 
lichen Geraden q: 

y) der vierte harinoniscii e 

Punkt zum gegebenen Punkte P 

und diesen beiden Kiirvenpiinkten 

der veränderlichen Geraden q. 

II. Man kann aber auch aus der Planimetrie den Begriff des 

„geometrischen Ortes" herübernehmen für die Gesamtheit der 

Lagen eines Punktes bezw. einer Geraden, welche gewissen Bedingungen 

genügen, und erhält dann: 



ß) die Verbindungsgerade 
der Berührungspunkte auf 
den beiden Kurventangenten des 
veränderlichen Punktes Q; 

y) die vierte harmonische 
Gerade zur gegebenen Geraden p 
und diesen beiden Tangenten des 
veränderliehen Punktes Q, 



Satz 6. Der Pol P einer be- 
liebigen Geraden p in bezng 
auf einen gegebenen Kegel- 
schnitt ist der geometrische 
Ort für: 

ß) die beiden Diagonalen eines 
Vierseits, welches von den beiden 
Tangentenpaaren aus zwei be- 
liebigen Punkten von p als Gegen- 
seiten gebildet wird; 

ß) die Verbindungsgerade der 
Berührungspunkte auf den 
beiden Kurventangenten aus einem 
Punkte von p; 

y) die vierte harmonische 
Gerade zu p und den beiden 
Kurventangeuten aus einem Punkte 
von p. 

Erkl. 49. Die ftruiidJage fUr jede 
Polai-itätabezieliiuig ist das Vorliandeii- 
eein einer gegebenen Kurve, In 
Eeziehmig zu dieser Kurve liat jede 
Gerade der Ebene einen Polj jeder Punkt 
der Ebene einePolai'e; in Beziehung zu 
einer beliebigen andern Kurve hat 
jede Gerade einen andern Pol, jeder 
Punkt eine andere Polare. Daher muß 
in jedem Satze über Polaritäfe eigen - 
Schäften vorangestellt werden, dajä die 
behandelten Pnnkte und Geraden in Be- 
ziehung zu dieser Kuitc gesetzt wei'den 
sollen oder einer gegebenen Kurve 
zugeordnet sein sollen. Mit eben 
diesem Wortlaut geschieht solches in der 
vorstehenden Fassung der Sätze, 
während in den Sätzen 2 und 2a die Kurve 
als StrahlenbüBohel bezw. als Punlctreihe 
eingeführt wurde. Wegen dieser Wichtig- 
keit wird die der Polaritätseigenschaft 



Satz 6a. Die Polare p eines 
beliebigen Punktes P in 
bezug auf einen gegebenen 
Kegelschnitt ist der geome- 
trische Ort für; 

«) die beiden Gegenseitenschnitt- 
puukte eines Vierseite, welches von 
den beiden Kurvenpunkten anf 
zwei beliebigen Geraden durch P 
als Gegeneeken gebildet wird; 

ß) die Schnittpunkte der 
Kurventangeuten in den beiden 
Kurvenschnittpunkten einer Ge- 
raden durch P; 

y) den vierten harmonischen 
Punkt zu P und den beiden 
Kurvenschnittpunkten einer 
Geraden durch P. 
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zu Grunde liegende Kiutb auch geratlezu bezeichnet ala Grundkurve, 
Fundamentaikurve, Kernkurve, Sttltzkurve der vorliegenden Polaritilta- 
bezieliungen, und da sie eine Kurve zweiten Grades oder ein Kegelschnitt ist, 
wohl aueii ala Fuudamentalkegelsehnitt, Hilfskegelechnitt oder Divektrix- 





Erkl. 50. In Figur 9 finden von vorstehenden Sätzen Darstellung die 
beiden Fälle ß und beide Fälle )' für einen inneren Punkt P bezw. eine änseei'o 
Gerade p. Zu vier verschiedenen Lagen der Punkte Qj bis Q^ aitf p sind die 
Tangentenpaare gezogen, und jedesmal geht die BerUhi'ungssehne durch P; zu 
jeder der vier Lagen von Q;^ bis Q^ ist auch die vierte harmonische Gerade 
zu p und zu beiden Tangenten angedeutet, und jedesmal geht dieselbe nach dem 
Punkte P, — Ebenso sind zu vier verschiedenen Lagen der Geraden <\i bis qi 
dui-ch P die Kurventangenten, in deren beiden Kurvenpunkten gezogem, und jedesmal 
liegt der Tangentenschnittpunkt auf p; zu jeder der vier Lagen von qi bis qi 
ist auch der vierte harmonische Punkt zu P und den beiden Kurvensehnitt- 
pnnkten angegeben und jedesmal hegt deiselbe luf p Die ei zuletzt geninnte 
Fall y ist derjenige ■welchei vom Sitze 6a die ha^ft^,ste Anwendung hnltt 

Erkl. 51 Die beideiseitigen Teilt, i dei obenstehenden Sätze sinl wie 
ein Blick auf die Pigoi 9 beweist gendezn identisch d h sie be igen denselben 
Tatbestand .lui mit veischiedenen Worten Daher wiid auch ^on diesei Ai-t 
dualistischen Zusitininenhanges spater noch besondeis Iie Eede sein müssen Auch 
erkennt man sofdt dtß jedesmal q^ die PoHie ^cn Q^ bezw Q dei Pol von -\^ 
ist, daß also 'iicl m dip i Hm id t he liemi I noch zu weiteien Foleerungen 
Anlaß geben muß. 

Erkl. 52. In Figui- 10a, b finden von obenstehenden Sätzen Darstellung die 
Fälle « und 7 der rechtsseitigen Sätze 5a, 6a fUr äußeren Punkt P hezw, 
schneidende Gerade p. In Figur 10a gehen durch den Punkt P vier verschiedene 
Lägen q^ bis q,i der veränderlichen Geraden. Für die Geraden qj imd q^ sind 
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beide Gegenseiteupaare des VieieLku gezoi<eu beide Paare hsiljen ihren Schnitt- 
punkt aut p. Für die Geradenpaai e q^, q^ imd qg, ^4 ist nm- je ein Paar der 
Gegenseiten gezogen: jedesmal hegt dei Sclinittpnnkt auf p. Man hätte anch fUr 
qa, qa und qg, q^ je die aiidei'fu Gegensei. tenp aar e ziehen kdnnen und ebenfalls 
Sßhnittpunkte auf p erhalten nitihsen Ebenso hätte man auch ans den Kui-ven- 
punkten von qi und qg oder q^ und q^ oder q^ und q* das Viereck bilden können 
und jeweils zwei Gegenseitenschnittpunkte auf p erhalten. Die vier Sekanten 
q^ bis qi ermöglichen a)so zusammen sechs verschiedene Vierecke mit 12 Gegen- 
seite nschnittpnnkten auf p. Zur Erzeugung von p sind aber uui' zwei davon 
nöäg, und daau eignen sich für die Zeiclinung am bequemsten die innerhalb der 
Kurve liegenden Sehuittpmikte der Geraden, welche die Kurvenschuittpnnkte einer 
beliebigen Sekante, z. B. qj, übers Kreuz verbinden mit den Kurveiischnittpuiikten 
einer diesseits und einer .jenseits liegenden anderen Sekante, wie q^ und q^. 
(Vergl. Verwendung dieser Konatraktion in Aufgabe 12 der Autgab easanunlung am 
Schluß dieses Teils.) 

Erkl. 53- In Pig. 10b ist der Punkt P ein Punkt im Außeiirsuim einer 
Hyperbel. Duroli einen solcheu gibt es Sekanten, welche nur einen Ast der 
Kurve schneiden, wie q^ in Fig. 10a und b, und Sekanten, welche beide Äste der 
Kui-se schneiden, wie qg luid %. Wieder sind für die Geraden q^ und % beide 
Gegenseitenpaare des Vierecks gezogen: dasselbe heißt ABCDA und liefert die 
Sclmittpunkte E und F auf p. Ferner ist für q^ und qs dswj Gegenseitenpaar AH 
und CG gezogen, welches den Schnittpunkt K auf p iiefei-t, und dazu käme als 
zweites Gegeuseitenpaar AG imd CH, welches einen Punkt J auf p (links neben E) 
liefert. Das durch qg und % bestimmte Viereck BHDö wird im Gegensatz zu 
beiden vorigen einspringenden Vierecken ein gewöhnliches konvexes Viereck — wo- 
gegen in Fig. 10 a sämtliche Vierecke Ubersehlagene waren -— und liefert durch 
die Gegenseiten BG und DH einen Punkt auf p links von E und J, durch BH und 
DG einen Punkt auf p weit rechts ausserhalb K,. 

Ei'lvl. 54. Zur Darstellung des Falles y der Sätze 5a und 6a sind in Figur 
10 a und 10b auf q^ bis q4 jeweils die auf p gelegenen vierten harmonischen 
Punkte zu P und den beiden Kurvenselmittpunlcten marliiert. Da in Fig. lOa der 
Funkt P auf jeder Sekante außerhalb der Sti-ecke der Kurvenschnittpunkte liegt, 
80 liegt der vierte harmonische Punkt jedesmal innerJialb dieser Sü'eeke und inner- 
halb der Kurve. Dasselbe gilt in Pig. 10b aui' fUr die Sekante q^. Auf den 
Sekanten q^ und qg in Pig. 10b liegt P zwar auch außerhalb der Kurve, aber 
innerhalb der Sta'ecke der Kurvehschiiittpnnkte ; daher liegt auf % und % der auf 
p liegende vierte hai'moniscbe Punkt außerhalb der Strecke der Kiu-venschnittpunkte, 
dodi aber innerhalb der Kui've, und zwar auf q^ rechts von K, auf qg weit außen 
links, falls P Mittelpunkt von GH wäre, sogar im gemeiiisameu unendlicli fernen 
Punkt der parallel werdenden Geraden q^ und p. 

Erkl. 55. Der Fall Ö der Sätze 2 und 2a ist in den Sätzen 5 und 6 nicht 
vertreten, während die PäDe « bis y in beiden Grappen von Sätzen überein- 
stimmen. Das rührt daher, daß in den Fällen «, /?, y solche Elemente genannt 
sind, welche unter verschiedenen Umständen verschiedene Lage haben, für welche 
also der Begriff des geometrischen Orts, also einer Gesamtheit von Lagen zu- 
treffen kann. Im Falle ä dei- Sätze 2 und 2a dagegen sind genannt zwei 
Punkte bezw. zwei Gerade, die gar nicht in Betracht kommen fiii' veränderte 
Lage des Vierecks bezw. Vierseits, sondern gegenüber der mannigfaltigen Lage 
der anderen Elemente als einzelne ausgezeichnete Elemente bestehen. Daher 
sind aber auch die Sätze 5 und 6 mehr nur Aussagen über die Eigenschaften 
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und 2a tiic iirejii'üngiiclic Definitir 



von Pol lind Polare, wälirend die Ssitze ' 
dieser Beziehimg ausdrlicken- 

Evlil. 56. Die iu den Sätzen 6 und 6a ansgesproclienen Eigenschaften von 
Pol und Polare sind geeignet, die Polaritätsbeziehung selbst in neue Beleuchtung 
ZQ setzen. Nach den aas der Plaiiimefi'ie entlehnten Begriffen von einem „geome- 
trischen Ortsaatze" eatliält nämlicli ein solcher zwei Sätze: erstens, daß wenn 
das besprochene Element die genannte Eigenschaft hat, ihm auch die Lage im 
Ort zukommen muß, — und zweitens, daß wenn daß Element die Lage im Ort 
hat, ihm anch die genannte Eigenschaft zukommen muß. Sowie man nun aber 
etwa fiti' Sata 6 den Fall ß so zergliedert, so zeigt sich, daß der eine Satz 
jedesmal mit dem gleichen Falle ß des Satzes 2, der andere mit dem gleichen 
Falle ß des Satzes 2a zusammenfällt; ebenso bildet im Satz 6a der Fall ß jedesmal 
die Zusammenfassung dev gleichnamigen Fälle fl von den Sützeii Sa und 2 in um- 
gelcehi-ter Ausdnicksweiee. Vgl. oben Erkl. 51, 



Frage 20. Zu welcher Folgerung führt die eigentüuilicbe Übe] 
einstimuiung der beicleraeitigeü Fälle ß in den Sätzen 2, 5, 61 





Die im Falle ß der Sätze 2, 5, ö 
genannte Gerade ist keine andere 
als die Polare des zufällig ge- 
wählten Punktes Q auf p. Somit 
erhält man in veränderter Aus- 
drucksweise desselben Satzteiles die 
Aussage : 

Satz 7. Liegt ein Punkt Q auf 
einer Geraden p, so geht die Po- 
lare q von Q durch den Pol P 
von p, — oder: Durchläuft ein 
Punkt Q eine Gerade p, so dreht 
sich seine Polare q um den Pol 
P der Geraden p, oder: Der geo- 
metrische Ort für die Polare q 
eines auf der beliebigen Goraden p 
liegenden Punktes Q ist der Pol- 
punkt P von p. 



Der im Falle ß der Sätze 2a, 5a, 
6a genannte Punkt ist kein anderer, 
als der Pol der zufällig gewählten 
Geraden q dnreh P. Somit erhält 
man in veränderter Äusdrucksweise 
desselben Satzteiles die Aussage: 

Satz 7ft. Geht eine Gerade q 
durch einen Punkt P, so liegt 
der Pol Q von q auf der Polaren 
p von P ^ oder: Dreht sich eine 
Gerade qnm einen Punkt P, so 
durchläuft ihr Pol Q die Po- 
lare p des Punktes P, — oder; 
Der geometrische Ort für den 
Pol Q einer durch den beliebigen 
Punkt P gehenden Geraden q ist 
die Polare p von P. 
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Znm vollständigen Beweise dieser & 
zu unterscheiden, nämlich: 



; sind jeweils drei Fälle 



1. p liegt ganz außerbalh der 
Kurve, so da£ auch Qi jedenfalls 
außerhalb der Kurve liegt (Fig. 
IIa) und qi die Kurve schneidet; 

2. p schneidet die Kurve und 
Qa gehört der auß erh alb der Kurve 
liegenden Strecke von p an, so daß 
qg die Kurve schneidet (Fig. IIb); 



3. p schneidet die Kurve und 
Qs gehört der innerhalb der 
Kurve liegenden Strecke von p an 
(Fig. IIb), sodaß q« ganz außerhalb 
der Kurve liegt. 

I. Für die beiden ersten Fälle 
ist der Beweis schon geliefert durch 
den Teil ß der Sätze 2, 5, 6. Denn 
dort ist ausgesagt, daß die Berüh- 
rungssehne jedesäußerenPunktes 
auf p durch P geht; und diese 
Berührnngssehne ist eben die Po- 
lare von Qi,3. 

IL Für den dritten und auch 
nochmals für den zweiten Fall 
ergibt sieh der Beweis aus Teil ß 
der Sätze 2a, 5a, 6a, sobald man 
(Fig. IIb) p als eine Sekante durch 
Qa (bezw. Qä) ansieht. Denn dort ist 
auegesagt, daß der Schnittpunkt 
der Tangenten in den Kurven- 
schnittpunkten jeder Sekante durch 
Qa auf qa liegt, d. h. daß q^ durch 
den Schnittpunkt der Tangenten in 
den Kurvenpuukten einer beliebi- 
gen Sekante durch Q;( hindurchgeht; 
nun ist aber P der Tangenten- 
schnittpunkt zur Sekante p durch 
Qa, also geht qg durch P. 

III. Für den dritten und 
ersten Fall erhält man auch 
einen Beweis aus Teil y der Sätze 
2a, 5a, 6a, indem man Qj^ bezw. Qs 
mit P verbindet. Denn dort ist aus- 
gesagt, daß der vierte harmonische 
Punkt zu Q und den Kurvenschnitt- 



1. Fliegt innerhalb der Kurve, 
80 daß qi jedenfalls die Kurve 
schneidet und Q^ außerhalb liegt 
(Fig. IIa); 

2. P liegt außerhalb der Kurve 
und Qa sehneidet die Kurve, d.h. 
q2 liegt im Innenwinkel der von 
P an die Kurve gehenden Tan- 
genten (Fig. IIb), also Qs außer- 
halb der Kurve; 

3. P liegt außerhalb der Kurve 
und qg liegt ganz außerhalb der 
Kurve, d. h. qg liegt im Außen- 
winkel der von P an die Kurve 
gehenden Tangenten (Fig. IIb), also 
Qu innerhalb der Kurve. 

I. Für die beiden ersten Fälle 
ist der Beweis schon geliefert durch 
den Teil ß der Sätze 2a, 5a, 6a. 
Denn dort ist ausgesagt, daß der 
Schnittpunkt der Kurventangenten 
in den Kurvenschnittpunkten jeder 
Sekante durch P auf p liegt; und 
der Schnittpunkt dieser beiden Tan- 
geuten ist eben der Pol von qi,s, 

IL Für den dritten (iind auch 
nochmals für den zweiten) Fall 
ergibt sich der Beweis ans Teil ß 
der Sätze 2, 5, 6, sobald man P 
als einen Punkt auf qa bezw. q^ 
ansieht. Denn dort ist ausgesagt, 
daß die Berührnngssehne jedes 
Punktes von qs durch Qa geht, 
d. h. daß Qa auf der Berülirungs- 
sehne eines beliebigen Punktes 
von qg liegt; nun ist aber p die 
Berührungssehne zu Punkt P anf 
qs, also liegt Qa anf p. 



III. Für den dritten und 
ersten Fall erhält man auch 
einen Beweis aus Teil y der Sätze 
2, 5, 6, indem man q^ bezw. qs mit 
p zum Schnitt bringt. Denn dort 
ist ausgesagt, daß der vierte bar- 
monisehe Strahl zu q und den 
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punkten jeder durch Q gehenden 
Sekante auf q liegen muß, d. h. daiä q 
durch jeden solcher vierten harmo- 
nischen Punkte hindurch gehen 
muß ; aber auf der Geraden QP ist 
eben P dieser vierte harmonische 
Punkt, folglich gelit q durch P. 



IV. Die letztgenannte 
f ührung für den ersten und 
dritten Fall läßt sich auch in 
umgekehrter Weise erbringen .aus 
Ttil y der Sätze 2, 5, 6, indem 
man die zu Q^ hezw. Qs gesuchte 
Polare q gefunden und mit p ge- 
schnitten denkt. Dann muß q zu p 
und den vom Punkte (pq) aus- 
gehenden Kurventangenten der 
vierte harmonische Strahl sein. 
Nach der angezogenen Stelle der 
früheren Satze gehen aber solche 
vierten harmonischen Strahlen aiia 
allen Punkten auf p sämtlich 
duich P also muß auch q duith 
P gehen 

Eikl 57 Min kdmite lei^ii lit 
ohne weiteieii Beweie mm dem led /j 



Kurventangenten jedes auf q 
liegenden Punktes durch Q gehen 
muß, d. h. daß Q auf jedem solcher 
vierten harmonischen Strahlen 
liegen muß; aber im Schnittpunkte 
(pq) ist eben p dieser vierte harmo- 
nische Strahl, folglich liegt Q 
auf p. 

IV. Die letztgenannte Beweis- 
führung für den ersten und 
dritten Fall läßt sich auch in 
umgekehrter Weise erbringen aus 
Teil 7 der Sätze 2a, 5a, ta, indem 
man den zu qj. bezw. qa gesuchten 
Pol Q gefunden und mit P ver- 
bunden denkt. Dann muß Q zu P 
und den auf PQ liegende Kurven- 
sclmittpunkten der vierte harmo- 
nische Punkt sein. Nach der an- 
gezogenen Stelle der früheren Sätze 
liegen aber solche vierten harmo- 
nischen Punke auf allen Sekanten 
durch P sämtlich auf p, also muß 
anuh Q auf p liegen 

äem die inistclu^ii'len Slt^e "" unfl 7a 
dei Sit^e 2, 5, b zu Uhenielimi 



Bei 



genaueier Betrachtung /eigt sich abei ahbnid daß jcnei Satz die Aimendamg nur 
zuMt füi dieienioP Lnge diö dei Punkt Q außeiliaili dei Knne bleibt, bezw. q 
die Kuive Bilineidet diß alto von Punkt Q hezv, m Kurv en&ehmttp unkten von q 
langentfii an die Kuire miiglidi sind Dieses tufft abei nin tu füi die beiden 
ersten Falle dei ob ene teilenden TJutei Scheidung M^n mllßte also mindestens für 
den diitten Fall gesondeite BeweiaÜUmms aufstellen Und untei solchen Um- 
£t1nden ist es voiziiz Leben, dem aufleioidendioh wichtigen Sitze Itbeifianpt voll- 
stAndige Begiundung 7U geben, füi die einfic]jsten Fälle kinn dabei allerdings 
kuiz aufa obige vervuesen TiPilen 

Erkl. 58. Die drei Fülle, welche für die vollständige Beweisführung 
imtei-eoliieden werden mnssen, haben zu je zweien gemeinsame GesicJitspnnkte, 
■welche für die b ei dera eiligen Sätze 7 und 7a gieicliei-weise zutreffen. 

Der erste «nd zweite Fall haben gemeinsam, daß Q anßerlialb der 
ICui've liegt, bezw. daß q die Kurve eehneidet; dagegen nnferscheiden sie sich 
dadurch, daß im ersten Fall die Verbindungs-Gerade PQ die Kurve schneidet, 
bezw. der Schnittpunkt von p und q außerhalb der Kui-ve liegt, — walirend im 
zweiten Fall die Verbindungsgerade PQ ganz außerhalb der Kurve verläuft, bezw. 
der Schnittpunkt (pq) innerhalb der Kurve liegt. 

Der zweite und dritte Fall haben gemeinsam, daß P außerhalb der 
Kui-ve hegt bezw. p die Kujve sehneidet. Dagegen unterscheiden sie sich wieder 
dadni-ch, daß im zweiten Fall die Verbindungsgerade PQ ganz außerhalb 
der Kuive läuft, bezw. der Schnittpunkt (pq) innerhalb der Kui-ve liegt, — 
wahrend im dritten Falle die Verbindungsgerade PQ die Kurve achneidet, 
he-/.\v. der Schniftpunkt (p q) außerhalb der KuiTC liegt. 
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Der dritte und erste Fall lialoeu gemeiiisani, daß die Vei'bindungsgeracle 
PQ die KniTe schneidet, bezw. der Schnittpunkt (pq) außerhalb der Kui've 
liegt; dagegen imterseheiden sie sich dadurch, daß im dritten Falle Q innerhalb 
der Kui-ve bezw. q ganz außerhalb der Kui-ve liegt, — während im ersten 
Falle Q außerhalb liegt, bezw. q die Kiu^e achneidet. 

Erltl. 59. Entsprechend den oben erörtei-ten Untereeheidungen geben die 
Figuren IIa und IIb die dreierlei Fälle in versdiiedeuer Zeiclimmg. Figur Ha 
zum ersten Falle ist fast identisch mit Figur 9 Seite 25: wandert Qj aut p, so 
dreht sieh q^ um P und umgekehrt, vgl. Erkl. 51. In Figur Hb ist auf der 
Sekante p einerseits Qa außerhalb, also qa sehueidend — andrerseits Qg innerhalb, 
also qs außerhalb. Ton Qs üud ebenso vom Schnittpunkt (ptja) gibt es Tangenten 
an die Kui've, von Qg aber nnd vom Sehnittijunkt (pqä) gibt es keine Tangenten an 
die Kiu've. Demnach werden auch die Beweisfülinuigen ermöglicht durch Tangenten 
aus Q bezw. in den Kurvenschnittpunkten von q im ersten und zweiten, nicht im 
dritten Fall, — durch Tangenten aus P bezw. in den KiuTenschnittpunkten von 
p im zweiten und diitten Falle, uieltt aber im ersten, — durch hannonisclie 
Punkte auf PQ bezw. haa'monische Sti-ahlen im Schnittpraikte (pq) im ersten und 
dritten, nicht aber im zweiten Falle. 

Ei'kl. 60. Nimmt man die Abschnitte III und IV des obenatehenden Be- 
weises als gleichartig zusammen, so hat man flu- jeden der di-ei Fälle doppelte 
Auswahl, da jeder der drei Einzelbeweise sicli aut zwei Fälle gleichzeitig erstreckt. 
Mit Tangenten, seien sie bestimmt durch Q bezw. q oder dui-ch P bezw. p, kann 
man jedesmal ariskommen; mit harmonischen Elementen, nämlich entweder 
P und Q als hannonisclien Prmkten zu den Kurvenpunkten auf PQ, oder p und q 
als harmonischen Strahlen zn den Kuiwentangenten aus (pq), nur in den Fällen, 
wo PQ die ICuiTe schneidet bezw. (pq) außerhalb der Kiuve liegt, also im ersten 
und diütten der obigen UnterBcheidungsfälle. 

Erlil. 61. Die beiden Beweise UI und IV unterscheiden sich diuluvch, daß 
bei in links mit hannonisclien Punkten, rechts mit harmonischen Strahlen ge- 
arbeitet wird, und, umgekehii bei IV links mit harmonischen Strahlen und rechts 
mit harmonischen Punkten. Da ilii' das Auge die Beziehung von vier harmo- 
nischen Punkten auf einer Geraden leichter zu fiberschauen ist, als j ene \-on 
vier hannonischen Strahlen dui'ch einen Punkt, so wii-d manchmal vorgezogen, 
in beiden Fällen nur mit hai'monischen Punkten zu arbeiten, indem mau für den 
Safa 7 die Beweisführung III links und ftlr den Sata 7a die BeweisfUln-ung IV 
rechts verwendet. Auch insofern stehen also die Beweise III imd IV gewisser- 
' . gleichwertig nur einfach neben den Abschnitten I und II des obigen 



Erlü. 62, Die Sätze 7 und 7a bilden zwar zunächst nm- die Ver- 
allgemduenmg einer in den Sätzen 2 bis 6 für einen Einzelfall bereits entlialteoen 
Aussage. Diese Feststellung der Allgemeingiltigkeit ist aber von den weitgehendsten 
Folgen fiii' die Auffassung und Vei-^vertuug der Polaritätstheorie tiberhaupt; 
denn sie bildet, wie die Antwort 21 nnd folgende nachweist, die Grundlage für 
die gesamten Dualitätsbegriffe. 
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Frage 21. Welche Anwen- 
dungen ergeben sieh aus den 
vorigen Sätzen 7 und 7a für 
beliebige Figuren t'leni ante der 
Zeichenebene? 

Antwort. Wenn man in 
der Zeichenebene eine belie- 
bige Kurve zweiten Grades 
als Fundamentalkurve 
für Zuordnung von Pol 
und Polare gegeben an- 
sieht, so ergeben sich fol- 
gende Beziehungen: 

1. Einem gegebenen Punkte P 
bezw. Q entspricht als Polare je 
eine Gerade p bezw. q, deren 
Lage zur Kurve durch Satz 3a 
bestimmt ist. 

2. Einer bezw. mehreren gege- 
benen Geraden durch P ent- 
sprechen als Polpunkte einer bezw. 
mehrere Punkte auf p, und zwar 
der Gesamtheit von schneidenden 
Geraden durch P die Gesamt- 
heit der äußeren Punkte auf p, 
der Gesamtheit der nicht schnei- 
denden Geraden durch P die Ge- 
samtheit der inneren Punkte auf 
p, — den beiden Tangenten durch 
P die beiden Kurvenschnittp unkte 
von p mit der Kurve. (Fig. 12 u. 13.) 

3. Dem Strahlenbüsohel mit 
Scheitel P entspricht also die 
Punktreihe mit Träger p. 

4. Den Verbindnngsgeraden 
zweier Punkte P und Q ent- 
spricht als Pol der Schnittpunkt 
ihrer beiden Polar-Geraden p 
und Q. 

5. Einer Figur aus mehreren 
Punkten P, Q, R . . . nebst deren 
Verbindungsgeraden PQ, PR, 
QB . . . (einem vollständigen n-Eck) 
entspricht als Polarflgur die Figur 
der Polar-Geraden p, q, r . . . 
nebst deren Schnittpunkten (pq), 
(pr), (qr) . . . (ein vollständiges n-Seit). 

6.EineinvollständigenViereek 
mit seinen Ecken, Seiten, Nßben- 




1. Einer gegebenen Geraden p 
bezw. q entspricht als Pol je ein 
Punkt P bezw. Q, dessen Lage 
zur Kurve durch Satz 3 bestimmt 
ist. 

2. Einem bezw. mehreren gege- 
benen Punkten auf p entsprechen 
als Polaren eine bezw. mehrere 
Gerade durch P, und zwar der 
Gesamtheit von äußeren Punkten 
auf p die Gesamtheit der sehnei- 
denden Geraden durch P, der 
Gesamtheit der inneren Punkte 
auf p die Gesamtheit der nicht 
schneidenden Geraden durch P, 
-^ den beiden Kurvenschnitt punkten 
auf p die beiden Kurventangenten 
von P an die Kurve. (Fig. 12 u. 13.) 

3. Der Punktreihe mit Träger 
P entatJi-icht also der Strahien- 
büschel mit Scheitel P. 

4. Dem Schnittpunkt zweier 
Geraden p und q entspricht als 
Polare die Verb in dnngs gerade 
ihrer beiden Pol-Punkte P und Q. 

5. Einer Figur aus mehreren Ge- 
raden p, q, r . . , nebst deren 
Schnittpunkten (pq), (pr), (qr) 
(einem vollständigen n-Seit) ent- 
spricht als Polarfigur die Figur 
der Polpunkte P, Q, ß . . , nebst 
deren Verbindung« geraden PQ, PR, 
QR . . fein vollständiges n-Eck). 

6. Einem vollständigen Vier seit 
mit seinen Seiten, Ecken, Neben- 
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ecken, harmonischen 
und Strahlen entspricht ein voll- 
ständiges Vierseit mit seinen 
Seiten, Ecken, Nebenseiten, har- 
monischen Strahlen und Punkten. 



Punkten selten, harmonischen Strahlen 
und Punkten entspricht ein voll- 
st and ig:es Viereck mit seinen 
Ecken, Seiten, Nebenecken, har- 
monischen Punkten und Strahlen, 



Man erhält daher das wichtige Ergebnis: 

Satz 8. In zwei polar zugeordneten Figuren entsprechen vier 
harmonischen Punkten bezw, Strahlen der einen Pigur stets auch 
wieder vier harmonische Strahlen bezw. Punkte der anderen 
Figur, ~ oder 

8a1a 8a. Polar zugeordnete Figuren sind stets projek- 
tiviseh verwandt. (Vgl Erkl. 69 und 70.) 




Erkl, 03. In den Figuren 12 niid 13 sind die BealeliiiiigeB der obeiv 
stehendeu Antwort 21 dargestellt fiir einen inneren Punkt P bezw. äußere Gerade 
p, nnd für äußeren Punkt P bezw. Bchneideude Gerade p. Dei- erstere Fall, 
Fig. 12, ist der einfachere, denn ea gibt durch P keine anderen Geraden, als. 
schneidende, und auf p keine anderen Punkte, als äußere Punkte. Die durch P 
gehenden Geraden q, k, r entsprechen ihren au! p liegenden Polpunkten Q, K, K 
und umgekehrt; ebenso auch den auf p liegenden Punkten BDA ihre durch 1' 
gehenden Polai'en b, d, a. Durchläuft man den Büschel der durch P gehenden 
Strahlen in der tJmlauferiehtung qakbrdq, so wird die auf p liegende Punktreihe 
der Pole durchlaufen in der Richtung QAIi^BRD, also durchweg in der gleichen 
Richtung wie die Schnittpunkte der zugeordneten Polaren. Einem der Strahlen zwischen 
k und b entspricht der unendlich ferne Punkt der Geraden p, dem dahingehenden 
Parallelstrahle durch P ein Punkt auf p zwischen Q und D. Kein Sti-ahl des 
BüBohels P geht durch den ihm zugeordneten Punkt von p selbst hindurch. 

Erkl. 64. Mehr Einzelheiten weist der in Fig. 13 dai'gesteUte Fall des 
Äußeren Punktes P auf. In dem dm-ch P gehenden Strahl enbüscliel hat man zu 
unterscheiden 1. einen Winkelraum (nebst Seh eitel winkelraum) von nicht schnei- 
tlenden Geraden, wie q, r, k, 1, und dementsprecheud in der auf p liegenden 
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Punkfreihe eine Strecke von inneren Punkten Q, R, K, L. Dazu kommt 2. im 
Büschel P ein Winkelranm (nebat Sclieitelwinkelraum) von schneidenden Ge- 
raden, -wie b, a, d, c, und dementsprechend in der Punktreihe p eine Strecke von 
änßeren Punkten BADC, deren beide Seiten durch den nneudlich fernen Punkt 
von p verknüpft werden. Beide Winkeb'äume sind 3. geti-ennt bezw. verbundeu 
durch die beiden berührenden Geraden x nnd y, entsprechend den auf p liegenden 
Kurvenpunkten S und Y. Die letztgenannten Elemente sind auch die wichtigsten 
für die DnreLlanfung des Büschels P bezw. der Punkti'eihe p. Beginnt man mit 
dem Strahle y eine Durehlaufnng des Büschels P in der Weise, daß Strahl y um 
P nach aufien gedreht wird (in der Eichtung gegen den Ülirzeiger Fig. 13), 
also nach den Strahlen q, r liin, so entspricht dem eme Dtii'chlanfung der Eeilie 
der Polpunkte anf p von Y in der Richtung nach dem Innern der Kurve (nach 
links in Fig. 13); dreht man aber y um P nach innen (mit dem Uhrzeiger, 
Fig. 13) Über b nach a usw., so entspricht dem die Durchlaufung der Punktreihe 
p von T nach außen über B nach A usw. Ebenso entsprechen einander bei den 
Elementen S und x die Verschiebung des Punktes X aiif p nach innen (Fig. 13 
nach rechts über L nach K) bez-w. nach außen (Fig. 13 nach links Über C nach 
D) imd die Drehung des Stoahles x nm P nach außen (FIk. 13 mit dem Uhrzeiger 
Über 1 nach k) bezw. nach innen (Fig. 13 gegen den ULrzvger über e nacli d). 
Wii-d der Sti'ahlenbUschel P in Fig. i:i als ganzer durchlaufen in der Reihenfolge 
äer Elemente qrklxcdabyq, so wird die Punktreihe der Polpunlde anf p 
durchlaufen in der Reihenfolge Q R IC L X C D CO A B Y Q, also in entgegen- 
gesetzter Eichtnng wie die Schnittpunkte des TrSgers p mit den, zugeordneten 
Polargeraden der genannten Pimkte. Einem der Strahlen zwischen a und d ent- 
spricht der Tmendüchferne Punkt der Geraden p, dem dahingehenden Parallelstrahle 
dnrch P entspricht einer der Punkte zwischen K und R. 

Erbl. 65. Am deutlichsten wird die Verschiedenheit der Zuordnung in 
Fig. V2 und 13 erkannt, wenn man auf p zu den Punkten Q, E usw. die Schnitt- 
punkte der zugeordneten Polai-en q, r ins Auge faiJt, bezw. im Büschel P zu den 
8ti-ahlen q, r ... die Verbindungsstrahlen nach den zugeordneten Punkten Q, 
E . . . Man nennt zwei Punkte der erstgenannten Art zwei konjugierte Punkte, 
zwei Sti-ablen der letztgenannten Ali zwei konjugierte Strahlen. In Fig. 19 
weisen die Punkte RQK und ihre konjugierten Punkte BDA die gleiche 
Durchlaufangarichtung in der Punktreihe p auf, ebenso wie auch in derselben 
Plg. 12 die Strahlen qkr und deren konjugiei-te Strahlen bda die gleiche Um- 
laufsi-ichtung im Büschel P. D.tgegen zeigen in Fig. 13 die Punkte QRICL die 
eiitgegengesetete Durehlauferichtung in der Punktreihe p, als deren konjugierte 
Pnnkte BADC, und ebenso die Strahlen qrkl im 'Bäschel P die entgegen- 
gesetzte Dnrchlanfungsrichtung, als deren konjugierte Strahlen bade. 
Wiüirend daher in Fig. 12 ein Znsammenf allen konjugierter Punkte oder konjugierter 
Strahlen nie stattfindet, bilden in Fig. 13 die Pimfete X und Y bezw. die Strahlen 
X und y solche Elemente, in welchen zwei konjugierte zusammenfaUen. Be- 
ü-achtet man Punkt P als Scheitel zweier Strablenbüschel, lüimlich des ersten 
Büschels der Strahlen q, k, r und des zweiten Büschelfi der daau konjugierten Strahlen 
b, d, a, und ebenso die Gerade p als 'ftäger zweier Pnntti-eihen, nämlich der 
ersten Punktreihe der Punkte Q, K., R und der zweiten Punktreihe der dazu konjugierten 
Punkte B, D, A, so sieht man, daß in Fig. 12 die konjugierten Elemente beider 
Gebilde in gleicher Eichtung hinter einander herwandem, ohne einmal zusammen- 
zutreffen oder einander zu begegnen. In Fig. 13 aber laufen in beiden Gebilden 
die konjugierten Elemente in entgegengesetzter Eichtung und mUssen daher 
einander bei einem vollstiindigen Umlaut zweimal begegnen. In der Tat kommen 
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die Punkte AB ihreu konjugierten EQ bezw. die Stralilen r, q ihren konjugierten a, b 
entgegen, «m in den Elementen Y bezw. y übereinander wegzugeken. Bis dann dei' erstere 
Puakt die Innenstvecke TX von rechts nach links durchlaufen hat, hezw. der 
Strahl den Winkelraum yx mit dem Uhrzeiger, ttherstreicht der konjugierte 
Punkt die Außenstrecke von T über B, A ins Unendliche imd von da zrwUck 
Über DC nach S, bezw. der konjugierte Strahl den Winkeli-aum yx vou y 
"Über q, r, k, 1 naeli x, ~ und in den Elementen X bezw, x findet zum zweiten 
Male Begegnung statt, indem die beiderlei konjugierten Elemente zusammenlallen. 

Erkl. 66, Die links- bezw. rechtsseitig in voriger Antwort 21 ausgesprochenen 
Sätze weisen mehrfach ganz identischen Inkalt auf — etwa wie wenn man im 
Äalilenrechnen sagte einerseits 2.3=3.2, andererseits 3.2 = 2.3. Nnr im 
wörllichen Ausdruck bleibt dann die Verschiedenlieit der Auffassung erkennbar, ob 
maii vom einen oder andern Gesichtspunkte ausgegaagen ist. Daher ist auch die 
Anzahl der vorigen Aussagen auf solchen Umfang beschränkt geblieben, daß eben 
■der Sata 8 als wichtigstes Ergebnis beiderseifß als vollständig abgeleitet erscheint. 
Weisere Beziehungen derselben Art brauchen nicht doppelt ausgesprochen zu werden, 
sondern nur durch Angabe der beiden entsprechenden Gebilde — einerlei ob man linka 
Aussagt, daß eine entspreche dem anderen, oder ob rechts erklärt wii-d, das andere 
entspreche dem einen. Vergl, auch Antwort 23 u. ff. 

Erkl. 67. Die in der Antwort 21 als vierte bezeiclmete Aussage ist recht 
eigentlich mir eine veränderte Ausdmcksweise des Satzes 7 selber. Denn man 
kann die Ergebnisse fast ebenso auch äußerlich formell niederschreiben, wie dies 
Btattfindet bei dem meti'ischen Satze von der Gleichheit zweier Giößen, die beide 
de Bleiben dritten gleich sind. Wie man z. B. die Sätze der Aufgabe 50 des 
J. Teiles schriftlich formulieren konnte: 

tl Ätg 
t|^ tg 

tg A tg, ebenso kaun man nunmehr schreiben: 

Punkt P polai- zur Geraden p 

Punkt Q polar znr Geraden q 

Yerbindnngsgerade (PQ) polar zum Schnittpunkt (pq), denn mau hat: 
Gerade PQ geht durch P, folglich liegt deren Polpunkt auf p 
Gerade PQ geht durch Q, folglich liegt deren Polpunkt auf q 
Also ist der Schnittpunkt (pq) der Polpunkt zur Geraden (PQ); 
odernnigekelirt: Schnittpunkt (pq) liegt auf p, folglich geht dessen Polare durch P 
Schnittpunkt (pq) liegt auf q, folglieh geht dessen Polare dnrch Q 
Also ist die Verbindungerade (PQ) die Polai'e zum Puukt (pq). 

Ei'kl. 68. In genau gleicher Weise kann die Ableitung schi-ittlich nieder- 
^ele^ werden, wenn zu drei oder vier Punkten P, Q, ß, U die Polaren p, q, r, u 
gegelen smd Dann werden polar zugeordnet die sechs Seiten des Vierecks 
P Q RU, namlich PQ, PR, Pü, QE, QU, ßU, und die sechs Ecken des Vierseita 
pqiu, namlich pq, pr, pu, qr, qu, ru, die drei Nebenecken des Vierecks, 
näraluh die Schnttpunkte von je zwei Gegenseiten PQ, RU, von PR, Qu, von 
PU, QR, und die Nebenseiten des Vierstits, nämlich die Vei'bindungsgeraden 
von je Fiiei Gegenecken pq, ru, von pr, qu, von pu, qr. Und wie dann auf 
der ^eilmduii^saeixden je zweier Nebenecken des Vierecks vier harmonische 
Punkte Ii Kcn weil sie zum Viereck solche Lage haben, daß usw. — ^", so 
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gehen deren Polaren durch die Sehnittpunlttc je zweier Nelienseilen des Vier- 
seite als vier liarinoniBche Gerade, „weil sie zum Viersoit solcl:e l.Rp;e liiil>en, 
daß usw." 

Erkl. 69. Zum Begi'iH der proj ektiviachen Verwandtschaft gehört 
die Grundhedingimg, da£ zwei Gebilde, wenn sie gleichartig sind (also beides- 
Punkkeihen oder beides Strahlenbüsetel usw.), sich in perspektiTisohe 
Lage bringen lassen, oder daß zwei Gebilde — ob gleichartig oder nicht — als 
erstes und letztes in einer Reihe angesehen werden können, in welcher je zwei 
aufeinanderfolgende durch Projektion auseinander hervorgehen (Antwort 22 dea 
I. Teiles), Nim lassen eich zwei Gebilde erster Stufe (Punktreilien, Sti-ahlen- 
bflsehel), wenn bloß je zwei Elemente als zugeordnete festgelegt sintl, in beliebig 
vielfacher Weise projektivisch zuordnen, nämlich durch beLebige Hmzmialime 
eines dritten Paares zugeordneter Elemente. Ist feiner angenommen, diß he 
liebig gegebenen dreien Elementen des einen Gebildes beliebig gewählte diei 
Elemente eines andern zugeordnet sein sollen, so kann eine piojekti^mohe Vei- 
wandtschaft beider Gebilde noch in sechsfacher Wei&e htigestellt werden, je 
nach der Art, wie die drei Elemente des einen Gebildes behnfs Zuoidnnng zu den 
einzelnen des anderen unter sich gruppiert werden Ist aber endlich zwischen 
drei einzelnen Elementepaaren beider Gebilde die Zuordnung eindeutig fest- 
gesetzt, dann läßt sich nur noch auf eine einzige Weise die piojektnische Vei- 
wandtBchaft vermittelnj denn welche Vermittelimgsgebilde auch verwendet weiden 
mögen, am Sclilusse jeder verschiedenen Projektionsfolge wird zum gleichen vierten 
Element des einen Gebildes stets wieder das gleiche vierte Element des anderen 
Gebildes als zugeordnet erscheinen (Erkl. 99 des H. Teiles). 

Erkl. 70. Wenn verlangt wird, dafi vier beliebig gewählten Elementen 
eines ersten Gebildes vier beliebig gewählte Elemente des zweiten Gebildes- 
entspieclion sollen so ist dies durch eine projektiv isehe Vei-wandtschaft beider Ge- 
bilde im allgemeinen nicht erieichbar es sei denn, daß die vier Elemente des 
eisten Gebildes und ebenso die entspi e eh enden des zweiten vier harmonische 
sind In die=(Pm lalle geht die neue Piage zmiick auf einen der beiden letzten 
Fälle dei voiigcn Eill b9 Ist namlich bloß verlangt, daß beliebig gegebenen 
vier haimomschen Plementen des einen Gebildes beliebig gewählte vier harmonische 
Elemente des zweiten entipieehen aollen dann kann man auf achtfache Weise 
die piojektivische ^eraandtschait beidrr Gebilde herstellen, je nach derAi-t, wie die 
haimomschen Elemente des einen Gebildes behufs Zuordnung zu den einzelnen des 
andeien untei aicli zu je zwei getienuten Paaren gnippiert werden (Satz 6 des 
I Teiles und Antwoit b des II Tedes) Ist aber zwischen dreien von den vier 
Elementen des einen Geb Idet und diei einzelnen Elementen von den vier zu- 
znoidnenden der andern au h die Gnippiening festgelegt, so kann die projelttivische 
Teiwandtsdiift nui norh auf eme einzige Weise hergestellt werden (8. Erk!. 36 
des II Teiles) — Es wiid Siehe besonderer Untersuchung sein, die Beziehungen 
zwisol en dem vorliegenden Satz 8 und dem Sat^e ftbei- Vierecksfiguren in Auf- 
gabe "b des II Teiles •,ov.if beidei hiUze mit dem Inhalt der Erkl. 13 des 
H i piles noch gei i le i ü/ I 1 i 



Frage 28. Wie kann die Richtigkeit des vorigen Satzca 
nnmittelbar an der Figur nachgewiesen werden ; 
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Erkl. 71. Ebenso -wie in Fig. 12 
für innere Punkte P, in Fig. 13 fUr 
äußere Punkte P die Darstelluug gegeben 
wai', BO ist in Fig. 14 zunächst wieder 
für äußere Punlite P, in der nacMolgenden 
Fig. 15 für innere Punkte P die kon- 
stnditive Beweisführung vei-zeichnet. Der 
Studierende möge also niclit versäumen, 
an jeder der beiden Figuren 14 und 15 
die Elementenreilven durchzugehen, und 
zwar nicht nur fiir a, sondern auch für 
b un3 c bezw. u, v, w. Man hat näm- 
lich jedesmal die Reihen a, A,, a^, A, 
as, Aa oder auch a, Ai, u^, U, Uj Ag 
bezw. rückwärts u, Ui, Ui, U, Ua, Ua; 
ferner b, B^, bi, B, bj, Bj, oder auch 
^j Bij *'2; ^? ^1) Ba bezw. rückwärts 
^'i ^ i> ^ii ^j ■''s'^ai eudlich c, Gy, Ci, 
C, Ca, Ca, oder auch, was aber nicht 
eingezeichnet ist, e, Ci, Wj, W, Wi, Cj 
bezw. rückwärts, was ebenfalls nicht ein- 
gezeiclmet ist, w, Wi, Wi, W, w^, W^. 

Erkl. 72. Die Fig. 14 für den äußeren 
Punkt P ist hier vorauagestellt, weil bei 
dieser Lage der Elemente das Viereck 
Si S^ AU deutlicher fürs Auge zu über- 
schauen ist, als in Figur 15, wo dasselbe 
Viereck noch von allen andern Geraden 
durchkreuzt wird. In einer unwesent- 
lichen Kleinigkeit unterscheiden sich noch 
die Figur 14 und 15, daß nämlieli in 



Antwort. 1) Um die Eichtigkeit 
des Satzes 8a umuittelljar an der 
Figur nachzuweisen, müßte man 
zeigen können, daß die Strahlen 
durch P und die ihnen polar zu- 
geordneten Polpunkte auf p durch 
eine fortlaufende Keihe von Projek- 
tionen aus einander hervorgehen. 
— Es muß zu dem Zwecke gleich- 
wertig sein, ob der Übergang so, 
wie er eben ausgesprochen wurde, 
von den Strahlen durch P nach den 
Punkten auf p bewerkstelligt wird 
oder in umgekehrter Folge von den 
Punkten auf p nach den ihnen 
polar zugeordneten Polarstrahlen 
durch P, da die Aussagen links 
und rechts in Antwort 21 inhaitiich 
gleichbedeutend sind. 

2) Zu diesem Zwecke zieht man 
zunächst eine beliebige feste Sekante 
von P durch die Kurve, projiciert 
sodann den willkürlich gewählten 
Strahl a des Punktes P auf die 
Gerade p und erhält so den Punkt 
Ai. Diesen verbindet man mit dem 
einen Kurvenschnittpunkt Si der 
beliebigen Sekante aus P und er- 
hält dadurch den Projekttonsstrahl 
ai- Wo dieser die Kurve trifft, 
entsteht der Kurvenpunkt A, und 
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F'igat 15 die Verbindungsgerade BV ge- 
rade mit a ziiSammeniäHt, was in Figur 14 
nicht der Fall ist. Wälirend also in 
Figur 15 für die Gerade PBV der Pol- 
punkt konstruiert ist, bleibt diese Gerade 
ia Figur 14 außer Behandlung. Ebenso 
sind die Geraden PAU in beiden Figuren 
obne Benennung und konstruktive Duvch- 
fttbiiing geblieben. 

Erkl. 73. Der sachliclie Hauptuntei- 
echied der Figuren 14 und 15, ebenso 
wie zwischen 12 und 13, besteht aber 
im Vorhandensein der Tangenten x 
andy vom äußeren Punkte P, während 
der innere Punkt P keine Tangenten 
liefert. Betrachtet man die oben für a 
bzw. u, b bezw. v und c bezw, w dureh- 
gefiilirten Elementenreihen fttr die Strahlen 
X und y, so fällt Xi in den BerUln-ungs- 
prmkt der Kuife, die Yerbindirngsgerade 
Si Xi trifft die Kuiwe wieder im selben 
Punkte, und dessen Pi-ojektionsstrahl S^ X 
Bchneidet die Gerade p ebenfalls wieder 
im gleichen Punkte Xj. Demnach fnlU 
in denselben Kurvenberührangspnnkt 
jeder der sonst getrennt auftretenden 
Punkte Xi, X, Xg zusammen; die Tan- 
genten X und y von P an die Kurve 
sind die einzigen Strahlen des Büschels 
8, bezw, die Knrvenschnittptmkte X und 
Y von p mit der Kuito sind die einzigen 
Punkte der Pmildreihe p, welche mit 
iliren polar zugeordneten 
Elementen vereinigt liegen, 
d, h. so, daß die Punkte auf den zu- 
geordneten Strahlen liegen, die 8ti-ahlen 
durch die zugeordneten Punkte hindurch- 
gehen. ^ InFigin- 15 gibt es Oberhaupt 
keine Elementepaare dieser Art, daß 
ein Strahl von P und sein zugeordneter 
Punkt auf p sich in vereinigter Lage 
befinden. 

Erkl. 74. Besondere Erwähnung 
fordert noch die in beiden Figuren 14 
und 15 beliebig gewählte feste Sekante 
PSiSa. Auch sie bildet einen Strahl 
durch P. Bezeichnet man dieselbe als k, 
80 liegt Punkt Kj im Schnittpunkt mit 
p, SiKi fällt mit Sj 82 zusammen, folg- 
lich entspricht dem Sti'ahl Sj K^ die 
Tangente in Sa als Strahl k^ und 



dieser wieder wird projiciert aus- 
dem zweiten Kurvenschnittpunkt 
83 der vorgenannten Sekante aua 
P dureil den Projektionstrahl a^. 
Letztere endlich trifft die Gerade p 
im gesuchten Polpunkte Äa, — Man 
hätte auch den Punkt Ai erst aus 
Ss projieieren können durch den 
Strahl Ua, erhält dadurch den 
Knrvenpunkt U, pi-ojiciert diesen 
aus Si durch den Stahl Ui und er- 
hält auf p denselben Punkt Aj, 

3) Daß hierbei Strahl a und 
Punkt Aa wirklieh polar zuge- 
ordnete Elemente sind, ersieht man 
aus dem der Kurve eingeschriebenen 
vollständigen Viereck SiSaAU. 
Betrachtet man nämlich als Gegen- 
seitenpaare erst P Si Sa, P U A und 
SiA, SaU, so folgt nach Fall « 
der Sätze 2a, 5a, 6a, daß a die 
Polare von Ag und umgekehrt Aa 
als Schnittpunkt von ag und u^ der 
Pol von a ist. Betrachtet man 
aber als Gegenseitenpaare Äa Si, 
Aa Sä und Si A, 83 U, so erkennt 
man, daß auch wirklich p die 
Polare von P ist, daß also p durch 
den Schnittpunkt von aa und u^ 
gehen muß, und daß somit der 
Punkt Aj sowohl durch a^ und p 
allein, als auch durch Ui und p 
allein konstruiert werden konnte. 
— Paßt man auch noch das dritte 
Paar Gegenseiten PS1S2, PAU 
und aa, ui ins Auge, so iindet mau, 
daß außerdem auch die Verbindungs- 
gerade von P nach Aa die Polare 
des Punktes Ai ist. 

4) Auf Grund dieser Feetlegvtngen 
ist nun die projektivische Verwandt- 
schaft zwischen den polar zuge- 
ordneten Elementen direkt aus der 
Figur abzulesen : Die Gesamtheit 
der durch P gehenden Geraden a, 
b, c , . bildet einen Strahlenbüse^.eV 
welcher als Strahlenbiischel S be- 
zeichnet werden möge. Dessen 
Projektion auf p bildet die Punkt- 
reihe der Punkte A,, Bj, Ci, . . ., 
welche als t^ bezeichnet werden 
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schneidet p im zugehörigen Punkte Kj. 
— Benutzt man statt 8j K^^ zuerst 
SjKa, so fällt dieser Strahl mit Sa S^ 
zusammen, also entspricht ihm die 
Tangente in Sj^. Diese niui3 aber 
die Polare p im gleichen Punkte Kg 
treffen, wie die Tangeute in Sa, denn 
der Polpunkt zum Sti-ahl k ist ja eben 
der Schnittpunkt der Tangenten in Si 
nnd Sa und muß anf der Polaren p zu 
P liegen. Der Sti'ahl PKj übernimmt 
in der Autfassung als Bj^&2 bezw. als 
Sa Si die Rolle des früher als di bezw. 
als e^ bezeichneten gemeinsamen Strahles 
der beiden Büschel S^ und Sa. Ver- 
bindet man den eben gewonnenen Punkt 
Ka, aufgefaßt als Punkt Zi der Punkte 
reihe tj, mit V durch einen Strahl z, 
80 entsteht in gleicher Weise rttckwäi-ts 
ein Punkt Zg, der mit Punkt K^ zu- 
sammenfällt. Und in Figur 14 liegt Ki 
zwischen Bi Cj, Kg zwischen Bg C;,; 
Z3 zwischen VjWi, Zg zwischen Vg Wj ; 
in Figur 15 liegt K^ zwischen "Ü^Vi, 
K2 weit links außen zwischen Ua V3, 
Zi eben dort zwischen Ai B^, Zg innen 
zwischen Aa B^. 

Erkl 75. Während in nebenstehender 
Reihe von aufeinanderfolgenden Projektio- 
nen allp Verwandtschaften solche in per- 
Bpektiv lieber Lage sindaußer jener zwischen 
S^ und Sgj darf man nur an das Ent- 



Figui' 1. 



möge. Diese Pimktreihe ti wird 
projiziert durch die Strahlen a 1, 
bi, Ci des Büschels Si. Die Strahlen 
dieses Strahlenbüschels S^ werden 
durch die Kurvenpunkte selbst in 
Beziehung gesetzt mit den Strahle.i 
des Strahlenbüschels Sa, und die 
Projektion dieses letztgenannten 
Strahlenbüschels Sa erscheint wieder 
auf p als Punktreihe t^. Nun ist 
ohne weiteres klar, daß Büschel S 
und Punktroihe t^, ebenso Punkt- 
reihe ti und Büschel Si, und ebenso 
Büschel S 2 und Punktreihe 1 3 
projektivisch verwandt sind 
in perspektivischer Lage. 
Die Büschel S^ und Sa aber sind 
projektivisch verwandt in 
schiefer Lage, da die Punkte 
jeder Kurve zweiter Ordnung aus 
zwei beliebigen ihrer Punkte als 
Scheiteln durch projektivisohe 
Büschel projiziert werden. 

5) Man hat also in der Tat die 

Beziehung: 

SAtiASiASsÄts 
oder umgekehrt: 

tsÄS^ÄSiÄtiÄS. 

Und dies ist nichts anderes, als die 
formell© Schreibweise für Satz 8a. 




stehen dieser letzten Beziehung denken, um auch hier eine Verknüpfung durch 
Verwandtschaften in perspektivischer Lage einsetzen zu könneu. Denn die Kui-ve 
ist ja aufgefaßt als Erzeugnis der projektivisch verwandten Strahlenbüsehol SiS, in 
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schiefer Lage. Di6_Vermittlung geschieht aber durch Zwischengebilde nach der 
Zeichenvorachrift S^ 7\ t\ A S'o A t'j A 83, wobei mit den Strichen diese Gebilde unter- 
schieden sein sollen von den in Figur 14 und 15 bereits vorhandenen. Setzt 
man also diese neue Reihe noch in die entsprechende Lücke der Mheren ein, ao 
erhält man auch im engsten Sinne eine Reihe fortlaufender Projektionen in per- 
spektivischer Lage, als deren Anfangsglieder die Elemente des Blischels mit Scheitel 
P, und als deren Scli!ußg]ied_er die ihn_en polar zugeordneten Elemente der Punktreihe 
auf p auftreten, nämlich SAt TS At' A8'oAt'ä"^S "^t 

Erkl. 76. Ebenso wie n E Id 63 1 3 b5 ai Fig 1 u 1 13 die Durch- 
laufung der Elemente in P ind luf p 1 cht,eril] "t uide sind auch die 

unterschiede in Figur- 14 und 15 z e le e P nlt P e &cl e nt alb Scheitel des 
Strahlenblischela der a, b, c, s e de u v 1 Gerade p alä 

Träger der Pnnktreihen t^ und De D 1 la ü de P 1 1 e he ti n Figur 14 in 

der Reihenfolge A^BiKi OiXiaWjZi ViCOUj^lja Äi entspricht die DurelilauEimg 
von ta in der Reibenfolge AäOOEs Ka Ca Xj^ Wj Zj V3 Ü3 Yjg Ä^. Die beiden 
Punktfolgen laufen entgegengesetzt und begegnen einander in X^a und Y^^; dem 
unendlich fei-nen Punkte von t^ entspricht ein PuiJit von tg zwischen üj nnd V3, 
dem unendlich fenien Punkte von t-> entspriclit ein Punkt von tj zwischen A ^ 15 j^. 
Und in Figur 15 hat man fUr t^ die Reihenfolge Ai COZ^ B^ Ci Ui Ki YiWi A^-, für 
tä entsprechend Aa Zs Bä Ca Ua OOKs Vg Wä As: beide Punkttolgen i-Ucken hinter 
einander di'cin, ohne je zusammenzutreffen; dem imendlich fernen Pnnkt von ti ent- 
spricht ein Punkt von tg zwischen Aj und Zs, dem unendlich fernen Punkt von t^ 
entspricht ein Punkt von ti zwischen Ü^ und Ki- — In beiden Figuren 14 und 15 ge- 
hört zur Punktreihe t^ bezw. t^ der projizierende BUscliel der aj_b, c, . ■ . bezw. der 
u, V, TF, ... so daJi man etwa achreiben kann SaAt^ÄtjASu. Man hat also 
erstens die eigentlich zur Behandlung stehende projekttvisehe Verwandtschaft der 
'^aÄtj bezw dei tiÄS zweitena daneben die Verwandtschaften t^ Ä tj und 
■^ftÄSu Letzteie bilden piojektiMSch venvandte Gebilde in vereinigter Lage, 
d h zwei Punktiedien mit gememaamem Träger bezw. zwei Strahlenbtlschel mit 
r,emeinsamem Scheitel holche Gebilde wurden filiher schon allgemein behandelt 
in den Aufgaben S4 bis lü6 der Aufgabensammlung des I. Teils. Während aber 
an jpuei btelle die Beziehung eine völlig allgemeine Natur aufwies, ist bei den 
hiei gewonnenen Zuoidnungen die Vei-wandtschaft eine so spezielle, daß zu den 
doit schon 1 ehandelten Eigenschaften solcher Gebilde noch ganz besondere hinzu- 
kommen Diltei bildet die emzelne Untersuchung auch den Gegenstand eines bc- 
Abschnitte? nlmlich des Abschnittes von den involutoriachen lie- 
dpr Gebilde. 



e) Polarität und Dualität, 

Frage 23. Welche weiteren Be- 
zieh ungeii polar zugeordneter Fi- 

[>uren lassen sich zu den Aussagen Antwort. Wenn die sämtlichen 

der Antwort 21 hinzufügend Elemente eines ebenen Systems, 

nämlich einerseits dessen Punkte, 

Ei'kl. 77. Wenn die sämtlichen andererseits dessen Gerade — 

Elemente eines ebenen Systems in durch Vermittlung einer beliebig 

irgendwelche gesetzmäßige Zuordnung gewählten Kurve zw^eiten Grades 

zu bestimmten anderen Elementen des- als Fundamentalkurve einander 

üdbon odei' eines andern ebenen Systems polar zugeordnet werden, fiO 
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gebrauht weiden so sagt man a cl da 
eine ebene Sjetcm sei i.u£ das andeie 
„abgebildet jedes eine dei le len 
bilde eine „Abbildung de& ande b 
Die durch die Polaritätsbezieliung 
«■zeugte Abbildung unterselieidet sieh 
von vielen andern in der Geometiie zur 
Anwendung gelangende» Äbbildungs- 
methoden dadurch, daß nicht Punkte und 
Punkte, Gerade und Gerade einander 
entsprechen, sondern daß den Punkten 
des einen Systems die Geraden des 
andern enfßprechen und umgekehrt. — 
Um bei einer Abbildung eines ebenen 
Systems auf dasselbe ebene System der 
Anschauung entgegenzukommen, denkt 
man sich wolil die Ebene als Doppel- 
blatt, d, h. aus zwei getrennten auf- 
einandergelegten Blättern fUr die ein- 
ander zugeordneten Elemente besteheud- 
Uud für die Polaritäfßbeziehung bildet 
nun die Peripherie der Fundamental- 
kurve selber die einzige Stelle, wo die 
beiden Blatter e man der berühren oder 
in einander übergehen, denn dort allein 
liegt der Pimkt aui seiner eigenen Polai'cn, 
bezw. gellt die Polare durch iliren eigenen 
Polpunkt, 

Erkl. 78. Die Ausflihruugen des 
ersten Teiles der nebenstehenden Ant- 
wort imtei-scheidcn sich wesentlich von den 
scheinbar ähnlichen der Antwort 20, mdem 
dort nur gesprochen wii'd von inneren 
und äußeren Punkten aul der einzelnen 
Geraden p bezw. von sclmeidenden 
und nicht sclmeidenden Geraden durch 
den einzeiuea Punkt P, während hier 
nunmehr in allgemeinster Auffassung 
sämtliche Elemente des ebenen Systems 
behandelt werden, weichem die gewählte 
Fundamentalkm-ve angehört. — Unter- 
scheidet man durcli Sehreibung mit und 
ohne Strich die dem einen oder anderen 
Blatte der Doppelebene angehörenden 
Elemente und Gebilde, so wli-d das Er- 
zeugnis zweier projektiviseli verwandten 
Punktreihen in perspektivischer Lage 
zn_schreiben sein nach der Formel 
tiTCSoAtj, die polar zugeordneten Ge- 
bilde im_andeni Blatt nach der Formel 
.S'i A t'o Ä S'i. Und dabei wird uiclit mu' 
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erhält man noch folgende weiteren 
Beziehungen: 

1) Der Gesamtheit der äußern 
Punkte der Kurve entspricht die 
Gesamtheit der die Kurve sehnei- 
denden Geraden der Ebene, der 
Gesamtheit der inneren Punkte 
entspricht die Gesamtheit der die 
Kurve nicht schneidenden Ge- 
raden der Ebene; der Gesamtheit 
der auf der Kurvenperipherie 
liegenden Punkte aber entspricht 
die Gesamtheit der die Kurve be- 
rührenden Geraden: d. h. also der 
Kurve selbst, aufgefaßt als 
Punktreihe zweiter Ordnung, ent- 
spricht dieselbe Kurve, aufgefaßt 
als Strahlenbüschel zweiter 
Klasse, wobei jeder einzelne Kurven- 
punkt und seine eigene Tangente 
polar zugeordnet sind. 

2) Einer beliebigen Punktreihe 
erster Ordnung entspricht ein 
projektivisch verwandter 
Strahlenbüsehel erster Klasse, 
so zwar, daß auch rückwärts der 
Träger der Punktreihe die 
Polare des BüseheUeheitels 
wird. 

4) Dem Erzeugnis zweier pro- 
jektivisoh verwandten Punkt- 
reihen in perspektivischer 
Lage entspricht das Erzeugnis der 
zwei sowohl mit diesen beiden als 
auch wieder untereinander projek- 
tiviscli verwandten Strahlen- 
büsehel in perspektivischer 
Lage: ersteres Erzeugnis ist ein 
Strahlenbüsehel erster Klasse, 
letzteres eine mit ihm projektivische 
Punktreihe erster Ordnung, deren 
Träger die Polare jenes Scheitels ist. 

4) Dem Erzeugnis zweier projek- 
tivisch verwandten Punktreihen 
in schiefer Lage entspricht das 
Erzeugnis der zwei sowohl mit diesen 
als auch untereinander projektivisch 
verwandten Strahlenbüsehel 
in schiefer Lage: also einer 
Straiilenknrvc zweiter Klasse 
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jede der angeselu'iebenea projektivisehen 
Verwandtschaften bestehen, sondern auch 
für t^AS'i, tsÄS'2, SoÄt'o — also 
Überhaupt fllr jedes der zu bildenden 
15 Paare von Gebilden, nämlich außer 
den neun bereits genannten auch für 
tit'o, tjS'a, SoS'i, SoS'a, t^ 8'i, ts tV 

Erkl. 79. DaJ3 dem Erzeugnis zweier 
projektiviaeh verwandten Punktreihen 
in schiefer Lage das Erzeugnis zweier 
projektiviseh verwandten StraJdenbUscliel 
in schiefer Lage entspreclien muß, Isann 
nicht nur absti'akt als Folgeinrng ans 
dem bisherigen aufgestellt werden, sondern 
auch am einzelnen Erzeugnis nachgewiesen 
werden. Denn iüY zwei Gebilde tj Ä tg 
lassen sich stets Z wisch engebilde anf- 
änden, mittels deren durch eine Aufein- 
anderfolge von projektivischen Verwandt- 
schaften in perspektivischer Lage die 
Vermittlung von Elementen Element her- 
gesteUt wii-d, nämlich ti A Sj A t^ AS^ Al^. 
Nun entprieht einander polar nicht nur 
ti und S'i, tj und S'g, sondern auch für 
jedes der Gebilde 81, to, Sä besteht 
das polare Gebilde t'^, S'o, t'2, so daß der 
obigen Reihe von Gebilden eine nene 
Reihe gegenübersteht _ 

S'i A t'i A S'o A t'a Ä S'3. 
Und diese neue Reihe von Gebilden er- 
zeugt eine Ordnnngskurve in gleicher 
Weise, wie die erste eine Klassen- 
kurve. 

Eikl. 



80. Wenn eine Figur ver- 
Punkte besitzt, die teils 
außerhalb teils innerhalb der Punda- 
mentalkurve liegen, und verschiedene 
Gerade, die die Fundamentalkni-ve 
teils treffen, teils nicht treffen, so muß 
auch die polar zugeordnete Fignr Ge- 
rade besitzen, welche die Fundamental- 
kui-ve ti'effen und nicht treffen, und 
Punkte, welche außerhalb und inner- 
halb der Fundamentalkui-ve liegen. Und 
dasselbe gut nicht nur fto polare Ab- 
bildungen von gi-adlinigen Figuren, 
sondern auch für Km-ven beliebiger Art. Bei den Kurven zweiten Grades wird 
hierdurch die Lage zm- Fundamentalkurve bestimmt; über die Gattung der polar 
zugeordneten Kurve (ob Ellipse, Hyperbel, Pai'abel) erhallt man am besten Auf- 
schluß durch das nächstfolgende Kapitel, in welchem die Mittelpunkte eigenschalten 
im engsten Zusammenhang mit den Beziehungen der Kurve zu ihren unendlich 
l'eraen Elementen behandelt werden. Für Kurven höheren Grades ergibt sieli aus 



entspricht eine Punkt-Kurve 
zweiter Ordntmg, den einzelnen 
Kurvenpmikten und Kurventangen- 
ten der einen die Kurventaugenten 
und Kurvenpunkte der andern, und 
zwar sowohl im fertigen Kurven- 
gebilde, als in jeder Zwischenstufe 
der ErzeugTingsweise aus den pro- 
jektivischen Grundgebilden. 

5) Irgend welchen projektivischen 
Eigenschaften der Tangenten und 
Punkte einer Klassenkurve ent- 
sprechen die polaren Eigenschaften 
der Punkte und Tangenten der zu- 
gehörigen Ordnuugskurve, wobei 
die projektivische Verwandtschaft 
nicht nur besteht zwischen den Ge- 
bilden an der Klassenkurve unter 
sich und wieder zwischen jenen der 
Ordnungskurve unter sich, sondern 
auch zwischen den Gebilden an der 
Klassenkurve einerseits und den 
polaren Gebilden an der Ordnungs- 
kurve andererseits. So stehen auch 
den auf die Klassenkurve sich 
stützenden Polaritätsbeziehungen 
wieder die auf die Ordnungskurve 
sich stützenden Polaritätsbeziebun- 
gen gegenüber. 

6) Da jedem beliebigen 
Punkte der Ebene eine von ihm 
getrennt laufende Gerade ent- 
spricht, und nur den Kurvenpuukten 
der Pundanientalkurve selber 
die eigene Tangente, also eine durch 
ihren eigenen Pol hindurchgehende 
Polare zugeordnet ist, so entspricht 
auch jeder beliebigen Klassen- 
kurve der Ebene eine getrennt 
liegende Ordnungs kurve, und 
die Fundamentalkurve selbst 
ist die einzige Kurve zweiten 
Grades der Ebene, welche sieh 
selbst polar zugeordnet ist. 
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obiger Antwort von selbst die Bezielimig, daß die Ordmiiigszahl der Bildlatrve gleich 
der Klassen^^ahl der Originaikurve, und umgekehrt die Klassenzalil der Bildkuive 
gleich der Ordmmgazahl der Originalkurve werden muß. Nur bei der Kurve zweiten 
Grades sind diese beiderlei Zahlen aets gleich groß. 

Erkl. 81. Es ist eine sehr nahe liegende Erleichterung der Vorstellung, daß 
man sich als Fundamental kui-ve fast immer eine Ellipse gewählt denkt. Das ist 
wohl iiicht unzulässig und aus dem Gnmde auch förderlich, weil aus dieser Auf- 
fassimgsweise am leichtesten der Anschluß an die gewöhnliche planimetrische 
Dm-chfahnmg der Polarität inbezug auf einen Kreis als FundamentalkuiTe ge- 
funden wird (ygl, das dieser Encyklopädie angehörige Lehrbuch der Planimetrie, 
"Vin. Teil, Abschuitt 6 a). Jedoch muß dabei stets festgehalten werden, daß die 
Polaintät vollkommen allgemeine G-i-untllage besitzt inbezug auf jede der drei 
Gattungen der Kun-e zweiten Grades. Dem Studierenden kann daher um- angeraten 
werden, sich auch manche der Figuren vorzustellen und auch zu zeichnen, in 
welchen als Fundamentalkui've eine Hyperbel oder Parabel verwendet wird. 

Erkl. 82. Beim Studium jeder geometi'ischen Abbildung einer Originalebene 
auf eine Bildebene sind besonders zwei Hauptfragen zu untersuclien : nämlich ein- 
mal nach dem Vorhandensein selbstentsprechender Elemente, und sodann nach dem 
Ergebnis der Abbildung der unendlich fernen Elemente beider Ebenen. So findet 
mau in der Planimetrie, daß bei kongruenter Parallel-Verachiebung 
die unendlich fernen Elemente der Ebene, sowohl Punkte als Gerade, unendlich 
fem bleiben, und zwar zugleich als einzige selbstentsprechende Elemente; bei der 
Umtlappung (der axialen Symmetrie) sind die Punkte der Achse die selbst- 
entspreclienden Punkte, die Achse selbst zusammen mit der unendlich fernen Geraden 
die eelbstentspreehenden Geraden, wahrend im übrigen die unendlich fernen Punkte 
wieder ins Unendliche zu liegen kommen, aber auf denselben Punkt, nur in entgegen- 
gesetzter Richtung; bei der Drehung um einen Punkt {zentvische Symmetrie 
im engeren [-^ 180"] und im weiteren Sinne [beliebiger -^ a]) ist dieser alg 
Symmetriezentram der einzige selbstentsprechende Punkt, die unendlich ferne Gerade 
(und beim engeren Sinne auch die Sti-ahlen durchs Symmeti'iezeiitmm) selbst- 
entsprechende Geraden, während unendlich ferne Punkte wieder ins Unendliche zu 
liegen kommen, aber auf andere Punkte. Bei der projektivischen Abbildung 
einer Ebene auf eine andere (Antwort 29 des l. Teils dieses Lehrbuches) sind die 
Punkte der Schnittlsante und die Schnittkante selbst die seibstentsprech enden 
Elemente, während die unendlich fernen Elemente jeder Ebene auf die Gegenachse 
oder Fluelitgerade der anderen kommen. Läßt man die beiden Ebenen zusammen- 
fallen, so entsteht die Vei-wandtschaft der sog. Kollinearität, wobei noch der 
vorherige Projektionsscheitel als selbstentspreehendes Kollineati onszentrnm zum 
Scheitel eines Büschels selbstentaprecliender Strahlen wird, und die Kante der 
vorher getrennt Hegenden Ebenen als Kollineationeachse zum Ti-äger einer selbst- 
entsprechenden Punktreihe. Vereinfacht sich diese Abbildung zur Verwandtschaft 
der ihnlichkeit, so wird der Scheitel (äußerer oder innerer) üinlichkeitspunkt, 
und die unendlich ferne Gerade zur Achse. Für die hier vorliegende Verwandtschaft 
der Polarität wird die Abbildung der unendlich fernen Elemente zum Gegen- 
stände eines besonderen Abschnittes gemacht; und der Begriff selbstentsprechender 
Elemente ist im fiüheren Sinne gar nicht vorhanden, da ja ein Punkt nicht ^vieder 
einem Punkte, sondern einer Geraden entspricht. Mau kann daher nur die Frage 
aufstellen nach solchen Elementen, die mit ilu-en zugeordneten vereinigt liegen. 
Und durch diese Auffassung erhält die Fundamentalkurve ihre ausgezeichnete 
.Stellung unter allen Figuren und Kurven der Ebene, indem ihre Kurvenpunkte als 
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Pole ilii-er eigenen KuiTentangenten, und umgekelu-t ihre Tangenten als Polaren 
Ihrer eigenen Bei-Ulivungspunkte die einzigen Elemente dev Ebene sind, welche 
mit den zugeordneten vereinigt liegen. 



Frage Si. Welcher Hüekg-riff 
auf t'riihere Eehandliingsweise liegt 
in den Antworten der letzten 
Fragen 21 und 231 

Erkl. 83, Die nebenstehende Antwort 
bildet gewissermaßen die Einlösung einer 
schon in Erkl. 102 des I. Teils dieses 
Lehrbuchs gegebenen Ankündigung, daß 
nämlich das Pi-inzip der Dualität seiner 
zunächst anhaftenden scheinbaren Will- 
kürlichkeit entkleidet und als inte- 
grierender Bestandteil des gesamten Lehr- 
gebäudes erkannt werden solle. Man 
darf dabei nicht vergessen, daß in der 
histoiischen Entwicklung dieser „neueren 
Geometi-ie" derselbe Gedankengang des 
EUckwärtssclireitens vom Standpunkte des 
vorliegenden Abschnittes über Polarität 
BUi-ück zum dualistischen Aufbau der 
Anfangskapitel sich tatsäelilich vollzogen 
hat. Denn zuerst erschienen Monge 
(1795) als Schöpfer und Poncelet 
(1818) als Voliender der Polaren- 
beziehuug, und erst auf Grnnd dieser 
Theorie wurde dann von Ger gönne 
(1826) die eigentliche Dualität als 
allgemeines Prinzip aufgestellt. Der 
lange Sti-eit zwischen den beiden lelateni 
iranzösisehen Mathematikern Über den 
Vorzug jener Theorie oder dieses Prinzips 
wurde dann durch Steiner zu gunsten 
des letzteren unzweideutig entschieden, 
indem er schreibt (1832): „Das DualitUts- 
pi-inzip tiitt als das primitivere, der 
Quelle näherliegende, mit den Gruud- 
gebilden zugleich hervor, die Polaren- 
tiieorie hingegen kommt erst spater als 
Resultat bestimmter Verbindungen der 
Grundgebilde zum Vorschein." 



Antwort. Die Antworten der 
Fra gen 21 und 23 liefern eine 
Gegenüberstellung der Ele- 
mente Punkt und Gerade, 
wie sie bereits seit der Einleitung 
in die projektivisehe Geometrie zur 
Anwendung gelangte unter dem 
Namen der Dualität. An jener 
Stelle bedurfte es einer besonderen, 
zunächst willkürlich erscheinenden 
Festsetzung, daß Punkt und Gerade 
als g:leichwerfcig gegenüberstehende 
Elemente der Raumlehre aufgefaßt 
werden sollten. Hier ist diejenige 
Stufe der Entwicklung erreicht, auf 
welcher sieh jene Festsetzung nicht 
mehr als künstlieh gemachte er- 
kennen läßt, sondern als not- 
wendige Folgerung aus den 
Ergebnissen der bisherigen Tinter- 
suchungen. Und es kann nunmehr 
■wirklieh gesagt werden, daß, wenn 
nicht von vornherein die projek- 
tivisehe Geometrie in doppelter 
Durchführung für Punkt- und 
Strahleugebilde aufgebaut worden 
wäre, — dann an di^er vorliegen- 
den Stelle wieder von vorne an- 
gefangen werden müßte, um 
alle für bloß einseitige Auffassung 
gegebenen Entwicklungen Ruch für 
die polar zugeordneten Figuren 
durch zufü hren . 



Frage 35. Welche Unterscheidun- 
gen müssen festgehalten werden 
zwischen dem allgemeinen Duali- 
tätsprinzip und der polaren 
Verwandtschaft! 



Antwort. 1) Die an der vor- 
liegenden Stelle neu gefundene 
polare Verwandtschaft oder Polar- 
reziprozität bildet in vcv- 
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Ei'kl. 84. Im Absclmitt 5 Über die 
Dualität im I. Teil dieses Lehi'buches 
ist ancli der Dualität im Raum 
[Reziprozität] zwisciien Punkt und 
Ebene gedacht. Dieselbe erhält ganz 
anologe Begi-ilnduug wie die Dualität in 
der Ebene durch die räumliche 
Polar enbeziehuiig inbezug auf die 
Kugel bezw. die Flächen zweiten 
G-rades. Durch die mit den Sätzen 
1 — 8 dieses Abschnittes fast gleich- 
lautenden Aussagen über räumliche Be- 
ziehungen wird jedem Punkte eine Ebene 
und jeder Ebene eiu Prmkt zunächst 
inbcKUg auf die gewählte Pundamental- 
fläche zugeordnet. Und indem auch 
hier wieder der Schritt von Poncelet zu 
Gergonne wiederholt wird, erhält man 
den dualisiisclien Aufbau der räundiciien 
Betrachtungen von Anfang an unter 
Gegenübel Sic Inng der Elemente Punkt 
nnd Ebene, wie solches in Evkl. 168 
des I. Teih angedeutet ist. — Selbst- 
verständlicJ. gelten die in nebenstehender 
Antwort dargelegten Unterscheidungen 
zwischen dem allgemeinen Dualitäts- 
prinzip und der Polarentheorie 
für die räumlichen Durchführungen 
in genau gleicher Weise wie fllr die 
ebene Geometrie. 

Erkl. 85. Für die ebene (und ganz 
analog auch für die räumliche) Dualität 
wurden die Grundlagen nicht nur in der 
reinen pro j ektivis ehen, sondern auch in 
der analytisch -geometrischen For- 
muIieiTing aufgestellt, letzteres wohl zuerst 
(nnd gleichzeitig mit Steiners geometri 
sehen Entwicklungen) dmch Ludwig 
Immanuel Magnus. Die Überfuiiiung der 
Koordinaten Si xj X3 eines Punktes zn 
den Koordinaten u, xi^ u^ der diialists'^ch 
zngetirdi\eten Geraden geschieht dabei 
dtU'cli Gleichungen von der Ftim 

{IUI = aiixi 4- aiaxa -f aisxs 
bezw- rüdtwärte 

TXi = AiiUi -H AäiU£ + AsiUB- 
Und solange diese Gleichungen ihre acht 
unabhängigen Koeffizienten behalten, ent- 
stehen zweierlei ausgezeichnete Kegel- 
schnitte : der eine mit der Gleichung 
-aiKXiXk = o als Ort der Punkte, 
welche auf der ihnen eut- 



schiedener Hinsicht nur einen 
speziellen Fall derjenigen 
Dualität, welche ursprünglich als 
Grundsatz für die G-egenüberstellung 
je zweier nebeneiiiandersteheuden 
Durchführungen in der projekti- 
visehen Geometrie gewählt wurde. 
Dort war nämlich einem ersten be- 
stimmt gewählten Punkte eine ganz 
beliebige Gerade gegenüberzu- 
stellen und umgekehrt, ebenso einem 
bestimmten zweiten Elemente eine 
ganz beliebige zweite usw., 
ganz allgemein eiuei" Figur aus 
unbestimmt vielen Punkten eine 
Figur aus ebensovielen beliebig 
auszuwählenden Geraden mit 
der einzigen Einschränkung, daß 
wenn von jenen beliebig auszu- 
wählenden Punkten melirere auf 
derselben Geraden liegen, dann auch 
von diesen beliebig auszuwählenden 
Geraden die entsprechenden durch 
einen Punkt gehen sollten. Hier 
aber wird einem bestimmt ge- 
wählten Punkte wieder eine ein- 
zige bestimmte Gerade zuge- 
ordnet und umgekehrt, einem be- 
liebigen zweiten Elemente ein ein- 
ziges bestimmtes zweites usw., 
wobei nun allerdings auch ganz 
von selbst die Bedingung erfüllt 
wird, daß we-u mehrere Punkte 
auf einer Geraden liegen, dann die 
zugeordneten Geraden durch einen 
Punkt gehen. 

2) Wurde früher in einer mis 
beliebig vielen Punkten und Ge- 
raden gebildeten Figur (z. B. einem 
vollständigen n-Eck) eine Eigen- 
schaft gefunden, welche sich nur 
auf Anzahl und gegenseitige 
Lage ihrer Elemente bezog, so 
fand sieh für eine aus ebensoviel 
beliebigen Geraden und Punkten 
gebildete Figur (z. B. ein voll- 
ständiges n-Seit) das Bestehen der 
entsprechenden Eigenschaft, 
obgleich die Elemente der letzteren 
Figur keineswegs als durch gesetz- 
mäßige Zuordnung zu den anderen 
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spreclienden Geraden liegen, der 
andere mit der Gleichung — Aikmuk = 
als Umliilllung'skiirve dieser Geraden, 
welche .dnreli ihre entsprechenden 
Punkte gehen. Erst wenn die aott unab- 
hängigen Koeffizienten auf fünf reduziert 
werden durch Gleichsetzung der ait = aki, 
dann fallen die beiden genannten Kurven 
zu einer e i n z i ge n K e r n k u r v e zu- 
sammen, und die vorher allgemeine 
dualistische Vei'wandtschaft wird spezi- 
alisiert zu einer Pölarrezipozität, 
welche jene DoppelkruTe als Funda- 
mentalkegelschnitt hat. Die völlig 
ungeregelte allgemeinste Dualität er- 
scheint also begi'eiflicheiTveise auch ana- 
lytisch ohne Formulierung, die erste 
schärfere Festlegung liefert analytisch 
(Infolge Gleichheit der Doppelverhältnisse) 
■wie geometrisch allgemein p r o j e k - 
tiviseh verwandte Gebilde, nnd 
erst die zweite Einschränkung erzeugt 
analytisch wie geometrisch die polare 
Verwandtschaft, bei welcher auch 
die projektivische Beziehung die Be- 
sonderheiten der Figuren 12 bis 15 
aufweist 

Erkl. 86 Wenn zwei beliebige 
Figuren dmlt&tihch infgebaut werden, 
z. B. einniniLcl im fflnf Ecken ABCDE 
und ein Funfseit aus fünf beliebigen 
Sü-ahlen abcde Ogl Fii^ni 42 und 43 
des I. TeüesJ, so gehen vom Punkte A 
vier Stvalilen nach BCDE, und auf Ge- 
rade a entetehen vier Sclmittpxmkte mit 
bede. Während nnii aber drei jener 
Verbindungsgeraden AB, ÄC, AD jeden- 
falls als projektivisch angesehen werden 
k'iiiiien zu den drei Schnittpunkten ab, ae, 
a , so ist im allgemeinen Falle gewiß nicht 
.uch der vierte Schnittpunkt ae in solche 
i-age gekommej), daß er der Verbindunga- 
geraden AE auch noch projektivisch ent- 
spricht: die beiden Figuren sind nicht 
projektivisch verwandt, sondern 
nur ganz allgemein dualistisch fiuf- 
gebaut, und es ist keinesfalls möglich, 
dieselbe dii-ekt oder dm'ch Zwisclien- 
gebüde in projektivische Lage zu bringen. 
Noch mehr gilt dies vom Sechseck, 
Sechsseit oder von Figui-en mit noch 
mehr willkürlichen Elementen. 



ausgewählte erschienen. Es bildet 
also das allgemeine Diiaütätspriiizip 
gewissermaßen nur eine abstrakte 
Gegeaüberstellung der ungleich- 
artigen Elemente und keine gesetz- 
mäßige Verwandtschaft oder Ab- 
bildung aller Elemente der Ebene 
aufeinander, während die Polarrezi- 
proaität eine konkrete Zuordnung 
ganz bestimmter Elemente- 
paare darstellt. Wollte man 
aber schon durch das allgemeine 
Dualitätsprinzip eine derartige 
engere Zuordnung festlegen, sc 
muß man dasselbe seiner WiÜkür- 
liehkeit entkleiden und die Aus- 
wahl der zuzuordnenden Elemente 



3) Solange man nur nach dem 
allgemeinen Dualitätsprinzip be- 
liebige Punkte und Gerade will- 
kürlich gegenüberstellt, wird auch 
nicht darauf besondere Eücksicht 
genommen, daß beide Figuren der- 
selben Ebene angehören, d. h. es 
werden nicht die Elemente der 
einen Figur zugleich als der 
andern Figur zugehörige Ele- 
mente aufgefaßt und umgekehrt. 
Bei der Polarreziprozität dagegen 
ist jedes Element doppelt aufzu- 
fassen, nämlich als Element der 
einen Figur und auch wieder als 
Element der polar zugeordneten 
Figur. Es wird daher im alige- 
meinen Falle auch unbeachtet 
bleiben oder nur als Zufall er- 
scheinen, wenn einmal die einem 
behebigen Punkte zirgeordnete Ge- 
rade (kirch diesen Punkt selbst 
hindurchgeht. Bei der Polarrezi- 
prozität aber erseheint es als eine 
ganz fundamentale Beziehung, daß 
die Punkte bezw. Tangenten dei 
Kernkurve eben die einzigen Ele- 
mente der Ebene sind, welche mit 
ihren zugeordneten vereinigt 
liegen, so zwsir, dsiß diese Kern- 
kurve zugleich nicht nur alle die 
Punkte enthält, welche auf ihren 
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Erkl. 87. Steht dagegen bloß ein 
Viereck emem Vierseit gegenüber, wie 
in Figur 38, 39 des I. Teils oder 
Piguv 1, 2 des n. Teils, so entsprechen 
vier harmonisohen Elementen des 
Vierecks jedenfalls vier harmo- 

"sche Elemente des Vierseits, 



zugeordneten Geraden liegen, son der e 
aucli von allen den Geraden be- 
rührt wird, welche durch ihre zU' 
geordneten Punkte hindurchgehen 



den vier Verbindungsger 



iE, AC; 



AD und etwa AX entsprechen projektivisch die vier Schnittpunkte ab, ac, ad 
und as, wenn x und X zwei aus den schon vorhandenen Schnittpunkten und Ver 
biudungsgeraclen der Figur analog ausgewählte Elemente sind. Auf solche aut 
demselben Viereck bezw. Vierseit aufgebaute Figuren bezieht sieb 
der Satz 26 des 11. Teiles. Die Auswahl jedes Punktes oder jeder Geraden isl 
auf doppelt unendlich vielfache Weise möglich, also bildet die Zuordnung eines 
beliebigen Vierseits zum gegebenen Viereck eine Vei-wandtschaEt mit acht willkür- 
lichen Konstanten: es ist eine dualistische Verwandtschaft mit zwei auagezeiclmeten 
Kegelschnitten, aber nicht eine Polaritätsverwandtschaft mit einer selbst- 
enteprech enden Keridiurve. 

Erkl, 88, Kommt zu dem ehengenannten Viereck ABCD ein beliebiger 
fünfter Punkt P (Fig. 16) hinzu, so kann derselbe mit zwei beliebigen der 
schon vorhandenen Figurenpunkte, z. B. A und B, verbunden werden. Mit je drei 
anderen Strahlen, z, B. AC, AD, AX und BC, BD, BX derselben beiden Punkte 
bilden die neuen Strahlen AP und BP je eine Gruppe von vier Ue'^aden 
Faßt man nun in den den Punkten A und B entsprechenden Geraden a und . dei 
Fig. 17 die entsprechenden Schnittpunkte ac, ad, ax und bc, bd, bx ins Auge 
und konsti'uiert zu den drei erstgenannten einen vierten Schnittpunkt ap, 
so daß die Punktgruppe ac, ad, az, ap projektivisch wird zur Strahlen- 
gruppe AC, AD, AX, AP, und zu den drei letatgenannten einen vierten 
Schnittpunkt bp, so daß die Punkt gruppe bc, bd, bx, bp projektivisch 
wird zur Strahlengruppe BC, BD, BX, BP, — dann ist der neubestimmte 
Strahl p auchder projektivisch zugeordnete zum Punkte P, imd das neue 
Fünfseit abcdp ist projektivisch verwandt zum Fünfeck ABODP. 
Während aber in der vorigen Erkl. 86 das fünfte Element beider Figuren ganz 
beliebig ausgewäldt war, ist nunmehr die Auswahl des fünften Elementes einer 
Gesetzmäßigkeit unterworfen, sodaß nicht nui' eine allgemeine abstrakte,' 
sondern eine zunächst im weiteren Sinne gesetamäßige Dualität besteht, Allerdmgs 
noch keine Polarreziprozität, sondern eine Dualität der allgemeinen, in Erkl. 85 
genannten Art, wobei die vereinigt liegenden Elemente beider anfciiiiuider bezogeiioii 
Ebenen nicht derselben Kuitb angehören. 
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Erltl. 89. An Figur 16 und 17 läi3t eich bis ins einzelne die projektivisehe 
Bezielinng bestätigen. Der Einfachheit wegen ist überhaupt P nicht als völlig 
willkürlicher Punkt gewählt, sondern als Schnittpunkt der Geraden AN und BM, 
also für die Zeichnung, nicht aber für die theoretische Auflassung, ähnlich wie der 
Punkt X ia der Erkl. 87. Aber man verfolgt von ganz allgemeinem Gesichts- 
pimkt ans etwa die übereinstimmende Reihenfolge der Elemente beider 
Figuren : 

in Fig. 16 durch Pankt A die Geraden- in Pig. 17 auf Gerade a die Schiiittpnnkt- 
folge APN, ÄBE, AGCM, AX, ADF, folge apn, abe, OO, agcm, ax, adf, 

in Fig. 16 durch Punkt B die Geraden- in Fig. 17 auf Gerade b die Schnittpunkt- 
folge BPM, BAE, BGDN, BX, BCF, folge bpm, bae, OO, bgdn, bx, bcf, 
in Fig. 16 durch Punkt C die Geraden- in Fig. 17 auf Gerade e die Schnittpunkt- 
folge GBF, CP, CGAM, CXDE und folge cbf, cp, OO, cgam, cxde nnd cn, 
etwa CN", 
in Fig. 16 durch Punkt D die Geraden- in Fig. 17 auf Gerade d die Schiiittpiuikt- 
folge DAP, DP, D6BN, DXCEund folgedaf, dp, CO, dgbn, dxce und dm. 
etwa DM. 
Ebenso könnte flu- die andern Elemente die Projektivität durchgeführt werden. 
Insbesondere zeigt sich auch, daÜ, weil in Figur 16 der Punkt P auf der Ver- 
bindungageraden PXG liegt, auch in Figur 17 die Gerade p durch den Schnittpunkt 
der Strahlen fxg hindurchgehen muß. Die Figuren 16 und 17 sind also tatsächlich 
nicht in allgemein abstraktem Sinne dualistisch verwandt, sondern projektivisch im 
engeren konkreten Sinne. 

Erkl. 90. Bei entsprechender Erweiterung beider Fignren nach Erld. 88 
entspricht nun jeder Punkt der Ebene — aufgefaßt als Punkt der Figur 16 ^- einer 
Geraden der Figur 17 und umgekehrt, und jede Elementengvuppe der 
einen Figur entspricht einer projektivisch verwandten der andern. Daß man 
dabei aber nicht die spezielle polai-reziprokc Vei'wandtBchaft hat, zeigt eine ein- 
fache Überlegimg folgender Art: Dem Punkt A als Punkt der Figui- 16 entspricht als 
Strahl in Figur 17 die Gerade a. In der Zeichnmig aber iat zufällig a in Figur 17 
die VerlängeiTing der Geraden MENF der Figur 16. Wird also a als Gerade 
der Figur 16 aufgefaßt, so entspricht ihr der Schnittpimkt menf der Figur 17, 
und nicht etwa rückwäi-ts der Punkt A. Betrachtet man weiter dann den Pimkt 
menf in Figur 17 als einen Punkt der Figur 16, so entspricht ihm meder für 
Figur 17 irgend eine andere Gerade, die jedenfalls von a verschieden ist. — Bei 
der Polarreziprozität aber müßte einem Punkt A, aufgefaßt als Element der Figur 16, 
die Gerade a in ITigur 17, und umgekehi't der Geraden a als Element der Figur 16 
auch wieder Punkt A als Element der Figur 17 entsprechen. Diese Überlegimg 
verhilft auch dazu, dem Satze seine volle Bedeutung beizulegen. Bei Polarrezi- 
prozität zwischen Figur 16 und 17 müßte stets der Wechsel derselben Figuren- 
elemente hin und her gehen, bei der allgemein dnalistisehen Verwandtschaft 
wechseln die Elemente stela nach der Art Ä^e, ajy, A'ig, &'n, A"i6, a"i7 etc. etc. Auch 
hier gibt es Pnnkte in Figur 16 bezw. 17, welche auf ihren entsprechenden Ge- 
raden der'Figur 17 bezw. 16 liegen imd Gerade der Figur 16 bezw. 17, welche 
durch Ihre enteprech enden Punkte der Figur 17 bezw. 16 gehen. Aber die Ge- 
samtheit dieser Punkte luid Geraden sind nicht Kurvenpunkte und Kurventangenten 
derselben Kurve zweiten Grades, vrie bei der Polarreziprozität. 

Ei'kl. 91. Die Zuordnung der allgemeinen Dualität läßt jedem Element 
der Ebene ein bestimmtes anderes entsprechen, wenn zwischen den Elementen 
zweier Vierecke bezw. eines Vierecks und eines Vierseits die Zu"i duimi; 
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festgelegt ist. Dies zeigt Übei'eiiistimaiung mit der projektivisclien Zuordnung 
zweier Ebenen beim Beweis der Eindeutigkeit der hai-moniaelien Bezieliung (Fignr 5 
des n. Teiles). Dort wurden nicht ungleich ai-tige, sondern gleichartige Elemente 
zugeordnet, und daher brauchen nicht ein Viereck und ein Viereeit, sondern zwei 
Tierecke und zwei Yierseite einander zugeordnet werden. Geschieht dabei die 
Auswahl in der Lage, wie Figur 5, so hat man von voiidierein die perspektivische 
Lage der zugeordneten Elemente; hat man a,llgemeine Lage des Vierecks Ag Bg Cg D^, 
so zeigt Figur 10 des 11- Teils, daß es doch immer möglich ist, auch diese in 
perspektivische Lage zu bringen. Wenn es aber möglich ist, zwei beliebig ge- 
wählte Vierecke Aj Bi Ci Di und Aa Ba Ca Da dm'ch passende Verlegung im Eaum 
in perspektivische Lage zu bringen, so sind ihre Elemente sicher schon vorher 
projektivisch verwandt gewesen; und wenn diese projektiviselie Verwandtschaft 
durch Wahl von vier Paaren zugeordneter Elemente bei Zuordnmig gleichartiger 
Elemente festgelegt wurde, so muU dieselbe Anzahl auch bei Zuordnung nugleich- 
artiger Elemente bestehen bleiben. 

ErkL 92. tfegentiber der eben betrachteten dualistischen Verwandts'^halt 
allgemeiner Art (welche 8 willkürliche Konstanten zulaßt) bildet nun die Polar- 
reziprozität den besonderen Fall, welcher nur noch fünf willkürliche Bestimmnngs- 
sttlcke zuläßt, nämlich ebensoviele, als zur Bestimmung der Fundamentalkurve er- 
forderlich sind. Dieselbe kann bestimmt sein durch 5 Punkte oder Geraden der 
Art, daß sie mit ihren entsprechenden Elementen vereinigt liegen sollen, oder 
durch 4 Punldo (ftevade) der obengenannten Art nebst zugeordnetem BerUhrungs- 
element zu einem, oder dra'cli 3 Pnnlrte (Gerade) der genamiten Art nebst den in 
vereinigter Lage befindlichen zugeordneten BcrUhrungselementon zu zweien. 



i) Ds. s Polaidrfiieck. 



Fra^e 36. W " ^ 
unter einem Pol 1 
wie entsteht ei s 1 Ii 


^ 




Erbl. 93. D ß d 
Definition des P 1 d 
zu weit gefaßt ist 1 1 
1 und 7 hervor. I t flml 
Ecltpunkt, q sein P 1 
Eckpunkt und r d 


nb t h 
k It t 
u d n &lf 
h Q d 
E d 
P 1 n 



n ß 



1 



D n ia 
° It nß 
d h 



1 selbst Punkt (q ) 
punkt von QR d p 
die Seite p = QP d 1 
ihr Pol auf q 1 und 

R geht, muß ihr P 1 uf 
ist der Sehnittp 1 1 (q ) 
QR. Ist umgek htd et 8t [, 
ihr Pol Q, die zweite Seite r, ihr Pol E, 
so muß auf Grund gleichlautender Über- 
legungen die Gerade QR = p die Polare 
von P = (qr) sein. 



P 1 



A tivort. Unter einem Polar- 
Ire eck verstellt man ein solches 
D eli bezw. Dreiseit, in welchem 
jede Eckpunkt der Pol der 
P"ee niiherliegenden Seite, also 
1 de Seite die Polare der ge- 
g n ib erliegenden Ecke ist — 
} ez "en auf eine beliebig gegebene 
F n lameutalkuTve. Ein Polardrei- 
1 iitsteht am einfachsten dadurch, 
daß nan — entweder zu zwei beliebig 
■(\ hlten Punkten die Polar- 
ge a d e Q konstruiert denkt und 
d Schnittpunkt dieser beiden 
C aden als dritten Eckpunkt 
«ahlt, — oder daß man zu zwei be- 
liebig gewählten Geraden die 
Polpunkte konstruiert denkt und 
die Verbindungsgerade diesei' 
beiden Punkte als dritte Seite 
wählt. 
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Frage 27. Was muß über die 
Tjage der Elemente eines Polardrei- 
ecks zur Fundamentalkurve gelten? 




Erkl. 94. "Wie schon die Definition 
des Polai-dreiecka zeigt, kann jede Über- 
legung wegen desselben doppelt aJige- 
Biellt werden, einmal fllr daa Dreieck 
als Gesamikeit seiner drei Ecken luid 
einmal für das Dreiseit als Gesamtheit 
seiner drei Seiten- Die Ergebnisse 
nebenstehender Antworten sind daher 
auch völlig gleieliwei'tig- Denn wenn 
eine Ecke innerlialb und zwei außer- 
halb liegen, so mllssen von selbst zwei 
Seiten sehneiden und die dritte nicht — 
und umgekehrt. 

Erkl. 95. Der einfachste Fall ist der 
Biner Inneren Ecke bezw. einer nicht 
schneidenden Seite. Denn dann er- 
hält man für die beiden andern Ele- 
mente sofort sichere Auskunft, ohne deren 
Lage im einzelnen luiterseheideu zu 
möasen. — Geht maai aber von einer 
änj3eren Ecke ans, oder von einer 
schneidenden Seite, so müssen die 
beiden audcm Elemente noch geü'ennt 
behandelt werden. Ist der äußere Punkt 
Q festgesetzt, so muß QP Polare zu E 
und QPi Polare zuP weiden hegt also 
QR außen, dann P innen, schneidet QP, 
dann liegt E anßen. Die Tangenten i on 
Q aus müssen die Kurve in den ^cJimtt 
punkten von q berühren, und mit die=ien 
Tangenten bilden QR unil QP viei hii 
monische Gerade. — Ist niiigekehrt die 
B dl neidende Gerade q festgesetzt, so 



Antwort. 1) Wählt man eine 
erste Ecke des Polardreieeks 
innerhalb der Kurve (Pin Fig. 18), 
so läuft deren Polare p jedenfalls 
ganz außerhalb der Kurve, also 
liegen die beiden andern Ecken 
Q und E des Dreiecks sicher außer- 
halb der Kurve, .da sie ja auf p 
liegen müssen. — Wählt man ent- 
sprechend eine erste Seite außer- 
halb der Kurve (p in Fig. 18), so 
liegt ihr Polpunkt P sicher inner- 
halb der Kurve, also müssen die 
beiden andern Seiten q und r des 
Dreiecks jedenfalls die Kurve 
schneiden, da sie ja durch P 
gehen müssen. 

2) Es fragt sich also nur noch, 
ob diese Lage schon die allgemeinste 
ist. Wählt man als erste Ecke 
einen äußeren Punkt {Q in Fig. 18), 
so muß dessen Polare ci die Kurve 
schneiden, und auf ihr müssen 
die beiden andern Eckpunkte nach 
Satz 2a}' so liegen, daß sie durch 
die Kurvensehnittpunkte harmo- 
nisch getrennt werden. Danach 
muß unbedingt der eine innerhalb, 
der andere außerhalb der Sehnen- 
strecke liegen. — Wählt man ent- 
sprechend als erste Seite eine 
schneidende Gerade (q in Fig. 18), 
so muß deren Pol Q außerhalb 
der Kurve liegen, und durch ihn 
müssen die heiden andern Seiten 
nach Satz 2 ;' so hindurchgehen, 
daß sie durch die beiden Kurven- 
tangenten aus Q hai'monisch ge- 
trennt werden. Demnach muß die 
eine Seite die Kurve schneiden, die 
andere außerhalb laufen. 

3) Man kann also allgemein fest- 
stellen: Von den drei Eckpunk- 
ten eines Polardreiecks liegt 
stets einer innerhalb, zwei 
außerhalb der Kurve; von den 
drei Seiten eines Polardreieeks 
liegt stets eine ganz außer- 
halb der Kurve, die zwei an- 
dern schneiden die Kurve. 
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muß (qp) Pol zu r und (qr) Pol za p werden; liegt (qp) außen, dann sclmeidet r, 
liegt (qv) innen, so liegt p außen. Zu jedem (inneren oder äußeren) Punkte aul 
q sclmeidet seine Polare den vierten harmoniBchea Punkt aus mit den heiden Kurven- 
aclmittpunkten auf q, 



Frage 28. Auf welche Weise ge- 
langt man auf Grund bisheriger Antwort. Bei den ursprünglichen 
Überlegungen schon an früherer Definitionen von Pol und Polare 
Stelle zum Polardreieck? war aus einem vollständigen 




Erhl. 96. Was in den Antworten 4 
bis 9 und an den Figuren 3 bis 5 über 
die Tangentenvierseite und in den Ant- 
worten 10 bis 15 und au den zugeiiöri- 
gen Figuren 6 bis 8 über die Sehnen- 
vierecke gesagt ist, findet sich in der 
einzigen Figur 10 alles vereinigt. Man 
hat das umgeschriebene Yierseit der Fi- 
giu'en 3 und 4a im Tangentenvierseit 
AB CD, das angeschriebene Vierseit der 
Figuren 5b bezw. 5e in den Tangenten- 
vierseiten AECF bezw. BFDE. Ebenso 
hat man das konvexe eingeschriebene Vier- 
eck der Figni-en 6 und 7 in dem Sehnen- 
viereck abcd, das überschlagene Viereck 
der Figur 8 in dem Sehnen Viereck aecf 



umgeschriebenen Vierseit 
bezw. einem vollständigen ein- 
geschriebenen Viereck je ein 
einfaches Tangentenviereek 
bezw. ein einfaches Sehnen- 
viereck herausgehoben worden. 
So erhielt man (Fig. 19) nach Ant- 
wort i imd 5 in dem vollstän- 
digen Vierseit der Tangenten 
ABE, BCF, ODE, ÄDF: 
durch das einf acheTangentenvierseit 

ABCDA den Pol P zur Polaren p, 
dnrch das einf acheTangentenvierseit 

AECFA den Pol Q zur Polaren q, 
durch das einfache Tangentenvierseit 

BPDEB den Pol E znr Polaren r, 



yGoosle 



52 



IVojektivisclie (neuere) Geometvie. TU. Teil. 



bez. bedf. DurcJi den Punkt P ala 
inneren Polpunlct gehen nach Ant- 
wort 6 sechs gerade Linien, näjniicli 
1, 2: AO und BD als Verbindnngs- 
geraden der Gegeneclten; 3, 4: e und i 
als Verbindungs geraden der BerUhrangs- 
punkte; 5, 6: EP und FP als vierte 
hannoniaelieiiGeradenznpunddenKiii-veii- 
tangenten ÄE, DE dui'cli E bezw. AF, 
BP durch P. Dagegen gehen dm-eh Q 
(bezw. B) als äiußeren Polpnnkt uaeh 
Antwort 7 acht gerade Linien, nämlich 
1, 2: AC und EF (BD und EP) ala 
Verbindungsgcraden der Gegeneclten; 3, 
4: h und d (a und e) alB Verbindungs- 
geraden der Beriilirungspunktei 5, 6: BQ 
und DQ (AR und CE) als vierte hai- 
monischen Geraden zu q und den Jvurven- 
tangenten BA, BC durch B bezw. DA, 
DC durch D (zu r und den Kurven- 
tangeuteu AB, AD durch A bezw. OB, 
CD durch C); 7, 8 : die Kurventangenten 
u, v in den beiden Kurvensclinittpumkten 
von q (die Kurven taugen ten x, y in den 
Kurven Schnittpunkten von r). Auf Gerade 
p als äußerer Polargeraden liegen nach 
Antwort 11 sechs Punkte, nämlich I, 11; 
Q, R als Schnittpunkte der Gegenseiten., 



und ebenso nach Antwort 10 und 
11 in dem vollständigen Vier- 
eck der Berührungspunkte dersel- 
ben Tangenten: 
durch das einfache Sehnenviereck 

abcd die Polare p zum Polpunkt P, 
durch das einfache Sehnenviereck 

aecf die Polare q zum Polpunkt Q, 
durch das einfache Sehnenviereck 

bedf die Polare r zum Polpunkt E. 
Faßt man also in einem beliebigen 
unig'eschriebenen Vierseit bezw. ein- 
geschriebenen Viereck gleichzeitig 
alle diese einfachen Tangentenvier- 
seite bezw. Sehnenvierecke ins Auge, 
so erhält man unmittelbar ein Drei- 
eck PQE bezw. ein Dreiseit pqr von 
der Eigenschaft, daß je zwei gegen- 
überliegende Elemente (Ecke und 
Seite) einander polar zugeordnet 
sind, — oder in Worten: 

Satz 9. Die drei Nebeneeiten 
eines vollständigen Tangenten- 
vierseits, bezw. die drei Neben- 
ecken eines vollständigen Sehneu- 
vierecks einer Kurve zweiten 
Grades bilden jedesmal ein Polar- 
dreieek. 



ni, IV: E, F als Schnittpunkte der Tan- 
genten in Gegenecken, V, VI: (ep), (fp) als vierte harmonischen Punkte z\\ P 
und den Kurvenpunkten (ab) und (cd) auf e bezw. (ad) und (be) auf f. Auf der 
schneidenden Polai-geraden q (bezw. r) dagegen liegen nach Antwort 13 acht 
Punkte, nämlich I, II: P, R (P, Q) als Schnittpunkte der Gegenseiten, ni, IV: 
B, D (A, C) als Schnittpunkte der Tangenten in Gegenecken, V, VI: {bq)rmd(dq) 
[(ar) und (er)] als vieite harmonischen Punkte zu Q imd den Kurvenpunkten (ab) 
und (bc) auf b bezw. (ad) und (cd) auf d (zuR und den Kui-venprmkten (ab) und 
(ad) auf a bezw. (cb), (cd) auf c); VII und vni: die Beiiihrungspunkte U, V auf 
den beiden Kuiwentsmgenten aus Q (die BeviUii'ungspunkte X, Y auf den beiden 
Kurventangenten aus R). 

Erkl. 97, Man erkennt in Figur 19 leicht, daß alle durch große Buclistaben 
bezeichneten Punkte und die durch dieselben kleinen B\ichstahen des Alphabets 
bezeichneten Geraden der Figur einander polar zugeordnet sind: Aa, Bb, Oc, Dd, 
Ee, Pf, Pp, Qq, Er; Du, Vv, Xx, Yy, wobei die lefateren vier Paare Elemente 
sich je in vereinigter Lage befinden, weil KuiTCnpunkt rmd Kurventangente einander 
polar sind. Die Seiten des Tangenteuvierseits, welche ohne kleine Buchstaben 
geblieben sind, hätten dieselben Buelistaben zu erhalten, wie entsprechend die 
ebenfalls imbezeichneten Ecken des Sehnenvierecks. Die Buchstabienutg dieser 
Elemente wäre ohne besonderen Vorteil gewesen, da sonst die in dem vollstän- 
digen Viereck bezw. Vierseit enthalteneu einfachen Vierecke bezw. Vierseite nicht 
dm-ch vei-sehiedeue Buchstaben, sondei-n nur durch verschiedene Reihenfolge der- 
si'iben Buchstaben hatten bezeielmet werden können. 
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Ei-kl, 98. DaJ3 die Eigenschaften des Pelardreiecks, welche in Antwort 27 
ans gesprochen sind, auch an dem aus dem Tangentenvierseit oder Sehnenviereck 
heiTöTgehendea Polai-dreieck Geltung haben, geht aus Figur 19 ebeufalla hervor. 
Denn daa aus vier K.ui'veBp\inkten bezw. aus de» Bei-lUinuigspunkten von vier 
Ti,ngenten gebildete vollständige Viereck wird immer eine Kebenecke innerhalb 
der Kuiwe haben und die beiden aitdeni außerhalb der Kui-ve. 



Frage 29. Welche Bozielimigen 
des Polar dreieeks ergeben sieh aus 
den vorigen Antworten? 

Erkl. 99. Keinerlei Figur außer einem 
Polardreieck kann sich selbst. polar zu- 
geoj'duet sein, da jedem Punkt, der 
außerhalb der Polai'en von P liegt, auch 
■wieder eine Polare eutßpricht, die nicht 
durch P geht. Als einzige Analogie 
könnte die Fimdamentalkui've selber gel- 
ten, da dereu Punkten die eigenen Tan- 
geuten zugeordnet sind, so daJ3 die Pun- 
damentaikurve, ;iufgeEaßt als Punktkuiwe, 
sich selber als Fundamentalkurve polar 
zugeordnet ist, und umgekehrt. 

Erkl. 100. Wählt man erst Punkt 
P innen, so muß Q außerhalb der Kurve 
auf p liegen; und sind P und Q fest 
gewählt, so ist E, ebenfalls außerhalb 
als Schnittpunkt von p und q. Wird 
aber erat Punkt E außerhalb der KniTe 
gewählt, so muß der zweite Punkt auf 
r entweder iunerltalb (wie P) oder außer- 
halb (wie Q) der Kurve liegen. Im 
ersten FaDe ist Q, im andern Falle P 
ohne Auswahl fest bestimmt als Sclmitt- 
punkt von r und p bezw. von r und q. 
— Wählt man erst Seit« p außen, so 
nmß q die Kurve schneidend durch P 
gehen; und smd p und q fest gewählt, 
80 ist r ebenfalls schneidend als Yer- 
biudungsgerade von P und Q. Wird 
aber erst Seite r als schneidende der 
Kurve gewählt, so miiß die zweite Seite 
durch E entweder außerhalb (wie p) 
oder schneidend (wie q) laufen. Im 
ersten Falle ist q, im andern Fall p 
ohne Auswabl fest bestimmt als Ver- 
bin dungsgerade von E und P bezw. von 
R und Q, — Demnach können zu jedem 
von CO^ ersten Elementen des Polar- 
dreiecks noch CO^ verschiedene zweite 



jVütiYOrt. 1) Ans der Definition 
des Polardreieeks ergibt sich, daß 
das Polardreieck eine zu sich 
selbst polare Figur darstellt, 
Denn wählt man die drei Punkte 
PQß der Figur 19 als Dreieck, so 
ist die polare Figur das Dreiseit 
pqr, also dieselbe Figur; and um- 
gekehrt entsteht zu pqr ale Polar- 
flgur wieder PQR. 

2) Um ein Polardreieck zu bilden, 
kann man willkürlieh wählen 
einen ersten Punkt (eine erste Seite) 
beliebig irgendwo in der Ebene, so- 
dann aber als zweiten Punkt (Seite) 
nur noch einen beliebigen Punkt 
(Seite) auf der Polaren (durch den 
Pol) des ersten; der dritte Punkt 
(Seite) ist dann schon festgelegt 
als Schnittpunkt der Polaren (Ver- 
bindungsgerade der Pole) des ers- 
ten und zweiten. Man hat also 
erst doppelt unendliche, dann noch 
eiiiEach unendliche Auewahl, so daß 
die (Gesamtheit der Polardreieeke 
einer gegebenen Kurve eine dreifach 
unendliche Mannigfaltigkeit bildet, 
— eine Kurve besitzt OO^ Polar- 
dreieeke. 

3) Bei der Erzeugung des Polar- 
dreiecks durch das Vierseit bezw. 
Viereck erhält man dasselbe Po- 
lardreieck PQR, ob man von den 
vier Taugenten ausgeht oder von 
dem Viereck ihrer Berührungs- 
punkte, bezw. ob man von vier 
Kurvenpunkten ausgeht oder von 
dem Vierseit ihrer Berührungs- 
geraden. Denn nach dem Satze 
von Brianchon bezw. Paskai für 
dEis Vierseit bezw. Viereck gehen im 
ersten Fall die Verbindungsgeraden 
zu je vieren durch dieselbe Neben- 
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Elemente hinzugewSlüt werden, so daß 
die Kurve OO^ verscliiedene Polardreiecke 
besitzen muß. 

Erkl. 101, Die Sätze von Brianchon 
and Paakal gelten naeli den Aufgaben 
285 und folgenden des vorigen II. Teiles 
fUr jedes einfache Vieleck, welches aus 
denselben gegebenen Elementen gebildet 
werden Itann. So ist in Fig'ur 19 Punkt 
P der Punkt des Brianchon für das ein- 
fache Tangentenvierseit AB CD, Q fUr 
das Vierseit CEAF, E für das Vierseit 
BEDF; und dann ist p die Paskalsche 
Gerade für das einfache Sehnenviereck 
abod, q fllr das Viereck aecf, r für 
das Viereck bedf, Mao kami dalier den 
Sätzen von Brianchon und Pasltal über 
das Viereeit hezw. Viereck für die neben- 
stehende Verwendung folgende gemein- 
same Ausdinckaweise geben: 

Werden vier beliebige Kurvenpmikte 
uebst ihren Tangenten (bezw. vier be- 
liebige Tangenten nel)st ihren Berilh- 
ruYigspunkten) in übereinstimmender 
Eeihenfolge zu einem einfachen Seh- 
nenviereck bezw. Tangentenvierseit zu- 
sammeagefaiät, ao gehen die Verbin- 
dungsgeraden der Gegenecken beider 
Vierecke je durch denselben Punkt, 
und liegeji die Schnittpunkte der Ge- 
genseiten beider Vierecke je auf der- 
selben Geraden. 



ecke als den einen Eckpunkt des 
Polardreieeks, «nd im zweiten Falle 
liegen die Schnittpunkte zu je vieren 
auf derselben Nebenseite als Seite 
des Polard reiecks. 

4) Da das Dreieck der Neben- 
seiten fürs einfache Tangenten- 
vierseit dasselbe bleibt, wie auch 
die Lage eines und folglich aller 
vier Berührungspunkte der dazu ge- 
wählten Kurve sich ändert, so bleibt 
auch das Polardreieck dasselbe 
für alle die Kurven, welche die- 
selben vier Tangenten besitzen. 
Deren gibt es aber soviele, als auf 
irgend einer der vier Tangenten 
Punkte vorhanden sind, die als Be- 
rührungspunkt ausgewählt werden 
können. Folglich haben alle die- 
jenigen (oo') Kurven zweiter Klasse, 
welche dieselben vier Tangen- 
ten in beliebigen Punkten be- 
rühren, das Dreieck ihrer Ne- 
benseiten als gemeinsames 
Polardreieek. 

5) Da das Dreieck der Neben- 
eeken fürs einfache Sehnenviereck 
dasselbe bleibt, wie auch die Lage 
einer und folglich aller vier Be- 
rühmngsgeraden der dazugewähl- 
ten Kurve sich ändert, so bleibt 
auch das Polardreieck dasselbe 
für alle die Kurven, welche dui-eh 
dieselben vier Punkte hindurch- 
gehen. Deren gibt es aber soviel, 
als durch irgend einen der vier 
Punkte Geraden vorhanden sind, 
die als Taugenten ausgewählt wer- 
den können. Folglich haben alle 
diejenigen (co'^) Kurven zweiter 
Ordnung, welche durch dieselben 
vier Punkte in beliebigen 
Ki eh tun gen hindurchgehen, 
das Dreieck ihrer Neheneeken als 
gemeinsames Polardreieck. 



Erkl. 102, Eine Klassenkru-ve ist be- 
stimmt durch fünf Tangenten oder durch 
viel' Tangenten nebst Berlihnmgspunkt 
auf einer derselben. Sind also vier 
Tangenten festgelegt, so kann noch 
irgend eine fünfte Tangente oder irgend 
ein BerUhi-ungspuukt a.ui einer der vier 
Tangenten beliebig hinzugewSllilt werden. 
Wie diese Wahl aber auch getroffen 
wü-d, — das Vierseit der vier ersten 
Tangenten bleibt dasselbe, und dessen drei 
Nebenseiten bilden dasselbe 'Polar- 
dreieek für alle diese KuiTen. Man wird 

daher an dieser Stelle erstmals veranlaßt, die Gesamtheit derjenigen Klassenkuvven 
als Ganzes ins Auge zu fassen, welche vier gemeinsame Tangenten besitzen: man 
nennt diese Gesamtlieit eine Kurvenaehar, und man sagt, die Kurvenschar ist 
bestimmt durch jene vier Tangenten, oder die Kui-venschai' stützt sich aul jene 
vier Tangenten. 
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FiUl 103 Fme Oidnungslune i^t bestimmt durch fUni Kiirvenpunl te oder 
duich \iei Kiin enpiiidde nebet lingente dnich einen derielbpa Sind iho vier 
L-ur^ enpuukte festgelegt so kann noch irgend em funftei Knivenpunkt oder 
iigend eine lingente durch einea det vier Punkte beliebig hinziit,e wählt weiden 
Wie die p ^\ üü dbei auth getioffen mrd — das Vieieut dei Mei eisten Kurven 
punkte bleibt dasselbe, und deaien drei Nebenecken lUden daeselbe Polti di eieck 
für alle diese Kunen JUin ^viid dabei an die^-ei Stelle ei tmais leimlißt die 
tresamtheit deijeiiigcn Oidnung^kiii-ven als GanzPo ms Augp zu fa^'ien weide duich 
viei gemein ame Knuenpunlte hinduichgeheu min nennt die=(e Gesirathett einen 
KurvenbUschel und man sagt dei Eun enbüschel ist bestimmt diiidi jene nei 
K.ur\enpiiiil tp, odei dei Kuivenbu=inhel stützt sich auf jene Mei Kunenpunkte 

Erkl. 104. Auch in der Planimetrie erscheinen die Begi-iffe Kreisbüsehel 
und Kreisschar: ersterer als Gesamtheit der Kreise, welche durch zwei feste 
Punkte gehen, letztere als Gesamtheit der Kreise welche zwpi feste Tangenten 
haben (s. Planunetrie, Vni. lel nl F biiren 13j ind 139 des IV Teleb) We 
dort für die Kreise desselben Bl cl eh 1 ezw derselbe ^pha ^ew sse gememsamen 
Eigenschaften aufgefunden weiden o git he als e ste ^eme sime E^ nsclaft 
der sämtlichen Kegelschnitte e ne BU hels b zw e ne b 1 Uli J e eil p 
gemeinsames Polardreieck bestz 



Frage 30. In welcher Beziehung 
steht das Polardreieck zu den Teil- 
dreiecken des umgeschriebenen 
bezw, des eingeschriebenen Vier- 
ecks? 

Erkl. 105. Dreiecke von der Art 
wie AED, welche ihre drei Punkte 
auf den drei Seiten des Polardreiecks 
haben oder von der Art aed, welche 
ihre drei Seiten durch die drei Eck- 
punkte des Polardreiecks gebend haben, 
lassen sich audi, abgesehen von den 
vorliegenden Elementen der Figur 20, 
in nnbegi-enzter Anzahl aufstellen, sobald 
mittels eines beliebig gewühlten Tan- 
gentenvierseits oder Sehnenvierecks das 
Polardreieck konstruiert ist. Denn es 
läßt sich nachweisen (vergl. Aufgabe 40 
und Erklärung 383 der Äufgabensamm- 
limg am Schlüsse dieses Teils), daß, wenn 
zwei Elemente des Dreiecks in vereinig- 
ter Lage mit zwei Elementen des Polar- 
dreieeks beliebig ausgewählt sind, dann 
das diitte Element des Dreieclts von 
selbst mit dem dritten Element des Polar- 
dreieclcs in vereinigter Lage sein muß. 
Der Ausdruck „vereinigte Lage" ist eine 
zusammenfassende und abkürzende Be- 
zeichnung dafür, daß irgend welche 
Punkte auf gegebenen Geraden 



Antwort. 1) Bildet man aus be- 
liebigen dreien von den vier Tan- 
genten des umgeschriebenen Vier- 
seits (Figur 20) ein Dreiseit, so muß 
von demselben je eine der Ecken 
auf einer der drei Seiten des Polar- 
dreiecks liegen, weil letztere gebil- 
det sind von der Verbindungsgeraden 
der Schnittpunkte je zweier der vier 
Tangenten. So liegt z, B. für das 
Teildreieek AED die Ecke Ä auf r, 
E auf p, D auf q. Berücksichtigt 
man außerdem die Zuordnung ent- 
sprechender Seiten beider Dreiecke, 
so findet sich, daß die Schnittpunlcte 
von AE mit q (= B), von ED mit 
r (= C), und von DA mit p (-= F) 
auf einer G-eraden liegen, näm- 
lich auf derjenigen Seite BCF des 
Tangentenvierseits, welche zur Bil- 
dung des Teildreiecks nicht ver- 
wendet wurde. Als Folgerung aus 
dieser letzgenannten Beziehung er- 
gibt sieh aber weiter (vergl. Erkl. 
106), daß dann die Verbindungs- 
geraden entsprechender Eck- 
punkte durch einen Punkt 
geh au müssen, also die Verbin- 
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liegen, bezw. daß irgendwelche Gerade 
durch gegebene Punkte gehen. 

Ei'M. 106. Aus Antwort 6 der Frage 
29 des I. Teils ergaben sich .die aiicli 
in Antwort II der Frage 4 des II. Teile 
ai^ewandten Polgei-ungen (vergl. Aulgabe 
73 des I. Teils): 

Liegen die Sdinittpunkte entsprechen- 
der Seiten zweier Dreiecke ani einer 
Geraden, so gehen die Verbindungs- 
geradenentspreoliendei'Eckpimkte durch 
einen Punkt. — Und umgekehrt: Gehen 
die Verbindungsgeraden entspi'echender 
Eckpunkte zweier Dn i ,'cke dni'Ch einen 
Punkt, SO liegen die öcliuittpunkte ent- 
sprechender Seiten auf einer Geraden. 



duugsgeraden von Ä mit R, 

D „ Q- 
2) Bildet man aus beliebigen 
dreien von den vier Eckpunkten 
des eingeschriebenen Vierecks (Fig. 
20) ein Dreieck, so muß von dem- 
selben je eine der Seiten durch einen 
der drei Eckpunkte des Polardrei- 
ecks gehen, weil letzteres gebildet 
wird von den Schnittpunkten der 
Verbindungsgeraden je zweier der 
vier Kurvenpunkte. So geht z. B. 
für das Teildreieck aed die Seite 

a durch R 

e „ P 




Solche Dreiecke heißen kollineare 
Dreiecke; wenn also von zwei Dreiecken 
ausgesagt ist, daß sie kolliaear seien, so 
ist damit gleichzeitig jede der beiden 
obigen Beziehungen aufgestellt. Und 
diese Eigeusohatt zum Polardreieck he- 
st«ht nach nebenstehendem Satze 10 so- 
wohl für jedes ans K.uiT6npunkten ge- 
bildete Dreieck, wenn seine Seiten 
fliiroli die Ecken eines Polftrdreiecks 



Berücksichtigt man außerdem die 
Zuordnung entsprechender Eck- 
punkte beider Dreiecke, so findet 
sich, daß die Verbindungsgera- 
den von (ae) mit Q {= b), 
von (ed) mit E (=^ e), 
und von (da) mit P (^ f) durch 
einen Punkt gehen, nämlich 
durch denjenigen Eckpunkt (b ef ) 
des Sehnen Vierecks, welcher zur 
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Bildung des Teüdreieeks nieht ver- 
wendet worden war. Als Folgerung 
aus dieser letztgenannten Beziehung 
ergibt sieh aber weiter (vergl. Erkl. 
106), daß dann die Schnittpunkte 
entsprechender Drei eck sseiten 
auf einer Geraden liegen 
müssen, also die Schnittpunkte von 
a iiiii r, 



d 



q- 



gelien, als aucli für jedoK ans Kurven- 
tangenten geljilJete Drcieeit, wenn 
seine Ecken auf ilen Seiten eines 
Polardreiecks liegen. 

Efkl. 107. Die beiden Ableitungen 
(1 und 2) der nebenstehenden Antwort 
sind einander völlig dualistisch; es könnte 
also die zweite luimittelbar aus der ersten 
gefolgert werden statt selbständiger Auf- 
stellung derselben. Es ist demnach auch 
jedes Element des erstbeliandelten Dreiecks 
AED polar zugeordnet dem entsprechenden 
Element des zweiten Dreiecks aed, und 
dementsprechend die Gerade C!3F der 
ersten Ableitung polar zum Punkt (cbf) 
der zweiten, nftmüch beides als Berüh- 
rungspunkt und Tangente in vereinigter 
Lage. Ebenso ist daher auch der gemein- 
same Schnittpunkt der di-ei Geraden AR, 
EP, DQ der Pol der Verhindungsgerade 
durch die drei Punkte (ar) (ep) (dq). 

Erkl. 108. In der Fig'ur 20 sind aus 
den vier Tangente:! des umgeachiiebenen 
Vierecks vier Teil-Dreiecke zu bilden, 
niimlich AED, AFB, CEE, CFD, und 
ebenso aus den vier Eckpunkten des eiu- 
geschi'iebenen Vierecks vier Teildreiecko, 
nlimUch aed, atb, ceb, cfd. Man erhäit 

daher durch vorstehende Antwort zugleich den Beweis, daß die sechs in Figur 20 dllnn 
ausgezogenen Geraden viermal zu je dreien durch einen Punkt gehen miiSJien, 
nämlich 1) AE, EP, DQ, 2) AK, FP, BQ, 3) CR, EP, BQ, 4) CR, FP, DQ 
(letztere in Figur 20 meht ganz ausgezogen). Dazu kommt aber ferner die weitere 
Tatsache, daß auch gewisse sechs Schnittpunkte der Figur 20 viermal zu je dreien auf 
einer Geraden liegen, nHmlich auf den Potu-en der vorseuTimten vier Punkte- Es 
Bind die Srhmttpunkte l) (ai) (ep) (dq), 2) (ai^fpXbq) 3) (ci) (ep) (taq), 4) (er) 
(fp) (dq) Da die i orgenannten vier Schnittpunkte (dei dünnen Lünen) ille luöer- 
halb der Kune lagen, so mu^sen die letztgeni nten viei Verbmdungsgeiaden alle die 
Kurve schneiden Von den dmch jene Schnittpunl te gellenden (dünnen) Linien ist nber 
jeweils nur eine eine bekante der kune und folaüüi hegt uiUi lon den drei 
Piin! ten der Irt/tgenannten Geraden immer nur ein emzelnei lufeihalb dei Kurve, 
beide ndern innetliilb dti Kuive 



3) Man erhält eiIso die zusammen- 
fassende Ausi^age; 

8atz 10. Ein Polardreieck ist 
stets kollinear mit jedem der 
Kurve umgeschriebenen oder ein- 
geschriebenen Dreieck, von welchem 
zwei und folglich alle drei Elemente 
mit den ungleicliartigen zwei bezw, 
drei Elementen des Polardreiecks 
aicli in vereinigter Lage befinden 
(d. h. Ecken des umgeschriebenen 
auf den Seiten, Seiten des einge- 
schriebenen durch die Ecken des 
Polardreiecks). 



Frage 31. Welche Vereinfachung 
erfährt die Figur 20 des Polar- 
dreieeks, wenn der Punkt F und die 
Gerade e in vereinigte Lage kommen? 

Erkl. 109. Aus nebenstehender Ant- 
wort erlielEt, daß die Auswahl für Figur 
21 Jim eine Stufe beschränkter ist, als 



Antivort. Die Figur 20 entstand 
durch ein beliebiges umgeschrie- 
benes Vierseit ÄBCD oder einge- 
schriebenes Viereck abcd. Es konnte 
also zu beliebigem Punkte E ein 
ganz beliebiger Punkt F hinzukom- 
men, bezw, zu beliebiger Sekante e 



y Google 



Pvojektiviaclie (iieuei'e) Ge^mietrie. III. Teil. 
Figur 21. 




eine ganz beliebige Sekante f. Nun 
soll die Figur dahin vereinfacht 
werden, daß nach beliebiger Wahl 
von E der Punkt F auf die Berüh- 
rnngssehue e, d. h. auf die Polare 
e verlegt wird, bezw. daß nach be- 
iiebiger Wahl von e die Sekante f 
durch den Schnittpunkt E der zu 
e gehörigen Tangenten, d. h. durch 
den Pol E von e gelegt wird. Beide 
Vorschriften erzeugen dieselbe Fi- 
gur 21, denn da F auf e liegt, so 
muß auch E auf f liegen, bezw. 
da f durch E geht, muß auch e 
durch F gehen. 

Es fallen daher von den in Figur 
20 vorkommenden Schnittpunkten 
und Verbindungegeraden einige zu- 
sammen, näniUeh (ep) mit P, (fp) 
mit E, — EP mit f, FP mit e 
u. s. w. 



die für die vorii ergeh ende Figur 20, Dort 
ist willkürlich sowo'.il Punkt E als F bezw. 
die Sekanten e und f beliebig in der Ebene, 
so daß die Figur in vierfach unendlicher 
Weise aiiBgefUhrt werden kann. Für 
Figur 21 dagegen ist willkürlich zwar 
Funkt B bezw. Sekante e, aber dann ist 
F bezw. f dadurch beschränkt, daß es ver- 
einigte Lage baaitzen muß mit e bezw. E, 
welche durch E bezw. e ale deren Polar- 
elemente bestimmt sind, dalier besteht 
fttr Figur 21 nur noch dreifach imendhehe 
Auswahl, Eine ebensovielfache, nämlich 
dreifache Mannigfaltigkeit bildet die Ge- 
samtheit der Polar dreiecke. Dasselbe 
Polardi'eieek kann nämlich erzeugt werden 
durch einfach unendlich viele Vierecke 
bezw. Vierseite von der Äi't nach Fig. 20, 
aber nur durch ein einziges Viereck bezw. 
Vierseit von der besonderen Art der 
Figur 31. 

Evkl. 110. Schon in Figur 20 waren Jetzt ist nicht nur PQR ein Polar- 
q nnd r zwei Sekanten durch V, also dreieck, sondern auch PEF, und 
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muß en s hon 1 t d r S Imittpunkte dev zwar erzeugt durch das Tangenten- 
\eb 1 o^ge aTen 1 e Kuvveiipunkte vierseit xyuv der Tangenten aus 
ad p ils le lolaeavo P liegen, näui- Q und ß bezw. durch das Selinen- 
Icl de '^chnttinnkt on SU und TV Viereck XYUV der Berührungs- 
und der on \V 1 ITJ. Denkt man punkle dieser Tangenten bezw. 
nun P^u 21 e nen dar vier Kurven- der Kiirven punkte auf den Sekanten 
punkte mit einem der Punkte E oder F q und r. Die ganze Figur ist also 
verbunden, z.B. EV, und bezeichnet den die verdoppelte Figur 2U, nämlich: 
zweiten Kurvenpunkt von EV für den Zwei umgeschriebene Vierseite 

Augenblick mit Y', so ist jedenlalls Y' ÄBCD und xyuv mit geniein- 

der vierte hanuonische Punkt ku E, V, samer Nebenaeite p und deren 

und dem Schnittpunkte von EV mit der Polpunkt P — und: 

Polaren e zu E. Da aber in Pignr 21 Zwei eingesciiriebene Vierecke 

PE, PF, PQ, PR vier hai-moniache Ge- -abcd und XYUV mit geniein- 
raden sind (und das waren dieselben Ge- sanier Nebenecke P und deren 

raden in Figur 20 uiclit, da e nicht mit Polare p. 

PF zusammenfiel) ho wird derselbe 

vierte hai'monische Punkt Y' auf EV auch ■msgegehnitten dnich den vierten har- 
monischen Strahl r zu PE, PF und PV. Demnach geht die Knive und die Gerade 
r durch denselben Punkt der Geraden EV, d h die be ade EV n ß hindurch- 
gehen durch den Schnittpunkt von r mit der ICnrve aho dn ch de P ikt T, d. h. 
. T' und T sind identisch. Daher geht umgekehit d e Ge ide All 1 Punkt E; 
und da VY und Sü einander auf p schneiden müssen so g It luch \U durcli E. 
Nun werden r und q Diagonalen des Vierecks SYUV also müssen XA u d YU beide 
durch den vierten hai-monischen Punkt zu EQR nehen nlml cl dui 1 F 

Erkl. lU. Da nach voriger Erklärung 110 lie Sei a te M duich E geht, 
so muß der Pol von VY auf der Polaren zu E, al o a t e i e^e I eser Pol zu 
VY wird aber gebildet durch die Sclmittpunkte dei Tangenten in \ und Y, v und y. 
Daher müssen nun auch in Figur 21 (was in Figur 20 ebenfalls muht der Fall 
war) die Schnittpunkte der Tangentenpaare vy und ebenso uv auf e, die Schnitt- 
punkte der Tangentenpaare vs und uy auf f liegen. Und sonut ist bewiesen, daß 
die Geraden e uiif i zusammen mit p ftlr das eingesehiiebene Vieieek XYIJV 
bezw, für das umgeschriebene Vierseit xyuv dieselbe Bedeutung haben, wie die 
Geraden q und r mit p ilir das eingesehiiebene Viereck abcd bezw das umge- 
schriebene Vierseit ABCD. Beide eingeschriebenen Vierecke haben die Gerade p 
als Gerade des Paskai, beide umgeschriebenen Vierseite liahen den Punkt P als Punlft 
des Brianchon — nur jeweils mit vertauschter Bedeutung der Punkte EQ bezw. 
EF auf p und der Geraden rq bezw. ef durch P. 

Ei'kl. 112, Um die Analogie der Polardreieeke PEFundPQK vollzumachen, 
wären noch für PEF diejenigen Verbindungsgeraden liinzuzunehmen -ivekhe den 
dünnen Linien in Figur 21 enteprechen, nämlich die Verbindungsgeiiden ^on E, F 
nach den Schnittpunkten des Tangentenvierseits xyuv, wie in Figui 20 die Vei 
hindungsgeraden von Q, E nach den Eckpunkten ABCD. Wie dort die Solmittpimkte 
auf PE und PF liegen mUssen, so jetzt au! PQ und PR. Und somch gehen nun 
in Figur 21 durch EFQE je acht Gerade, nämlich: 

durch E durch F diudi y duri,h R 
1./2. Die zwei Seiten des Polardreieoks : p, f p, e p, r p, q 

8./4, die beiden Kurventangenten als Seiten 

des umgeschriebenen Vierseits: AB, CD BO,AD u, v x, y 
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5./6- zwei Sekanten der Km^e als Seiten 

de^ eingeschriebenen Vierecks: Xü,VY XV,UY 

7./8. die Leiden Verb indnngsgeraäeii nach den 

Eckpunkten des aiclit dizrcli dieselben 

Ecken gehen.len Taiigentenvierseits, also 

nach: {^u),(vy) (ky), (uy) 



b, d 



Trage 33. Wus versteht man 
unter konjugierten Elemeutenl 

Ei-kl. 113. Zu dem Begriff der 
„konjugierten Elemente" gehört als 
aeibstveretändlich zunilchst die Zu- 
ordnung zu einer gegebenen Kurve, 
mit welcher die behandelten Elemente, 
Punkte bezw. Geraden, in einer Ebene 
liegen. Die Elemente sind also konju- 
giert „inbezug auf die gegebene 
Kurve". Und zwar gehört zum Be- 
gi-iff des konjuglertseiufi ala Voraus- 
setauug die Zuordnung der Polarität 
inbezug auf die gegebene Fuuda- 
mentalkurve. Wenn fllr eine andere 
Fundainentalkurve die Polarität aufgestellt 
wird, so hat auch jeder beliebige Vwikt 
bezw. jede beliebige Gerade wieder ver- 
echiedene koujiigierte Elemente. 

Ei-kl. 114. Sind P \mi Q zwei 
konjugierte Punkte und p, q deren 
PolAien, so liegt P -luf q Q luf p, 
be7w p geht durch Q q gtht duchP; 
zu P ist nicht nui Q koajugiertei Punkt, 
sondern auch jedei andeie Punkt tuf p, 
zu Q ist jedei Punkt auf q em konju- 
gierter Punkt, darauter also auch P. 
Ist also Q ein konjugierter Punkt 
zu P, so ist anciiP ein konjugierter 
Punkt zu Q. 

Sind p und q zwei konjugierte 
Geraden, und P und l^ deren Polpunkte, 
so gekt p durch Q, q durch P bezw. 
P liegt au£ q, Q liegt auf p; zu p ist nicht 
nur q konjugiert« Gerade, sondern aucJi 
jede andere Gerade durch P, zu q ist 
jede Gerade dm-ch Q eine konjugierte 
Gerade, darunter also auch p. Ist 
iilso q eine konjugierte Gerade 



Antwort. 1) Unter konju- 
gierten Elementen verstellt 
man je zwei solclie Elemente, deren 
eines mit dem Polarelement dea 
anderen sich in vereinigter Lage 
befindet: Dann muß nach Satz 7 
auch das andere Element mit dem 
konjugierten des ersten sich in ver- 
einigter Lage befinden. Von zwei 
konjugierten Punkten liegt da- 
her jeder auf der Polarge- 
raden des anderen, von zwei 
konjugierten Geraden geht 
jede durch den Polpunkt der 
anderen. 

2) Zu einem beliebig gegebeneu 
Punkte P gibt es also in der 
Ebene unendlich viele konju- 
gierte Punkte, nämlich jeden 
Punkt seiner Polaren p; auf einer 
bestimmten Gferaden g aber 
gibt es zu einem sonstigen beliebig 
gegebenen Punkte P nur einen ein- 
zigen konjugierten Punkt, 
nämlich den Schnittpunkt (gp) dieser 
Geraden g mit der Polaren p des 
ersten. Und unter den sänjtlichen 
Punkten einer gegebenen Geraden g 
sind bloß je zwei bestimmte 
einander konjugiert, nämlich je 
ein Punkt P bezw. Q usw. und der 
Schnittpunkt der Geraden g je mit 
der zugehörigen Polaren p, q . . -, 
also P und (gp), Q und (gq) . . usw. 
3) Zu einer beliebig gegebenen 
Geraden p gibt es in der Ebene 
unendlich viele konjugierten 
Geraden, nämlich jede Gerade 
durch ihren Pol P; durch einen 
bestimmten Punkt Ä aber gibt 
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gierte öei'ade s 



Erkl. 115. Die Zuordnung der kon- 
jugierten Elemente in der ganzen 
Ebene der Kurve ist keine eindeutige 
Zuordnimg, denn zu jedem Elemente ge- 
hören unendlich viele andere als konju- 
gierte; aucli liegen konjugierte Elemente 
im allgemeinen getrejmt, und die Kur- 
venelemente selber bilden, wie schon 
in Antwort 25 erwähnt wurde, die ein- 
zigen Ausnahrasel erneute, welche mit ihren 
konjngierten vereinigt liegen, also sich 
selbst konjugiert aind. Nur wenn kon- 
jugierte Punkte derselben Geraden 
oder konjugierte Gerade durch den- 
selben Punkt behandelt werden, wird 
die Zuordnung zu einer ein — ein- 
deutigen, indem dann jedem Element 



es au einer sonstig-en beliebig-eu 
Geraden p nnr eine einzige kon- 
jugierte Gerade, nämlich die 
Verbind ung's gerade Ä P dieses 
Punktes A mit dem Pol P der 
ersteren. Und unter den sämtliclien 
Strahlen eines gegebenen Punktes 
Ä sind bloß je zwei bestimmte 
einander konjugiert, nämlich je ein 
Strahl p bezw. q usw, und die Ver- 
bindungsgerade des Punktes Ä je mit 
dem zugehörigen Polpunkte P, Q, . . 
also p und AP, q und AQ ... usw. 
4. Kurveupunkte und Kur- 
ventangenten sind jedes sich 
selbst konjugiert, da sie mit 
ihrem eigenen polar zugeordneten 
Elemente vereinigt liegen. 



em 



ist. 



und dazu noch von der besonderen Art, daß wenn zu einem gegebenen ersten ein 
bestimmtes zweites gehurt, dann auch zu diesem zweiten ■wieüer dasselbe erste 
zugeordnet ist. Ganz besondere Art der Zuordnung aber entsteht, wenn die vor- 
genannten Kurvenelemente selbst beti'achtet werden; Zu emera Kurvenpunkt ge- 
hören als konjugierte Punkte aämtliehe Pimkte seiner Tangente, claiimter er 
selber, und nmgekelirt gehören zu einem Punkt dieser Tangente als konjugierte 
aämtliclie Punkte seiner durch den Bertlhmngspunkt gehenden Polai'eu, darunter 
wieder der Berührungspunkt selbst; zu einer Tangente gehören als konju- 
gierte Gerade sämtliche Geraden durch ihren Beridn-imgspunkt, ilai-unter sie 
selber, imd umgekehii gehören zu einer Geraden durch diesen Kui'venpunkt als 
konjugierte sämtliche Strahlen durch ihren auf der Tangente des Kurvenpunktes 
liegenden Pol, darunter wieder die Tangente selbst. 



!Frage 33. Welche besondere 
Lagebeziehungen bestehen zwischen 
konjugierten Elementenf 




Antivort. 1) Ein Punkt Qs 
innerhalb der Kurve und ein . 
Kurvenpunkt seliier haben ihre kon- 
jngierten Punkte sämtlich außer- 
halb der Kurve; ein äußerer 
Punkt Q., dagegen besitzt sowohl 
innere als äußere konjugierte. — 
Eine außerhalb der Kurve ver- 
laufende Gerade qs und eine 
Tangente haben nur schneidende 
Geraden als konjugierte; eine 
schneidende Grade q. dagegen 
hat sowohl sehneidende als nicht- 
schneidende konjugierte. 

2) Sind zu einem Punkt P zwei 
andere Punkte Q2 und Q- als kon- 
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Ei'kl. 116. In Figur 22 sind die 
Punkte P und Qa äußere Punkte, folg- 
lich gibt es für dieselben sowohl konju- 
gieiie Punkte innerhalb der Kurve, näm- 
lich auf der Iniienstrecke der zugehörigen 
Bertthrungssehne, als auch außerhalb der 
Kui've, nämlich auf den beiden Auöen- 
strecken dereelben zwei BeiührnngsBelmen. 
Ebenso hat die schneidende Gerade q? 
als konjugierte Geraden sowohl alle die 
Kurve schnei dendeii Sti'ahlen im Innen- 
winkel der Tangenten von Qj, als auch alle 
die Kurve nicJit schneidenden Strahlen 
in den Nebenwinkeln dieses Winkels. — 
Für einen KuiTenpunkt sind konjugiert alle 
Punkte seiner Tangente, und diese liegen 
sflmtlLch außerhalb; außerdem ist der 
Kurvenpunkt auch noch sieb selber 
konjugiert. Für eine Tangente sind 
koajugiert alle Strahlen durch iliren Be- 
rtthrangspunkt, und diese schneiden sämt- 
lich die Kurve; außerdem ist die Tangente 
auch noch sich selbst konjugiert. 

Ertl. 117. Man kann den Inhalt des 
zweiten Teils nebenstehender Antwort 
folgendermaßen in Worte kleiden.: 

Satz a: Die Verbindungsgerade 
zweier zum gleichen Punkte kon- 
jugierten Punkte ist die Polare 
dieses Punktes. 

Satz 1j: Der Schnittpunkt zweier 
zur gleichen Geraden konjugierten 
Geraden ist der Po! dieser Geraden. 
Dabei brauchen durchaus nicht Q^Qs 
bezw. q^qg selber konjugierte Elemente 
zu sein. Ebenso lassen sich für den 
dritten Teil die Sätze fonnulieren: 

Satz c: Sind zwei Punkte kon- 
jugiert, so sind auch ihre Polaren 
konjugierte Strahlen. 

Satz ö: Sind zwei Geraden konju- 
giert, so sind auch ihre Pole kon- 
jugierte Punkte. 

Erkl. 118. Der vierte Abschnitt 
nebenstehender Antwort gilt für- jedes 
Paar konjugierter Pnnkte, von welchem 
der eine Punkt innerhalb der Kuiwe 
liegt. Denn sowie ein Punkt innerhalb 
der Kurve liegt, so muß jeder Strahl 
äurch ihn, also anch die Verbindungs- 
^erade der beiden Punkt« P, Q die Kui-ve 
icliiieideu: irad auf dieser Verbindungs- 
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jugierte Punkte bekannt, so mnß 
die Vei'bindungsgerade QsQs die 
Polare zu P sein, da ja sowohl 
Qi als Q?! auf der Polaren zu P 
liegen müssen. — Sind zu einer 
Geraden p zwei andere Gerade 
q^ und qs als konjugierte Ge- 
rade bekannt, so muß der Schnitt- 
punkt (qs qs) der Pol zu P sein, 
da ja sowohl qa als qg durch den 
Pol von P gehen muß, 

3) Sind P und Q zwei konjugierte 
Punkte, p und q ihre Polaren, so 
liegt Q auf p, P auf q: also geht 
p durch Q, q durch P, d. h. jede 
der zwei Geraden p und q geht 
durch den Pol der andern. — 
Sind umgekehrt p und q zwei 
konjugierte Geraden, P und Q ihre 
Pole, so geht p durch Q, q durch 
P: also liegt Q auf p, P Eiuf q, 
d. h. jeder der zwei Punkte P und 
Q liegt auf der Polaren des andern. 
Demnach sind die polaren 
Elemente zweier konjugierten 
Punkte oder Geraden selber 
wieder konjugierte Elemente. 




4) Wenn von zwei konjugierten 
Punkten P, Q der Punkt P inner- 
halb der Kurve, also der andere Q 
außerhalb der Kurve liegt, so ent- 
steht der Pol K zur Verbindungs- 
geraden PQ als Schnittpunkt der 
Tangenten indenKvirvenpnnkten die- 
ser Geraden r. Nun muß die Polare 
zu P durch Q gehen, weil Q und P 
konjugiert sind, und sie muß durch 
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geraden müssen die beiden Itönjugieiten 
Punkte mit den beiden Kurvensclmitt- 
puukten kai'moniseh liegen. Der dritte 
Punkt R, welcher zum Beweis benützt 
wird, muß als Taiigentenschnittpunkt 
anßerlialb der Kui've liegen, und da er 
anf q Hegt, muß er z.i Q konjugiert 
sein. Demnach sind sowohl P und Q, 
als P und K, als Q und R konjugierte 
Punkte. Aber die Verbindungsgerade 
von QR trifft die Kurve nicht. Wili 
man also diese Möglichkeit auch im Wort- 
laiit ansscMiefien, so würde man folgenden 
Satz auszusprechen haben: 

Säte. Wenn die Verbiiidungs- 
gerade zweier kunjugiei'ter Punkte 
die Kurve schneidet, so muß stets 
einer der beiden Punkte innerhalb 
der Kurve liegen und zwar als 
vierter harmonischer Punkt zu den 
Kurvenschnittpunkten der Verbin- 
dungsgerade und dem anderen kon- 
jugierten Punkte. 

Erkl, J19. Dieselbe Überlegung gilt 
für jedes Paar konjugierter Stralileu, von 



ß gehen, weil P auf r liegt, also 
ist KQ die Polare von P. Auf ihr 
liegt aber Q, und folglich müssen 
nach Absatz y der Sätze 2a, 5a, 6a 
P und Q notwendig vier harmo- 
nische Punkte bilden mit den 
Kurvenschnittpunkten vonPQ. 
Wenn von zwei konjugierten 
Geraden p q die eine Gerade q die 
Kurve in zwei Punkten, also die 
andere Grade p die Kurve gar nicht 
trifft, 80 entsteht die Polare r zum 
Schnittpunkt (pq) als Berührungs- 
sehne der Kurventangenten aus 
diesem Schnittpunkte R. Nun muß 
der Pol von p auf q liegen, weil 
q und p konjugiert sind, und er 
muß auf r liegen, weil p durch E 
geht, also ist (rq) der Pol von p. 
Durch ihn geht aber q, und folglich 
müssen nach Absatz y der Sätze 2,. 
5, ü p und q notwendig vier 
harmonische Strahlen bilden 
mit den Kurventangenten 
aus (pq). 



welchem der eine Strahl die Kurvi 
nicht schneidet. Denn sowie eine fterade außerhalb der Kurve liegt, so muß jeder 
Punkt auf ihr, also auch der Selinittpunkt biiider Geraden pq, außerhalb der 
Kni-ve liegen und zwei Tangenten an dieselbe ergeben; und zu diesen Tangenten 
müssen die beiden konjugierten G-eraden harmouiseh liegen. Die dritte Gerade r, 
welche zum Beweis benutzt wird, muß als Verbindungsgerade mit einem inneren 
Punkte die KuiTe schneiden, und da sie durch Q geht, mul3 sie zu q konjugiert 
sein. Demnach sind sowohl p und q, als p und r, als q und r konjugierte Ge- 
raden. Aber der Selinittpunkt von q r liegt innerhalb der Kiirve. Soll also diese 
Möglicldieit auch im Wortlaute ausgeschlossen werden, so wäre das Ergebnis 
folgender muß en ausz usprechen: 

Säte. Wenn der Schnittpunkt zweier konjugierten Geraden außerhalb 
der Kurve liegt, so muß stets eine der beiden Geraden durch die Kiirve 
hindurchgehen mid zwar als vierter harmonisclier Strahl zu den Kurven- 
tangenten aus dem Schnittpunkt und der anderen konjugierten Geraden, 



Präge 34. Welche allgemeine Lageverwandtschaft konjugierter Ele- 
mente < rgibt sich aus den Sätzen 8 und 8a? 

Antwort. 

1) Denltt man sich zu jedem 1) Denkt man sich zu jedem 

Punkte einer Punktreihe ti in Fig. Strahl eines Strahlenbüechels mit 

24 oder 25 die Polare konstruiert, Scheitel S oder P in Figur 24 oder 

so bilden die Polaren, welche nach 25 den Pol konstruiert, so bilden 

Satz 7 sämtlich durch den Pol P diese Polpunkte, welche nach Satz 7 
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des Trägers t hindurchgeben müssen, 
emen Büschel S, und nach Satz 8 ist 
ti Ä S. Bezeichnet man mit t^ die 
Punktreiho.weichednrchdenBüschel 
S auf demselben Träger der Punkt- 
reihe ti ausgeschnitten wird, so be- 
steht die Punktreihe tg aus eben 



Figiiv 24. 



sämtlich auf der ioiaren p des 
Scheitels P liegen müssen, eine 
Punktreihe tj; und nach Satz 8 ist 
ti A S, Bezeichnet man mit S' den 
Strahlenbüechel, durch welchen die 
Punktrt-ilie ti aus demselben 
Scheitel P des Büschels S projiziert 



T-8 




ticii Punkten auf t, welche auf den 
Polaren der Punkte der Reihe ti 
liegen, also aus den konjugierten 
Punkten der Keihe ti^ Da aber 
SA tj, so ist auch ti A t^. Also 
bilden die auf derselben Ge- 
raden t liegenden Paare konju- 
gierter Piinkte die zugeord- 
neten Punktpaare zweier auf 
vereinigtem Träger liegenden 
projektivisch verwandten 
Punktreihen. 



2) Denkt man sich nun den 
Strahlenbüschel S von einer andern 
Geraden ts geschnitten, so wird 
durch die Gesamtheit der Strahlen 
des Büschels S auch auf ts eine 
zu S perspektivisch liegende Punkt- 
reibe tg ausgeschnitten, deren Punkte 
also projektivisch zugeordnet 
sind zu S und zu ti. Man hat 
also auf ti und t^ zwei projek- 



wird, so besteht dieser Strahlbüschel 
S' aus eben den Strahlen durch P, 
welche durch die Polpunkte der 
Strahlen des Büschels S hindiirch- 
gehen, also aus den konjugierten 
Str^ahlen des Büschels S. Da aber 
S'Ati, so ist auch S A S'. Aiso 
bilde» die durch denselben 
Punkt P gehenden Paare kon- 
jugierter Strahlen die zu- 
geordneten Strahlenpaare 
zweier durch vereinigten Sehei- 
tel laufenden projektivisch 
verwandten Strahleubüsehel. 

2) Denkt man sich nun die Punkt- 
reihe t] aus einem andern Scheitel 
Sa projiziert, so wird durch die 
Gesamtheit der Punkte von ti auch 
in Sä ein zu ti perspektivisch 
liegender Strahlenbüschel S3 er- 
zeugt, dessen Strahlen also projek- 
tivisch zugeordnet sind zu ti und 
zu S. Man hat also in S und S3 
zwei projektivische Strahlen- 
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tivische Punktreihen ti A tg, in- . 
dem man jedem Punkte Ä, B, C 
von ti denjenigen Punkt von t^ 
zuordnet, welcher auf dem Träger 
tg durch die Polare des Punktes 
A, B, C ausgeschnitten wird, d. h. 
durch Zuordnung der konju- 
gierten Punkte von t] und t^. 



büachel S A Sa, indem man jedem 
Strahle a, b, c von S denjenigen 
Strahl von S,s zuordnet, welcher 
den Pol der Strahlen a, b, c mit 
S verbindet, d. h. durch Zuord- 
nung der konjugierten Strahlen 
von S, und S«. 




3) Solche zwei projektiviscli ver- 
wandte Punktreihen erzeugen aber 
durch die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte einenStrahlen- 
büsehel zweiter Klasse, wenn 
der Schnittpunkt heider Träger 
nicht etwa sich selbst zugeordnet, 
d. h. im vorliegenden Falle sich 
selbst konjugiert ist. Da lezteres 
nur für Kurvenpunkte zutrifft, 
so könnte diese Ausnahme an 
Fig. 24 nur dann eintreten, wenn 
die Gerade t« gerade durch einen 
der beiden Punkte X oder Y hin- 
durchginge. In Fig. 25 ist das 
Zerfallen der Kurve zweiten Grades 
immöglich, da ti gar keine sieh selbst 
konjugierten Punkte besitzt. 
4) Man erhält also die Sätze: 
Satz 11. Die Verbindnngs- 
geraden der inbezug auf eine ge- 
gebene Kurve konjugierten 
Punkte zweier beliebigen Ge- 

.... gehen durch einen Punkt, 
wenn der Schnittpunkt der beiden 

Sachs. ProjBltilWsolie (iieiietei Geointirie. i: 



3) Solche zwei projektiviach ver- 
wandte Strahl enhüschel erzengen 
aber durch die Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen eine Punkt- 
reihe zweiter Ordnung, wenn 
die Verbindungsgerade beider 
Büschelscheitel nicht etwa sieh selbst 
zugeordnet, d. h. im vorliegenden 
Falle sich selbst konjugiert ist. Da 
letzteres nur für Kurveutangenten 
zutrifft, so liönnte eine Ausnahme 
an Fig. 24 nur dann eintreten, wenn 
der Scheitel Sa gerade auf einer 
der beiden Tangenten x oder y liegen 
würde. In Fig. 25 ist das Zerfallen 
der Kurve zweiter Ordnung unmög- 
lich, da S gar keine sich selbst 
konjugierten Strahlen besitzt. 

4) Man erhält also die Sätze: 

Sata IIa. Die Schnittpunkte 
der inbezug auf eine gegebene Kurve 
konjugierten Strahlen zweier 
beliebigen Punkte: 

.... liegen auf einer Geraden, 
wenn die Verbindungsgerade der 
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Geraden auf der gegebenen Kurve beiden Punkte die gegebene Kurve 

liegt, bezw. berührt, bezw. 

.... umhüllen eine Kurve erfüllen eine Kurve 

zweiter Klasse, wenn derSehnitt- zweiter Ordn^^ng, wenn die Ver- 
punkt der beiden Geraden nicht bindungsgerade der beiden Punkte 
ein Kurvenpunkt der gegebenen nicht Kurventangente der ge- 
Kurve ist. gebenen Kurve ist. 

Erbl. laO. Die in den hllliereu Eiklämngen 118, 119 formuliei-teii Sätze lassen sich 
ausnützen als weitere Beweise fUi die m featz 8a aufgestellten Behauptungen aii dev 
Figur 24, woselbst die 8el«inte XY die Km-ve schneidet, bezw. der Punkt P=S 
außerlialb der Kurve liegt. Dagegen sind dieselben nicht anwendbar auf die Lage 
der Elemente in Fig. 25, wo die Verhmdimgsgerade p die Kurve nieht trifft bezw. 
Punkt P innerhalb der Kurve hegt teclion m Erkl. 65 war vorläufig fUr die au- 
geordneten Elemente der Name konjugierter Punkte hezw, konjugierter 
Strahlen angellihi't worden. Die Äi-t und Weise dieser Lagebeziehung besteht aber 
nicht uur für die Lage der Elemente an Pig. 24, sondern auch an Fig. 25, und 
sie ist so besonderer und wichtiger Art, daß ihver Untersuchung ein besonderes 
Kapitel (Absclmitt 3 dieses Bandes) gewidmet wird. 

Erkl. 121. Die projektivischen Gebilde in vereinigter Lage, welche im ersten 
Teile der obenstehenden Antwort aufgeftthrt sind, erzeugen keine neuen Gebilde, 
wolil aber jene getrennten projektivischen Gebilde, welche im folgenden auftreten. 
Bemerkenswert bleiben dabei die gemeinschaftlichen Elemente der beiden projek- 
tivisch vei-wandten Gebilde, Denn wenn diese selbstentsprechend sind, so be- 
beünden sich die Gebilde in perspektivischer Lage, und das Erzeugnis ist keine all- 
gemeine Kui've zweiten Grades, sondern zerfällt in Gebilde erster Stufe. Daher 
muß ausditicklich die Unterscheidung geti-oEfen werden, welche im Satz 11 zur 
Zweiteilung des Satzes fiihi't. 

Erkl. 122. Es ist nieht schwer, die nach den Sätzen 11 und IIa erzeugten 
Gebilde dni'cli Festlegung einzelner Elemente nälier zu bestimmen. Liegt der Selinitt- 
punkt der beiden Geraden in Satz 11 auf der Kurve, so liefern die beiden Ge- 
raden zwei weitere Kurveneclinittpunkte und der Pol ihrer Sehne ist der erzeugte 
Punkt. Berührt die Verbindungsgerade der beiden Punkte iu Satz IIa die Kurve, 
so liefern die beiden Seheitel zwei weitere Kurventangenten, und die Polare ilires 
Schnittpunktes ist die erzeugte Gerade. 

Erkl. 123. Ebenso können einzelne Elemente der nach Satz 11 erzeugten Kurven 
festgelegt werden. Denn die Ti'äger der beiden Pankti-eilieu smd jedenfalls Tau- 
genteii der ICuiTe, und die Bei-üln-ungspunkte auf ihnen werden ausgeschnitten als 
Schnittpunkte der beiden Geraden mit der Polare des Träge rscbnittpmiktea, welche 
selbst stets Bei-fllmingssehne der erzeugten Kurve ist. Auf gleiche Weise ergeben 
sich als Elemente der nacli Satz IIa erzeugten Kurve zunächst die Scheitelpunkte 
der beiden Sti-ahlenbilschel als Kui-venpunkte, und die Tangenten in ihnen entstehen 
als Vei'bindungsgeraden der BUschelsclieitel nach dem Pol des Verbiudungsstrahls 
beider Scheitel, welcher selbst stets Tangentensclmittpunkt der erzeugten Kun'e ist, 
also stets außerhalb der KniT6 liegt. 
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über die Mitteljiiiiiktae 



iach;tfteii der Kurven Kweiteu Grailes. 



2. Ueber die Fflittelpunkiseigenschaften der Kurven zweiten {Grades. 

a) Der Kurvenmittelpunkt. 
Wie gelangt man in 



der projektivischen Geometrie zu den 
Maßbezieh'ungen der Kurven? 

Erkl. 124. Äucli die strengste Duroli- 
itlhrung der projektivischen Ueometiie wird 
niclit verzichten tonnen auf das Herein- 
Tjeziehen der unendlich Jemen Elemente 
der Ebene, also des Pai'allelenziehens usw. 
So wie man ahev die Eigenschaften der 
harmonischen Bezielinng und der Polarität 
auf unendlich fei-ne Punkte und Ge- 
raden anwendet, so erlialt man ganz von 
selbst die Mittelpunktseigenschaften der 
Strecke und der Kio've. 



Antwort. Obgleieli die projek- 
tivische Geometrie an sieb voll- 
kommen absieht von der Unter- 
suchung solcher Eigenschaften, 
welche Maßbeziehungen enthalten, 
so drängt sieh manchmal derartiges 
dennoch der Betrachtung auf. Und 
zwar bieten sich die Mittel- 
punktseigensehaften un- 
gezwungen dar als einfache An- 
wendung der Polarjtätsbezie- 
hungen auf die unendlich 
fernen Elemente der Kurven- 



Frage 36. Welche Besonderheiten 
zeigt der Polpunkt einer gegebenen 
Geraden, wenn diese Gerade zur un- 
endlichfernen GeradenderEbeiie 
wird? 

Epkl. 125. Die Eigeiiechaften des Pol- 
punktes zur unendlich fernen Gera- 
den entspringen aus den zweierlei Quellen, 
deren erate von den Beziehungen des 
Poles zu gegebener Gerade, deren zweite 
von den Beziehungen der Polaren zu ge- 
gebenem Punkte geliefert wird : die ersteren 
ergeben sich aus Satz 2, wenn p als un- 
endlich ferne Gerade gegeben ist, die 
lefjiteren aus Satz 2a,. wenn P so gewählt 
"werden soll, daß p zur unendlich fernen 
Geraden werden muß. Nach dem ersten 
Teil wird der zu untersuchende Punkt 
zum Punkt des Brianchon flh' jedes 
Tangentenparallelograram, nämlich 
Eum Diagonalenschnittpunkt, d. h. zum 
Mittelpunkt jedes umgeschriebenen 
Parallelogramme. — Die vierte harmo- 
nische Gerade zu zwei Parallelen wird 
dann deren Mittelpai'allele, wenn die vierte 
zugeordnete unendlich fem i-ltckt; 5enn 
auf jeder Schneidenden mUeaen vier hai'- 
monische Punkte ansgeachnitten werden, 
und da deren einer unendlich fern liegt, 
so muß der andere stets in der Mitte 
liegen, 



Aiitivort. 1) Wenn der Pol ge- 
sucht wird zu der unendlich 
fernen Geraden der Ebene, so 
rücken die Punkte E und E der 
Fig. 4 und 5 ins Unendliche, das 
um- bezw. angeschriebene Vierseit 
wird ein Tangenten-Parallelo- 
gramm, lind durch den Polpunkt 
P gehen nach Satz 2: 

u) die Diagonalen jedes Tan- 
gentenparallelogramms, 

ß) die Berührungssehne jedes 
parallelen Tangentenpaares, 

)') die Mittel parallelen jedes 
Tangentenparallelogramms, 

(*) die Kurventangenten durch 
die etwa vorhandenen unendlich 
fernen Knrvenpunkte. 

2) Wenn umgekehrt durch die 
Konstruktion der Polaren eines 
bestimmten Punktee P die unend- 
lich ferne Gerade der Ebene er- 
halten werden soll, so müssen in der 
Fig. 7 und 8 alle Punkte I bis VIII 
ins Unendliche rücken, das einge- 
schriebene Viereck wird zu einem 
Sehnenparallelogramm, und 
nach Satz 2 a wird 

«) j e d e s eingesehrieb eneV i e ]■ e c k , 
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Ei-kl. 126. Nach dem zweiten tter 
vorgenannten Gesielitspitnlcte wird die 
nnendlich lerne Gerade zw Geraden 
des Paskai fttr jedes Selinenparal- 
lelogramm, alBO der zu untersneliende 
Punkt zn dessen Mittelpunkt. Die Er- 
gebiiiese ß und <i beider Teile besagen 
. Eigenschalten ui entgegen- 
[■ AuffasMungsriciitimg, f in beiden 
Teilen ist selbstverständlieli nach den 
planimetrischen Eigenschaften des Paral- 
lelogi'amms. Aber gerade daJJ fltr die 
Kurven, welche aus rein geometriselier 
Eraeiigung hervorgegangen sind, auch em 
solcher Punkt besteht, wie der Mittel- 
punkt eines Parallel ogi^amms, das ist das 
hemerkenswei-te Ergebnis. Denn ein 
Punkt, der für alle durch ihn gehenden 
Sehnen der Kurve Mittelpunkt ist, hat 
auf jeder seiner Sekanten beiderseits 
gleichen Abstand nach dem Kui-venpunkt, 

1 als Mittelpunkt der Kur 
ang* 



dessen Diagonalen durch P gehen, 
ein Sehnenparallelogramm, 

/O jedes Tangentenpaar wird 
parallel, dessen Berührungs- 
sehne dnrch P geht. 

7) Auf jeder Sekante durch P 
wird P zum Mittelpunkt der 
Kurvenschnittpnnkte, da sein 
vierter harmomscher Punkt auf die 
nnendlich ferne Gerade fällt. 

ä) Die durch P etwa möglichen 
Kurventangenten berührendieKurve 
im Unendlichen, 

3) Auf Grund der dritten unter 
den zuletzt genannten Eigenschaften 
besitzt eine Kurve zweiten Grades 
einen Punkt, welcher alle durch 
ihn gehenden Sekanten hal- 
biert, also einen KurTenmlttelpimkt. 
Und diesem Punkte kommt zugleich 
noch die ganze Reihe anderer Eigen- 
schaften zu, welche in den übrigen 
Beziehungen ausgedrückt sind. 



Frage 37. Welches sind auf Grund 
der vorigen Überlegungen die Haupt- 
eigensehaften des Kurvenmittet- 
punktes'S 



Autwort. Man erhalt folgende 
Zusammenstellung für den Kurven- 
mittelpunkt: 




Erkl. 127. Von der Parabel w-urde 
schon fi-lUier bewiesen, daß sie überhaupt 
keine parallelen Tangenten besitzt, also 
ist bei ihr auch kein Tangentenparallel 0- 
gi'amm möglich. Dalier geben Figur 26 



Satz 12. Jede Kurve zweiten 
Grades besitzt einen Mittel- 
punkt, d. h. einen Punkt, welcher 
der gemeinsame Mittelpunkt 
aller seiner Sekanten ist. 
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Hnd 27 die Verhältnisse für Ellipse und 
Hyperbel, Dabei sind die Mittel- 
parallelen der Parallelogi'amme (y der 
Antwort 36, 1 und 5, 6 der Figuren 
4 und 5) als selbstvei-ständliche Gei'adeu 
(liu'cli M nicht eingezeichnet. Der Fall ») 
der vorigen Antwort kann nur bei der Hy- 
perbel znti'effend werden; denn nur diese 
wird von der uaendlicli fernen Geraden 
überhaupt geschnitten- Und die Tangenten 
in ilu'en unendlich fernen KuiTenp unkten 
sind als Asymptoten benannt. (Antwort 
der Frage 39 des 2. Teils.) 



Derselbe ist zugleich gemeinsamer 
Mittelpunkt jedes der Kurve 
umgeschriebenen oder einge- 
schriebenen Parallelogramms, 
sowie aller Berührungssehnen 
paralleler Tangentenpaare; 
und er ist der Schnittpunkt der 
Asymptoten bei der Hyperbel. 



Frage 38. Welche Lagebe- 
ziehung besitzt der Mittelpunkt 
bei jeder der drei Kurven- 
gattungenf 

Ei'kl. 128. BuB die Parabel lieinen 
eigentlichen Mittelpunkt haben 
kann, geht auch daraus hei'vor, daJ3 
bei ilir keine zwei Seimen einander 
halbieren können. Dena denkt man 
sich dui'ch irjjend einen Punkt der Ebene 
zwei Sekanten ehier beliebigen Kurve, 
welche diesen Punkt als gemein- 
samen Mittelpunkt liätten, so nulßte 
jeweils der vierte harmonisclje Pnnkt zu 
und dea Kurvensohnittpunlcten im Un- 
endlicben liegen, also mUJäte die unendlicli 
ferae Gerade die Polare dieses Punktes 
sein. Dies ti'ifft zu bei der Ellipse, wo die 
imeudlich ferne Gerade außerhalb der 
Kurve liegt, und bei der Hyperbel, wo 
dieselbe die KmTC schneidet, nicht aber 
bei dei' Pai-abel, welclie von der rmendlieh 
feiTien Geraden berührt wird. 

Erkl. 129. Die Eigentümlichkeit, daß 
der Mittelpunkt bei der Hypeibel 
außerhalb der Kuitc liegt, findet außer 
der Lagebeziehung der imendlicli fenien 
Geraden als Polaren auch fürs Auge 
darin ihre Erl!;lärung, daß die beiden 
Hälften jeder Sekante dui-eli den Mittel- 
punkt nach den beiden getrennten 
Aesten liingeben. Während es aber bei 
der Ellipse ttberbaupt keine Geraden 
durch den Mittelpimkt gibt, weleiie die 
KiUTe nicht treffen, weil ja der Mittel- 
punkt im Innern der KuiTe liegt, ao 
ist bei der Hyperbel der Mittelpunkt ein 



Antwort. Da der Knrvenmittel- 
punkt der Pol der unendlich 
fernen Geraden ist, so muß die 
Lage desselben bestimmt werden je 
nach der Lagebeziehung der unend- 
lich fernen Geraden zur Kurve: 

1) Für die Ellipse ist die un- 
endlich ferne Gerade eine ganz 
außerhalb der Kurve verlaufende 
Gerade; folglich mnß deren Pol ein 
innerer Punkt sein. In der Tat 
liegt der Ellipsenmittelpunkt im 
Innern der Ellipse, kann also auch 
z. B. keine Tangenten an die Kurven 
aussenden, 

2) Für die Parabel ist die un- 
endlich ferne Gerade eine Tangente 
der Kurve; folglich miiß deren 
Pol auf der Kurve selber im Be- 
rührungspunkt liegen. Dieser 
Berührungspunkt der Parabel . 
mit der unendlich fernen 
Tangente ist also der Mittel- 
punkt der Parabel, d, h. die 
Parabel besitzt keinen Mittelpunkt 
im Endlichen, alle nach ihrem 
Mittelpunkt gehenden Geraden 
laufen parallel. 

3) Für die Hyperbel ist die un- 
endlich ferne Gerade eine Sekante, 
da die Hyperbel zwei Punkte mit 
der unendlich fernen Geraden ge- 
meinsam hat; folglich muß deren 
Polpnnkt ein Punkt außer- 
halb der Kurve sein. Es gehen 
vom Mittelpunkt der Hyperbel zwei 
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äußerer Punkt, folglich gibt es durch Tangenten an dieselbe, nämlich 
denselben nicht nur Geraden, welche die die Asymptoten; und die Be- 
Kurve, nämlich die beiden Äste, sehnei- rührungssehne derselben ist eben 
den, sondern auch Geraden, welche die die unendlich ferne Gerade, denn 
Kurve überhaupt nicht treffen, und für jeden Punkt außerhalb einer 
dazu zwei Tangenten an die Km-ve, Kurve ist die Polare die Berührungs- 
Mmlich die Asymptoten. sehne seiner Kurventangenten. 

Erkl. 130. Wenn man zur Unterstützung der Vorsfellung Maßbeziehnngeii 
zu Hilfe nehmen will, so kann mau sich den Übergang von Ellipse durch Parabel 
zu Hyperbel in der Weise vorstellen, daß etwa ein Seheitel der Ellipse samt 
seinem Brennpunkt rmd der zugehörigen Leitgeraden featgelialten wird, und alle 
anderen Elemente gegen die Unendlichkeit hin fortgeschoben werden. Bei diesei- 
allerdings nur als Hilfsmittel aufzufassenden, aber keineswegs als sti-enge Durch- 
führung anzusehenden Entwicklung i-Ucken in stets zunehmende Entfeniimg hinaus: 
erstens der entgegengesetzte Sclieitel der Kurve, zweitens der jenseitige Brenn- 
punkt samt seiner Leitlinie, di-ittens der Mittelpunkt, Ist aber der veränderliche 
Scheitel i.virklich bis in die Unendlichkeit hinansgerüekt, so hat jener Knrvenastbogen 
die &estalt einer unendlich lang gesti'eckten Ellipse angenommen, er wird von der 
unendlich fernen Geraden bertlhrt, und die ganze KuiTe ist zur Parabel geworden. 
Dabei sind ins Unendliche gertlckt der Scheitel der Kurve als Berührung spmikt der 
unendlich fernen Geraden, rmd in denselben BertUiningspnnkt sind hineingerückt 
sowohl der eine Brennpunkt, als auch der Mittelpunkt der Kurve, während die 
rmendlich ferne Gerade zugleich Sclieiteltangente und Leitlinie geworden ist. Beim 
Weitersehreiten vou dieser Voretelhmg aus kann als Beispiel dienen eine gerade 
Linie, welche als Ki'eis mit unendlich gi-oßem Radius anzusehen ist, und den Zu- 
sammenhang ihrer Enden zur geschlossenen Kui-ve durch die eine oder andere, die 
diesseitige oder jenseitige Hüllte der unendlich fernen Geraden ergänzen kann. 
Ebenso kann der Beilihrungsprmkt samt Scheiteltangente der Parabel in der einen 
oder anderen Richtung ins Unendliche gedacht werden, und der "Übergang zur Hyperbel 
geschieht, indem man den Wechsel vollzieht von der einen ziu' anderen Sehrichtui^ 
nach derselben unendlich fernen Lage. Dabei findet eine Ai't Überholung der 
Punkte statt, indem nunmehr beim Wiederhereinkonunen der Elemente aus der 
Unendlichkeit von der entgegengesetzten Seite her der ItGttelpunkt der Leitlinie, 
dem Scheitelpunkt und dem Brennpunkt vorangeht. Denn der veränderliche Scheitel- 
punkt Überschreitet die unendlicli ferne Gerade, der Kiu'venbogen schneidet die 
imendlich ferne Gerade in zwei Punkten beiderseits des vorigen Berähi-ungspimktes, 
und die Km-ventangenten in diesen beiden Punkten, die Asymptoten, treffen einander 
in einem dem Scheitelpunkte voraneüendeu Punkte, dem Mittelpunkte — einerlei 
ob man diese Tangenten in der einen oder anderen Richtung aus ihrem unendlich 
fernen Berühmngsp unkte ins Endliehe hereingezogen denkt. Der Brennpunkt aber, 
welcher im Zustande der Überschreitung der unendlich ieraen Geraden zugleich 
mit dem Scheitelpunkt aui die unendlich feme Tangente und Leitlinie gefallen war, 
bleibt wieder hinter dem Scheitelpunkt znrtlck imd läßt daher auch seine Leitgerade 
wieder vor dem Scheitel vorangehen. So ilicken nunmehr ans dem Unendlichen 
von entgegengesetzter Seite der ursprünglichen Kiu-venwölbung herein: erst der 
Mittelpunkt, dann die Leitlinie, dann der KuiTcnscheitel des zweiten Astes und 
endlich dessen Brennpunkt. Und die beiden Kui'venäBte wenden emauder gewisser- 
maßen die Eückenwölbungen zu, indem sie zwischen sich den Mittelpunkt haben, 
der auf jeder durch ihn gelegten Sekante den Abstand der beiden Schnittpunkte 
mit beiden Aesten halbiert. 
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t;lier die Mitte Ipimktseigenschattüii der Knrvi 
b) Die Kurventinrchme 



Frag« 39. Welche Besonderheiten 
zeigt die Polare eines gegebenen 
Punktes, wenn dieser Punkt auf 
der nnendlieli fernen Geraden 
liegt? 

Erkl. 131. Die Aussage 1 « der neben- 
steheiidea Antwort könnte auch so gefaßt 
■werden, dafi auf der Polaren liegen: die 
Schnittpimkte der beide» Ueradenpaai'e, 
durch welche die Km-veusclinittpunkte 
ii-gend zweier nach P laufenden pai-allelen 
Sekanten kreuzweise verbunden wer- 
den. Von diesen beiden Selinittiiunkten 
liegt natürlich immer der eine innerhalb, 
der andere außerhalb des Parallelstreif ens 
der parallelen Sekanten. Jedoch ist schon 
hier zu beachten, daß wenn P außer- 
halb der Kui've liegt, dann nicht jede 
Gerade durch P auch eine Sekante der 
Kni-ve sein muß. Nur wenn P innerhalb 
der Kurve hegt, ist jede Gerade durch 
P eicher eine Sekante, Dies trifft aber 
bei der Hyperbel nur zu, wenn P auf 
demjenigen Teil der unendlich feriien 
Geraden liegt, welchei inneihalb dei 
Hyperbel fäUt. Denn die beiden Schnitt 
ptuikte der Hyperbel mit dei imeadhuh 
fernen Geraden erzeugen auf diesei ebenso 
wie auf einer im Endlichen hegenden 
Geraden eine inneih'db und eine außei 
halb dieser Punkte ilso eme mnerhilb 
und eine auiäerhalb dei Kui\e liegen le 
Strecke: erstere ermöglicht nni Sekiuteu 
an die Kurve, letzteie entsendet fiii die 
Kun'e Sekanten, T-vngenten und nicht 
treffende Geraden. 

Erkl. 132. Nach dem eisten Gesichts 
punkte der nebenstehenden ^itwort wnd 
der Durchmesser zui PaskalKchen 
Geraden für jedes tibeischlagene ein 
geschriebene Viereck mit parallelen 
Diagonalen, zngleich zur Verbindungs- 
geraden der Mittelpunkte dieser Diagonalen 
und der Bertlhrungspimkte solcher Tan- 
genten, welche zu denselben Diagonalen 
pai-allel sind. — Nach dem zweiten Ge- 
sichtspunkte wird der unendlich ferne 
Schnittpunkt dieser vorgenannten Diago- 
nalen und Pol des Durchmeaeere zum 



Antwort. 1) Wenn die Polare 
gesucht wird zu einem nnendlich 
fernen Punkte P der Ebene, so 
werden die Geraden e und f der 
Figur 7 bezw. 8 parallel miteinander 
und mit x und y, alle Elemente der 
Figur außer dem Punkt P aber 
verbleiben im Unendlichen ; das 
eingeschriebene Viereck wird auf 
jeden Fall zu einem überschlagenen, 
und auf der Polaren p liegen 
nach Satz 2a; 

tt) Die Schnittpunkte der 
beiden Paare von Gegenseiten 
jedes eingeschriebenen überschla- 
genen Vierecke, dessen Diagonalen 
parallel nach P gehen, 

ß) die Schnittpunkte der Tan- 
genten durch die Kurvenpunkte 
aller nach P laufenden parallelen 
Sekanten der Kurve, 

y) der Mittelpunkt der beiden 
Kurvenschuittpunkte auf allen 
nach P laufenden parallelen 
Kurvensekanten, da ja der vierte 
harmonische Punkt P unendlich 
fern liegt, 

(i) die Berührimgspunkte auf 
den beiden nach dem Punkte P 
etwa gehenden parallelen Tan- 
genten. 

2) Wenn umgekehrt durch die 
Konstruktion des Poles einer be- 
stimmten Geraden p ein unendlich 
ferner Punkt P erhalten werden 
soll, so müssen in den Figuren 4 und 5 
alle Geraden 1 bis 8 parallel wer- 
den, das Tangentenviereck erhält 
zwei parallele Nebenseiten, und 
nach Satz 2 ergibt sich: 

k) die Verbindungsgeraden 
der beiden Schnittpunktpaare je 
zweier Tangentenpaare, welche von 
Punkten auf p ausgehen, werden 
parallel nach P; 

ß) die Berührungssehnen je 
zweier Tangenten, die einander 
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Projektivisclie (neuere) Gemiietrie. III. 'l'oil. 



, werden pa 



Punkte lies Brianelinn ffli' jedes 
Tangenteiiviereeit, welches zwei (regpii- 
ecken auf dem Durclimesber liat. — Die 
Teile )' tieider Äntwurten eiitbalten in- 
sofern die gleiche Eigenschaft, als die 
Verbindungegeraden eines Punktes mit 
zwei Sh'eckenpiiukten, deren Mittelpmikt 
nnd nnendlicli fernem Punkte stets vier 
havmonisclie sind. Aiitwovt I7 benennt 
diese vier liarmonischen Punkte, 2/ be- 
sagt, daß die vier Verbindungsgeraden 

nach denselben vier hai-moniaclie Geraden 

sind, — Ebenso besagen die Falle ß und 

d beider Antworten die fi:!«''^!'*' Eigen- 

scliaft des Durelimosners. 

Erkl. 183. Geht man von dem Vor- 

liandenaeiu des Mittelpunktes aus, so 

läßt sich umgekeln-t srliließen, daß jede 

Gerade, Treldie durcli den Mittelpunkt 

geht, iln-en Pol auf der Polaren des 

Mittelpunktes, also in unendlicher Ferne 

haben muß. Mit dem Vorhandeuseui eines 

Mittelpi\nktes ist also das Vorliandensein 

von Durchmessen! von selbst gegeben. 

Auch enthalt ja Antwort 36 bereits einige 

der Eigenscliaften des Durelimessers. Je- 

docli ist es der Yollständigkeit halber 

wichtig, die Eigenschaften der KuiTen- 

durchmesser durch selbständige Ableitung aufzustellen. Der Mittelpunkt zeigt 

eine zentrische (diametrale) Symmetrie der Kurve; dei Duichm s'iei ?<*igt 

eine gewisse Art von axialer Symmeti-ie: Eme halbe Umdrehung rmi don Mittel 

punkt um 180 " bringt jeden Halbstralil eines Durchmessers mit semem Gegenstnlil, 
also jeden Kim'enpunkt mit seinem zenti'iseh symmetrischen oder diametial aegentlbei 

liegenden Kui-venpunkte zur Deckung. Die beiden Hälften der duich euien beliebigen 
Durchmesser luilbierten Sekanten (ly obiger Antwort) lassen sich dagegen nicht 
durch Drehung oder Umldappung zur Deckung bringen: es ist mtht die gcflohnhche 
axiale Symmetrie, sondern eine Art von schiefer Symmetrie so ian^e die 
lialbiei-ten Sekanten zum halbierenden Durchmesser einen schiefen ^ inkel bilden 



auf p sehn 

nach P; 

;') die vierten harmonischen 

Strahlen zu i) und je zwei 

Tangenten, die einander auf p 

schneiden, werden parallel 

nach P; . 

f)) die Kurventangenten durch 

die beiden auf p etwa vorhandenen 

Kurvenschnittpunkte werden 

parallel nach P. 

3) Da jeder unendlich ferne Punkt 
auf der unendlich fernen Geraden 

liegt, so muß die Polare jedes 
solchen Punkles durch den Pol der 
unendlich fernen Geraden gehen, 
also durch den Kurvenmittel- 
punkt. Auf Grund dieser Lage 
zusammen mit der dritten der zuerst 
aufgezählten Eigenschaften nennt 
man jede dieser Geraden einen 
Durchmesser der Kurve. Und 
jedem Kttrvendurchmesser kommt 
zugleich noch die ganze Reihe an- 
derer Eigenschaften zn, welelie im 
vorigen aufgezählt sind. 



Frage 40. Welches sind auf Grund 
der vorigen Überlegungen die Haupt- 
eigenschaften der Kurvendurch- 
messert 

Erkl. 134. Da ein Durchmesser 
der ICiu-ve die Polare eines uirendlich 
fernen Punktes ist, so muß es ebensoviele 
Durchmesser geben, als unendlich ferne 
Punkte. In der Tat ist jede Gerade 
durcäi den Kun'enmittelpunkt ein Durch- 
messer, und es gehen ebensoviele Gerade 



Antwort. Mini erhält Polgende 
Zusanimcnt'assung füi' ilie Kurven- 
durehmesser: 

Satz 13. Legt man durch eine 
Kurve zweiten Grades eine be- 
liebige Anzahl paralleler Gera- 
den, so liegen auf einer be- 
stimmten Geraden durch den 
Kurvenmittel]Dunkt, also einem 
Durchmesser: die Mittelpunkte 
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durch einen Punkt, als Punkte auf einer 
Geraden liegen. Dagegen ist der Mittel- 
punkt selber der Pol der mieiidlicli fernen 
Geraden, also gibt es nur einen ein- 
zigen K-Urvenmittelpunkt, 
unendlieh viele Durelimesser: der 
Pol jedes Durdimeasers liegt auf der 
imendlicli fernen Geraden, und jeder 
Durclimeaser geht durch den Pol 
der unendlich fenten Geraden, 




^-Ä^-' 



r aämtliclieu parallelen Se- 
.ntenstrechen und die Be- 
hrungspnnkte der dazu 
Helen Tangenten, sowie die 
Schnittpunkte der Tan- 
genten in den Kurven- 
punkten aller der parallelen 
Sekanten und die Schnitt- 
punkte der beiden Gera- 
denpaare, durch welche 
die Kurven punkte je zweier 
paraiieler Sekanten verbun- 
den werden. 

Und in der umgekehrten 
A vif fassungsweise : 

f^atz 14. Legt man durch , 
beliebige äußere Punlcte 
eines Kurvendureli- 
raessers die Tangenten 
an die Kurve, so erhalten 
parallele Lage die Tan- 
genten in den Kurven- 
punkten des Durehmessers, 
die Berührungssehnen 
beliebiger Tangenten- 
paare, sowie die beiden 
Verbindungsgeraden der 
Schnittpunkte je zweier 
Tangentenpaare, und der 
vierte harmonische 
Strahl zum Durehmesser 
und jedem Tangen teup aar e. 
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Satz lÖ. Bei der Parab' 

sind sämtliche Durch 
messer parallel 
pei'bel besitzt 
schneidende a 
schneidende 



die Hy- 

sowohl 
nieht- 
Durch- 



esser. (Vgl. Erld. 138, 139.) 



Währenil also Sata 12 mir fUr 
eiiieiieinzigenPinnkt derKluiTen- 
ebene gilt, so besitzt der Satz 13 
bezw, 14 Giltigkeit fUi' imendlich 
viele Greraden bei jeder KuiTe. 
Erkl. 135. Nicht weniger als 
zehn Punkte bezw. Geraden sind 
es, Über welche in den Sätzen 13 
und 14 Angaben geraadit werden. 
Über soviele Elemente also wird 
Verfügung geti'offen, wenn zn 
einem imendlich lernen Punkte , 
die Polare gesucht bezw. zu einem 
Durchmesser der Pol gesucht wird. 
Diese Elemente sind in den Figuren 
28 bis 31 an den verschiedenen 
Kurveng attimgen m Ubeiemstim 
meuder Weise gezeichnet und be 
nannt, nm die gegenseitige Be 
Ziehung heizustellen Es müssen 
zun'lchst, wenn mm lusgeM vom 
Paiallelstiahlenhüschel dei paial 
ielen Sekanten aus dem gegebenen i 
endlich feinen Pulpiinkte, aui tiund des 
Sitzes l*) lutdemDuiehmessei liegen 

die Punkte A und B beaw. K und L als Mittelpunkte zweier aus sillen 

Pai-allelen beliebig ansgewählten Sekaatenpaave a und b bezw. k nnd 1, 

die Puiikte C und D ab Bevllhnmgspunkte der im Pavalielstfalilenblischel 

enthaltenen parallelen Tangenten e und d, 
die Punkte E und P als Schnittpunkte je eines der beiden Taugentenpaare, 
welche m den Kui'venschnittpunkten der Parallelsekanten k und l die 
Kui-ve beillhven, 
die Punkte G und E als Schnittpunkte dei' beiden Geradenpaare, welche 
die Kio-vensehnittpuukte der einen Pai'allelsekante a mit denen einer 
anderen b verbinden. 
Erkl. 136. Sodann müesea, weim man umgekeLj-t ausgeht von einer be- 
liebigen dui'ch den gegebenen Kui'venmittelpunkt gelegten Geraden, auf Grund des 
Satzes 14 parallel werden: 

die Geraden e und d als KuiTentaagenten in den Schnittpunkten des ge- 
wählten Dui'chmessers, 
die Geraden k und 1 als Berührungssehuen der aus beliebigen Punkten E 

und P des Dm-chmessers ausgehenden Kui-ventangenten, 
die Geraden i und o als Verbindungsgeraden der übrigen Eckpimkte des 

Taagentenvierseits der vorigen beiden Tangentenpaare, 

die Geraden e und f als vierte harmonische Geraden zu dem Durchmesser 

und den aus E und P ausgehenden Eui-ventangenten. 

Erkl. 137. Die in den Sätzen 13, 14 bezw. in Erklärung 135 und 136 

aufgestellten Beziehungen der Kurvendurchmessei- sind an den vier Figuren 28 bis 31 

jedesmal einzeln abzulesen und zu vergleichen, damit deren Allgemeingiltigkeit 

erkannt wird. Man erkennt dabei, da£ die Sekantenpaare a, b nnd k, 1 nicht 

gerade unbedingt hätten von einander getrennt gehalten werden müssen: die Punkte 
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E und F hätte man sich aus tlea tluvcli die Kiivveiisclmittpiiiikte von a und b 
gehenden Tangenten erzeugea Icöaneu, bezw. die Punkte G und H aus den Ver- 
bindungs geraden der Kiurensehnittpniikte von k und 1. Jedoch ist der Zusammen- 




hang iwibdien dem nmgestluiehenea imd dem emue&chnebenen Aieiel ktni si 
wesentlichei wie z B hei dei Mittel^ imktseizengung nach Figui 2i bthon d rt 
bitten die beiden ^leie ke getieimt d'iigebteUt -iieiden kennen konnten abei nach 
ohne Veilust dei ÜbereichÜiehkeit veiemigt bleiben Eiei ist dei VoIh*tindi«k6it 
hilbei die getiemite Darstellimg voigezogen worden Im emzehien wud dis draeh 
a lind b heBtimmte behnem lei eck stets em ttbeiscliltgenes lein mU^aen da die 
Paiallelen a und b mcht seine Seiten sondcin seine Ditgmilen weiden müssen 
DageeCn wod das diiicli k und 1 be-stimmte TangentenvieiFieit veischiedene Ligen 
zm Kune innehmen können je nach Lage >on K nnl L zum KuiTenmittelpimkte 
Liegen tUe Punkte K uüd L und damit nnch D mi t T wie m 1 igui "'S auf veracliiedenen 
Seltenem M so entsteht em !(n\eA.e8 ^leiseit welcliem die Ellipse emgeschiieben ist 
hegen K und L bezw E und F > le m Pigiu 31 gleicheiaeitb VDn M hO entsteht 
em konnexes ^iei=(eit m dessen einem Außemaum die Ivnive an^esclnieben ist Bei 
dei Hypeibel kian n\tililich eben owenig wie bei dei Paiabel em Vielheit die 
Kune lunseliheßen, es entsteht dahei immei em kon^e^-es "Vieiseit mit Kui-ven m 
zwei AuBeurAumeu. Die beiden Aste liegen dabei m Figur 30 stets so, daß 
einerseits zwei Tangenten den einen und andererseits zwei den anderen Ast in 
einem der zwei entgegengesetzten Anßenväume bertihren. Dasselbe findet statt bei 
Figur 29, wenn K und L bezw. E und F beiderseits von M liegen. Wu'd aber 
in Figui- 29 K und L und damit auch E und F au! gleicher Seite von M gewählt, 
30 entsteht ein konvexes Viereeit, dessen Tangenten wie bei der Parabel der Figur 31 
im einen Außeiu'aum alle vier denselben einen Hyperbelast beiühren, während 
der andere Hyperbeliwt im entgegengesetzten AuGenraum , des Vieraeita ohne jede 
unmittelbare Berilhiimg zum Vierseit seheinbai- abgelöst frei liegt. 

Erkl. 138. Unterschiede der Diu-clunessereigenscliaften bei den dreierlei 
Knrvengattnnge zege seh besonders hinaiehtlich der Punkte 0, D bezw. der 
Tangenten e, d in den S In ttj unkten des Durohmessers. Da die Ellipse den 
Mittelpunkt imlnneii also jeden Durchmesser zm' Sekante bat, so gibt es bei 
der Ellipse in jede P cht g e uen die Kuito zweimal sehneidenden Dnrchmesser, 
also zwei Tangeiten c dl Bei der Parabel liegt der Mittelpunkt un- 
endlich lern, ilso „M es Durchmesser Überhaupt nur in dieser einzigen 
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Itiithtung-, und julei Duiclimes&pi hifft die Knn , nur uodi iu einem im Un- 
endlichen gele^eueJi Pimkte ^o daß m Figui 31 keiii Punkt D nnd Tangente d, 
souctem nur Piiukt unl riaß'ente e auftieten kum. Bei der Hyperbel aber 
ist der Mittelpunkt ein »lußeiei Punkt, also muß es sowohl Hji) erbeidurclimessei- 
geben, welche die Kiu^e selmeideu, als solche, wel he die Hyperbel nicht schneiden, 
und zwei Hypeibeldtuchmessei müssen die Kiiive bei'Uhren. In der Tat hat 
ja die unendhch ferne Gerade flh die Hjpeibel die Eigenschaft einer Sekante, 
besitzt also sot^ )hl l'nnkte außeihalb dei Kuive — und deren Polaren mltsaen die 
Kurve achneiden — , als Punkte mneihalb dei Kiu-ve — und deren Polaren. müssen 
außerhalb dci Ivune leiliuien — , als auch ?wei Punkte auf der Kurve, — 
und deven Polaien müssen die Kune beiiihien Diese letzteren Taugenten sind 
die vom Hypeibelmittelpunkt nn die Kui-ve gezogenen Tangenten, welche durch 
ihren eigenen Pol liindui chgehen, die is^mptoten Sie bevUliren die KuiTe in ihren 
Schnittpunkten mit dei Polaien des Mittelpunkte«, nämlich eben in den unendlich 
fernen Kiu'venpunkten Demnacli sind die Asymptoten der Hyperbel ebenfalls zwei 
Dtu'chmesser deibelben und zuai diejenigen iielebe im Strahl enbilschel aller Durch- 
messer die sdineidcnden mid nichtsclmeidenden Duichmesser von einander ti-ennen. 
Pigur 29 zeigt einen Duichmessei dci eisten Alt, welclier Eolgilcb zwei Pimkte 
C imd D zwei Tangenten c, d ei/eu^t Pifn.ii 30 zeigt einen Durchmesser der zweiten 
Art, weichei folgli li keine htlmittpunkte C, D und keine Tangenten c, d anfweist. 
Eikl 139. Tedei Duichmessei eniei Kune geht durch den Mittelpmikt, und 

fololicli müssen hei dei Paiabel zwei besondere Eraeheinimgen einti-eten, da diese 

iliien Mittelpmikt im Lnendlichen bat. Als Berllhrungesekne zum Pimkte E ist 

nlmlich in Figiii 31 k die Polare zu Punkt E, enthalt also auf jeder Sekante dui'cli 

E den Meiten haimoniscken Punkt zu E und den Knrvenschnittpunkten der Sekante. 

Auf dem Duichmessei EM sind also vier harmoniaclie Punkte E, 0, K, M CO, 

weil k Polaie tii E odei weil e Polare 

zu K. Und folglich ist C Mittelpunkt 

der Strecke E K^ ebenso ist aber 

auch C Mittelpunkt der Strecke F L, 

weil aucli 1 Polare zu P, bezw. i Polare 

zu L. Legt man ferner bei der Parabel 

(Figur 32) m verschiedenen Eich- 
tungen parallele Sekanten und Tan- 
genten m die Kune so müssen wtets 

DuiLhmessei entstehen duiih ^ eibmdun, 

des Beiühiun^spnnktes einei Tingente 

mit den Mittelpunkten iliiei Pmllel 

Sekanten Diese Duielimessei müssen 

nun abei jedesmal paiallel laiifen null 

dem nnendlicli feroen Mittelpunkt dei 

Paiabel Dies ist m Pigiu 32 du 

gestellt m diei leiscluedeuen Fällen, und 

jedesmal smd eine Tangente c und z«ei 

Paialleheltanten nebst dem lon ihnen 

eizeugten Duichmessei m gleichei Linien "^ 

gattnng gezeichnet, Fui jeden diesei 

Durchmeeser ist der zweite Kurven - 

schnittiiunkt D der unendlich ferne, für jede 

ferne Tangente die parallele Tangente d. In 




:er Tangenten o ist also die unendlich 
r Tat muß die nnendlicli fenie Gerade 



als Parallele zu jeder duvclia Endliche gehenden Geraden angesehen werden. 
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c) Konjugierte Durchmesser, 
frage 11. Welche Zuordnung 



je zweier Uurcbmesser ist schon 
in deren Einführung durch die 
Sätze 13 und 14 festgelegt? 

Erkl. 140. Wenn man in den Figuren 
28 bis 31 die konjugie)-t«n Di\rcliinee8er 
ZOT Dai-steUwng brmgea will, so tiraticht 
mau nur durch den Pmikt M jeweils die 
Parallele m zu den vielen anderen 
Parallelstralüen einzuzeichnen. Dann ist 
m der konjugierte Durchmesser zum 
anderen bezw. dieser andere der kon- 
jugierte zu m. Denn nach Antwort 32 
rmd folgenden geht yon zwei konjugierten 
Geraden die eine durch den Pol der 
anderen iind folglieh aiiel\ die andere 
durch den Pol der einen. Hier wu-d 
dieselbe Zuordnung, welche dort fllr die 
Sti-alilen beliebiger Punkte durch gefUhrt 
wurde, angewendet auf die Sti'ahlen des 
Kui-venmittelpunktea, d.h. auf die Durch- 
messer der Kurve. 

Erkl. 141. Die Einzelheiten der Sittze 
13 und 14, besonders in der neben- 
stehenden Ansdiiieks weise für diese beiden 
Sätze, ließen sich auf Gi-und der Figuren 
28 bis 31 noch mannigfach venuehren. 
So bietet z. B. das emgescliriebene Yieieck 
mit den Paralleldiagonalen a und b den 
Ausgangsprnikt raehriaelier Eigenschaften 
folgender Art' 

1) Veibindet man die K.ur\ ensclmitt 
punkte emei beliebigen ( ei iden i (, dei b) 
mit emem bei ebigen Pimktc (tde H) 
des zui Eichtiuig i k njugier-ten Duich 
messeis sc bestimmen die neuen Kuiven 
Schnittpunkte diesei beiden \ eibind m^ 
geialen miteimndei eine Piiallehek'mte 
b zur voiigen a nnd lie "Veibmdmg« 
geladen die&ei Schnittpunkte (luf bl mit 
den vorigen Schnittpunkten (auf a) ei 
zeugen el enfalls einen Schnittpunkt H 
(cdei {.) auf dem kin]ugieiten Dmrh 
me'^sei 

2} Legt nun duieli eme Kuive lus 
emem behebigen Pimkte fr (odei H) eine 
beliebige Sei ante und zieht luich leien 
E.UH ensclanittpunktp Panllelen zu lern 
dei Richtung 0- M fH AI) koniu_,icrien 



Antwort. Ein Durchmesser wird 
nach Satz 13 erzeugt durch einen 
Parallelstrahlenbüschel, oder ein 
Durchmesser bestimmt nach Satz 14 
selber einen Parallelstrahlenbüschel 
von Sekanten bezw. Tangenten, 
welcher seinen Scheitel im Pole des 
Durchmessers hat. Unter den un- 
endlich vielen Geraden dieses Pa- 
rallelbüschels ist aber immer auch 
eine, welche durch den Mittel- 
punkt der Kurve geht, also wieder 
ein Durchmesser. Man nennt 
daher diesen zweiten Durchmesser, 
welcher durch den Pol des 
ersten geht, seinen konjugierten 
Durchmesser. Man könnte hier- 
nach die Sätze 13 und 14 auch in 
. der Weise formulieren, daß man 
das darin auftretende Parallel- 
büsehel jeweils bezeichnete als 
Büschel von Strahlen, weiche sämt- 
lich zum konjugierten Durch- 
messer parallel seien. Dadurch 
würde Satz 13 etwa folgende Gestalt 
annehmen : 

Zieht man zu einem Durch- 
messer einer Kurve zweiten Grades 
eine beliebige Anzahl paralleler 
Geraden, so liegen auf dessen 
konjugiertem Durehmesser: die 
Mittelpunkte aller Parallel- 
sehnen, die Berührungspunkte 
der Paralieltangenten u, s. w. 
Und ebenso entstände aus Satz 14: 
Legt man durch beliebige Punkte 
eines Kurvendurchmessers die 
Tangenten an die Kurve, so wer- 
den zum konjugierten Durch- 
messer parallel: die Tangenten 
in den Durchmesserschnittpunkten, 
alle Berührungssehnen u. s. w., 
sowie die vierten harmonischen 
Strahlen zu jedem dieser Tan- 
gentenpaare und dem gegebenen 
Durchmesser. 

Zugleich kann festgestellt werden, 
daß der Winkel, welchen ein 
Durchmesser mit einem der 
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Strahlen des ParaÜelatralilen- 
büsehels, z. B. mit der Tangente 
seines Kurvenselmittpunktes bildet, 
gleich sein muß dem Winkel 
dieses Durehmessers mit sei- 
nem konjugierten Durch- 
rnpsser. 



Dm-chnieaser, so liefe™ die Parallelen 
zwei neue Kni'venpnnkte, welche mit dem 
zuvor gewählten Punkte G (H) in einer 
Ueradea liegen. 

3} Wenn eine Transversale a des 
Winkels H (oder G) dnrch den Dureh- 
messer H M lialbiert wivd, so Italbierf 
der Durchmesser H M jede zum konju- 
gierten Durclimesser parallele Trans- 
versale des Winkels H. 

Ei'kl. 142. In gleicher Weise, wie in voriger Erklänmg aus. dem einge- 
schriebeneu Viereck, können aucli aus dem Taiigentenvierseit aeiie Eigenschaften 
abgeleitet werden: 

1) Seimeidet mau die Kui-ventangenten eines beliebigen Punktes E (oder P) 
mit einer beliebigen Parallelen i (oder o) zur Eielitung des zu E M konjugierten 
Dui-elnuesBerB, so bestimmen die zwei neuen Kni-ventangenten Un-er Schnittpunkte 
miteinander ebenfalls einen Schnittpunkt P (oder E) auf dem vorigen Durch- 
messer E M, imd ilue Sehnittpimkte mit den vorigen Taiigenten liefern als Vei^ 
bindungsgeraden wieder eine Parallele zum konjugierten Durehmessei'. 

2) Schneidet man die Tangenten ehies beliebigen Pimktes E (oder F) durch 
ehie dritte Tangente und zieht dm-ch deren Schnittpunkte Parallelen i und o zu 
dem der Edclitimg E M konjugierten Durchmesser, so erzengen die Parallelen auf 
den beiden Tangenten zwei Schnittpunkte, deren Verbin dungsgerade wieder die 
Kurve berühi-t, und zwar so, daß der Schnittpunkt P (oder E) der dritt-en und viei-ten 
Tangente ebenfalls auf dem Durchmesser E M liegt, also die BerlÜmingssehne der- 
selben ebenfalls dem konjngiei-ten Durchmesser pai'allel läuft. 

3) Wenn eine Ti'ansversale k (oder i) des Winkels E {oder F) durch den 
Durchmesser E M halbiert wird, so halbiert der Durchmesser E M jede zum kon- 
jugierten Durchmesser pai'allele IVansversale des Winkels. Hiemach sind z. B. 
die Tangentenabschnitte auf e und d gleich gi-oö zwischen dem Bei-ilhrungspunkt und 
den Tangenten aus E oder P, ferner die Abschnitte auf den Sekanten a und b 
zwischen ihi-en Kurvenschnittpnnkten und den Tangenten aus E und V, sowie die 
Abschnitte auf den Seitanten i und o sowohl vom Dui-chmessei-punkt als auch vom 
Kurvenschnittprmkt bis zu den Tangenten aus einem beliebigen Punlrte des zu 
ihrer Richtung konjugierten Durchmessers. (Man vergleiche die in den Aufgaben 
6(i und 72 aufgestellten allgemeinen SVitze.) 



l'rage 43. Welche Haupteigen- 
schaftender konjugierten Durch- 
messer ergeben sieh aus den bis- 
herigen Überlegungen? 

Erkl. 143. Wenn man nach Erkl. 133 
die Beziehung der beiden lüuvenliälften 
beiderseits eines Dm-ehmessera als eine 
Art schiefer Symmetrie auffaßt, so 
bilden zwei konjugierte Durchmesser ge- 
wissermaßen zwei zusammengehörige Axen 
solcher Symmetrie. Denn immer der 
eine von beiden gibt die Richtung an, 



Aiitivort. Als Haupteigenschaften 
konjugierter Durchmesser 
ergeben sich folgende: 

Satz 16. Von zwei konju- 
gierten Durchmessern geht 
jeder durch den Pol des an- 
dern; jeder halbiert die /.um 
andern parallelen Sekanten, geht 
durch die Berührungspunkte 
der zum andern parallelen Tan- 
genten und ist also selbst 
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parallel zu den Tangenten in 
den Kurvenechnittpunkten des an- 
dern. Die Winkelgröße eines 
Durclimessers mit seinem konju- 
m ist zugleich der Neigungs- 
winkel jedes der beiden Durch- 
messer mit den Tangenten in 
seinen Kurvenpunkten. 



iiacli welcher diese schiefe Symmetrie 
in Bezug auf den andern stattfindet. 
Dev Wiäkel, unter 'welchem diese Sym- 
metrie für einöB beliebig ausgekühlten 
Durchmesser stattfindet, ist bestin 
durch den Winkel dieses DurcluneBsera 
gegen die beiden Tangenten in seinen 
Kui'venpuukten. Ist letzterer Winkel ein 
Bchiefer, so ist die Syrametaie eine 
schiefe; wiü-de letzterer Winkel ein recliter werden, so wnide aucli die Syiiunetrie 
eine rechtwinkelige. Über die mridiche Giöße diebPS Winkels in jedem emzeln 
herausgegriffenen Falle eines beliebigen Paaiee konjugierter Diwclimesser nach 
Graden, Minuten, Sekunden gibt die Maflgeometiie x olIstAndige Auskunft, 



i'rag'e 43. Welche Beziehung zu 
den konjugierten Durehinessern be- 
sitzen die in Satz 12 auftretenden 
Parallelogramm ei 



Antwort. 1) Wird ein beliclüges 
Parallelogramm A B C D 
(Figuren 33 und 34) einer Kurve 




Fig. ay. 



Erkl. 144. Die bisher aufgestellten 
Eigenschaften konjugierter Dm-chmesser 
beziehen sich bloß auf die Definition der 
Kiu'vendm'ohmesser und deren Eigentüm- 
lichkeiten als Polaren unendlich ternerPole; 
aber auch schon die Definition des Mittel- 
punktes der Kurve als Pol der unendlich 
fernen Geraden in Antwort 36 bis 38 ent- 
hält Beziehmigen, aus welelien sieh Eigen- 
schaften der konjagieilen Dui'chmeaser er- 
geben. Diese werden in nebenatehenäer 
AntR'ort abgeleitet. Wälirend aber die in 
SatzlßansgesproclieiienundiuidcnPiguren 



eingeschrieben, eo gehen seine 
Diagonalen AC und BD, also auch 
seine Mittelparallelen p und q 
durch den Mittelpunkt der 
Kurve. Da nun die Mittel- 
parallele p//AB//CD jedenfalls die 
Parallelogramm selten und Kiirven- 
eehnen B C und Ä D halbiert, 
und ebenso die Mittelparallele 
q //' B C // A D di e Parallelogramm- 
seiten und Kurvensehnen A B und 
CD halbiert, so stehen die Durch- 
messer p und q iu derjenigen 
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^ 1 11 Im gestellten Eigeiisciiaiten 
lei IconjiiKieitea Dnichmeasei hU alle 
diese KTiiven%»ttniigen yiemlicli gleich 
wei-tig luftieten id gelten diese neneu 
ana fiu Ellipse imd Hjpeibel da bei dei 
V b 1 w d n nmgeacliiiebene& njcli 
1 b aPuiillclogiamm m g 
i 1 fA 1 d e tilgende Antwm-t 44 

1 EU im 15:) H.) 
E kl 145 D kt man sicli den Diii-ch- 
A C 1 F guren 33 und 34 etwa. 
f ti g 1 und d n Punkt B die Kiu've 
1 hl i d duixhläutt der Wmkel 

ABC U W ikelgröfien, welche an 

dei gewälilten KiiiTe der Peripherie wiiikel 
Aber dem Diu-chmesser A C annehmen 
kann, und stets bilden dabei die Durch- 
messer A C und B D die Diagonalen 
eines elngesehri ebenen Parallel ogi'amniß. 
Beginnt dabei der Punkt B seinen Um- 
lauf im Punkte A, so fallen C B, M B 
und q mit OMA zusammen, B A fällt in 
die Tangente a, also wird p // a. Der 
Wert des Peripheriewinkels G B A, 
welcher gleich dem Winkel (p q) Ist, hat 
also in diesem Crenzfall die Größe des 
Sehnentangentenwinkels (C A, a) ; er 
nimmt dann aber beim Umlatif des 
Punktes B stets verschiedene Werte an, 
bis Punkt B naidi C gelangt ist. In 
diesem zweiten Grenzfalle fallen A B, M B 
und p mit AMC zusammen, B C fällt in 
m die Tangente c, also wird q//c, und 
der Wert des Peripheriewinkels ABC 
= (p q) hat nunmehr wieder die Größe 
cles Sehnentiingentenwinkels (A C, c), 
der nach der einen Seite als spitzer, 
nach der anderen als stumpfer Winkel 
zu nehmen ist. — In jedem der vielen 
so entstandenen Parallelogi-amme sind 
die Mittelparallelen p, q zwei kon- 
jugierte Durchmesser; nur in einem 
davon werden auch die Diagonalen 
zu konjugierten Durohmesseni, wenn 
nämlich H in die Eächtimg des zu M A 
konjugierten Durchmessers fällt, also 
wenn liB/l&llc gewählt wird (s. Fig. 35) 

Ex'kl. 146. Nach Satz 12 müssen die 

Berllhi-ungspunkte A B D unbedhigt 
ebenfalls ein Parallelogramm bilden, weil 
die Tangenten a b c d eines bilden. 



Beziehung zu einander, welche in 
Satz 16 als Gmndbeziehung kon- 
jugierter Durchmesser auf- 
gestellt wurde, indem jeder die zum 
anderen parallelen Knrvensekanten 
halbiert. 

2) Ein eingeschriebenes Parallelo- 
gramm entstellt aber, indem einem 
erstgewählten Durchmesser MAC 
ein beliebiger zweiter MBD zu- 
gesellt wird, also enthält man zwei 
Nachbarseiten, indem man mit den 
Endpunkten Ä und eines erst- 
gewählten Durehmessers einen be- 
liebigen dritten Punkt B der 
Kurvenperipherie verbindet. Und 
da die Mittelparallelen des ent- 
stehenden Parallelogramms jedes- 
mal konjugierte Durchmesser 
werden müssen, so geben auch die 
aus einem beliebigen Kurven- 
punkte B nach den Endpunkten 
eines beliebigen Durchmessers 
A C laufenden Sehnen stets die 
Eichtungen zweier konjugier- 
ten Durchmesser an. 

3) Wird ein beliebiges Parallelo- 
gramm a b c d (Pig. 33, 34) einer 
Kurve umgeschrieben, so ist 
der Schnittpunkt zweier seiner 
Seiten, z. B. (a b) jedenfalls der 
Pol der Berührungsseline AB, und 
(c d) Pol von CD; folglich ist die 
Diagonale q die Polare des Schnitt- 
punktes von A B und C D, oder 
dieser Schnittpunkt von Ä B und 
C D ist Pol von q. Durch denselben 
Schnittpunkt mit Ä B und CD als 
den Verbindungsgeraden der Be- 
rührungspunkte auf den Gegen- 
seiten a und b, e und d geht aber 
nach dem Satz des Brianehon für 
das Vierseit a d b c a auch die 
Diagonale p, und zwar ist dieser 
Schnittpunkt der unendlich ferne 
Punkt von p, weil das Viereck 
A D B C A ein Parallelogramm 
wird. Daher geht p durch den Pol 
von q, oder p und q sind kon- 
jugierte Durehmesser. 

4) Ein umgeschriebenes Parallelo- 
gramm entsteht aber, indem einem 
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Damit jnm filr den dritten Teil der neben- 
stehenden Antwort a nnd h bezw. c und 
(1 als Gegenseiten des Tangentenvieraeits 
im Satz des Briancbon auftreten können, 
mllssen A nnd B hesw. C nnd D Gtegen- 
ecken des eingeacluiebenen Viei-eeks sein, 
also muß letzteres in der Umlanfsweise 
A C B D oder A D B C, ei'steres in der 
entsprechenden Umlaulsweise a c b d bezw. 
a db c genommen werden (vgl. Fig. 90, 7 
des I. Teiles dieses Lehrbnehee). Das 
Tangenteuparallelogramm hat sodann zwei 
Ecken (a d) und (b c) mit Diagonale p 
im Endlichen, und zwei Ecken (d h) 
und (c a) im Unendlichen, deren Dia- 
gonale die nnendlieh ferne Gerade ist- 
üud auf letzterer müssen einander 
sclmeiden, d, k, es mttssen parallel werden 
die G-eraden A B, C D und p. Da aber 
der Schnittpnnkt von A B nnd C D Pol 
zu q ist und p durch ersteren hindnrch- 
geht, Eo ist p wirklich derjenige Knrven- 
drn-chmesser, weicher durch den raiendlicli 
fernen Pol des Durchmessers q hindurch- 
geht, d. h. p nnd q sind konjugierte 
Durchmesser. 

Eibl 147 Deilt m n sich dis im 
gentenpaai a e dei Piguien 33 nnd i 
etwi festliegend imd die langente b he 
Eni-ve nmhnllenl so diichlluft lei 
Winkel (p q) alle die "ftinkelgiößen nntei 
w el hen dei /winchen den Paialleltan 
genten a nnd c ausgeschnittene lan 
gentenabsthmtt dei \ei;lnleihc]ien lia 
gente b ^oni Ivnivenmittelpunkt "M ais 
gesehen w^ld und stets bilden dabei p 
unl q die i)Hgoni!en eines lingenten 
paiillekgiainms Beginnt hierbei die 
lingente b ihien tmlint mit dei Lige i 
Vi fillt (a bl Hiit A <il q mit MÄ zu 
Rimmen (bc) mit dem uuendl ch feinen 
Punkte von c alsi wnd q//a und dei 
Winkel (p ql hat wie m Cikläiung 145 
den Anf-mgswei-t gleich dein Seimen 
tangentenwinkel (C A i) ei nimmt d^nn 
ibei beim Umlauf dei l^iuente b stets 
verathiedene '\\eite <tii bis langente b 
mit c 7usaranienfälit In diesem zweiten 
Gienzfalle fällt (h c) mit f p mit MC 
^isammen (ib) mit dem unendlich feinen 
Punkte vm a al«o wiid q'/c unl le 



erstgewälilten parallelen Taiigenten- 
paar ae ein beliebiges zweites b, d 
zugesellt wird, also erhält iiian zwei 
Naelibarecken, indem man ein erst- 
gewähltps Paar von Parallel- 
tangenten a, e durch eine be- 
liebige dritte Tangente b der 
Kurve schneidet. Und da die Dia- 
gonalen des entstehenden Parallelo- 
gramms jedesmal konjugierte 
Durchmesser sein müssen, so er- 
geben auch die auf einer beliebigen 
Tangente b durch zwei beliebige 
Paralleltangenten a, c erzeug- 
ten Punkte stets die Richtungen 
zweier konjugierten Durch- 
messer an. 

5) Ein Vergleich der Figuren 33 
und 34 mit Figur 19 zeigt, daß die 
Durchmesser p und q zusammen 
mit der unendlich fernen Geraden 
das Dreieck der Nebenseiten eines 
umgeschriebenen bezw. der Neben- 
ecken eines eingeschriebenen 
Vierecks bilden. Dalier bilden je 
zwei konjugierte Durchmesser 
mit der unendlich fernen Ge- 
raden ein Polardreieck der 
Kurve. Und nur in dem besonderen 
Falle, daß das zweite Gegenseiten- 
paar des Tangentenparallelogramms 
mit der Beriihrungssehne des ersten 
parallel gelegt, bezw, die zweite 
Diagonale des Sehtienparallelo- 
gramms mit den zur ersten ge- 
hörenden Kurventangenten parallel 
gewählt wird, — dann entsteht ein 
doppeltes PolaTdreiecknachFigur21, 
indem sowohl Diagonalen als Mittel- 
parallelen beider Parallelogramme 
konjugierte Durchmesser sind, 
(Figur 35). 

6) Man erhält hiernach folgende 
weitere Aussage über konjugierte 
Durchmesser : 

Satz 17. Die Mittelparallelen 
jedes Sehnen Parallelogramms 
imd die Diagonalen jedes Tan- 
gentenparallelogramms einer 
Kurve zweiten Grades sind zwei 
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konjugierte Durehmesser und 
bilden mit der unendlich fernen 
Geraden ein Polardreieck der 
Kurve. 



Winkel (p y) Int ^ledei die (.iioßp iles 

Sehneiit'mg^enteuwiiikels {ÄC c) dei nioh 

dei einen Seite als stiimpfei nacli dei an 

deieii als Spitzel Wmkel zu raesMeii ist 

Man liat also nickt etwa bloß eine ihn 

helle, eondem tatsächlich die'ielhe 

Durehlaufiing des IVmkels (p q) wie m Erkläiiuig 145. — hi jedem der vielen 

Bo entstandenen nmgeacliriebenen Parallelogramme sind die Diagonalen p 

und ,q zwei konjugierte Dnrchmesser; nur in einem derselben werden auch 

die Mittelparallelen konjugierte Durchmesser, wenn nämhch b die Eielitimg des 

zur Eiehtimg a//e konjugierten Durchmessera annimmt, also wenn b//AC gewählt 

wird (s. Fig. 35). 

Erld. 148. InFigm' 35 ist BD//a//e' Fig. 35. 

gewählt bezw. b//AO gewählt. Folglich 

ist hier einerseits sowohl p and q ein 

Paar konjugierter Durehmeseer, und zwar 

zugleich Diagonalen des umgeschriebenen 

Parallelogramms a b c d und Mittelparal- 
lelen des eingeschriebenen Pai'allelogramm 8 

AB CD, als auch andererseits MA und 

MB ein Paai' konjugierter Durehmesser, 
weil jeder durcli die .Bei-iÜirungspunkte 
dei 7um andeien paiallelen Tangenten 
geht Daher mllssen auch A C und B D 
zugleidi Diagonilen emei langeuteu 
paiallelogiamms sem und Mittelpaiillelen 
eines SehnenpaiaUelogiamms ^ ählt min 
nünhch die Ivun eu'jckniltpunkte lon p 

und q ah Ecken eines emgesehiiebenen imd iK Briiihiung'-pmil tL puici nm 
gesehiiebeiien Pai'dlelogiamms, so gehen die beiten des eisteiea paij.llpl At und 
BD die Seiten des letzteien paiillel p und q, die Ecken des eisteien hegen luf 
p und q, die Ecken des letzteien aut AC und BD Und jedesnnl ist dei Vieietks 
Winkel dPh emen Paiallelogiamms gleich dem Diagoimlenwmkel det. andeien und 
umgekehrt — Audi m Figai 3i k nnten p und q nls Diagonalen emes lehnen 
paiallelogiamms gewählt weiden, die Mittelpaiallelen desselben fiUeu dann abei nicht 
mit A C und B D /u=!a,mmen Und ebenao^^ enig fallen in Figiu 33 auf A C und B D die 
Ecken des umgeschii ebenen Paiallelogiamms welches die Kui\en8Chnittpunkte von 
p und q zu Beridiiiingspunkten h'it smdein ebeufills nuf die vorgenannten Mittel- 
parallelen. Wohl abei sind m Figur 6S und 34 wegen des belmenparallelogi'annns 
ABOD die beiden konjugierten Dm-dimesser p und q vier harmonische 
Geraden mit den Diagonalen AC und BD, also bilden aiuh in Figiir .35 die 
beiden zusammeugehoiigen Paare konjugieitei Dnichmesser p, q und 
AO, BD zusammen eine Gnippe von vier harmonischen Geraden. 

Ei'kl, 149. Bei dem Durchlauf des KmTenpunktes B durch den Kurven- 
bogeu AC in Erklüiiuig 145 nimmt der DureJimesser MB der Eeihe nach ]ede 
Lage Kwischen MA und MC an, imd jeder Durchmesser bildet einen bestimmten 
Winkel mit seiner zngehöngen Tangente; und bei dem Umlauf der verälnderlidien 
Tangente b längs dem Kui-venbogen AC in Erklänmg 147 nhnmt die Tangente b 
der Reihe nach jede Lage der ICui-ventangente zwischen A und C an, und jede 
Taugente büdet einen bestimmten Winkel mit ihrem /.ngehörigen Durdimesser. 
Es ti-eten daher bei dem Durchlauf des Knrvenpunktes in ErkUning 145 und bei 
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dem Umlauf der Tangente in Erklaiimg 147 nach Lage und Größe genau die- 
selben Lagen luid gleichen Größen der Winkel zwischen Dm-chmesser und 
Tangente auf, und zwiir jedesmal sämtliche am Kui'venbogen ABC tiberhaupt 
vorkommenden Wijikel. Das sind aber auch sämtliche Winkelgröflen des Winkels 
zTv-ischen Tangeute und Durclimesser an der ganzen Kun'e überhaupt; denn einerseits 
sind die Tangenten an den beiden Endpunkten eüies Dm-clunesaers AB parallel, 
"bilden also auf jeder Seite gleiche Winkel; andererseits gehört zu jeder Tangente b 
eine parallele Tangente d, deren Beiilln'ungspunkt der zweite Eudpuiilct desselben 
Durchmesaei-s ist, so daß auch hier gleiche Winkel entstehen. Man erhält daher 
sämtUehe aa. einer Kurve aufti'etenden Winkel zwischen Durchmesser und Tangente, 
wenn man einen Kurvenpuiikt oder eine Tangente den T)nilait£ von einem Endpunkt 
eines Durchmessers zum andern machen läßt. 

Erkl. 150. In den Figuren 33 imd 34 ist ab cd ein der Kurve umge- 
sehriehenes Vierseit, und p und q bilden mit der unendlich fernen Geraden das 
Dreiaeit der Nebenseiten daxii, also ehi Polar dreisei t der Kurve; ebenso ist AB CD 
in den Figui'en 33 rmd 34 jeweils , ein der Km-ve eingeachriebenes Viereck, 
nud die Schnittpunkte von p und q mit der unendlich fernen Geraden sind zugleich 
die Sehnittpimkte der Gegenseiten dieses Viereclts, bilden also mit M zusammen 
daa Dreieck der Nebenecken und folglich wieder ein Polardreieck der Kuiwe. 
Daher lassen sich m Bezug anf die Figuren 33 und 34 dieselben Erörteiningen 
anstellen, welche in den Antworten der Fragen 26 bis 31 über das Polardreieck 
dnrchgefülirt sind; — dabei muß nnr bei-licksichtigt werdrai, daß anstelle der einen 
Seite des Polardreiecks der Figur 19 die unendlich ferne Gerade eintreten muß. 
Insbesondere erhält man bei Figur 35 den Einzelfall der Figur 21, indem nach 
Erkläi'ui^ 148 sowohl p und q als auch AC nnd BD je ein Paar konjugierte 
Durchmesser bilden. Es müssen daher in Figm-en 33 und 34 schon die in Figur 19 
angegebenen, in Figur 35 sogar die in Figur 21 angegebenen Besonderheiten der 
gegenseitigen Lage bestimmter Pmikte r\nd Geraden aufti'eten. Vergl- Erkl. 112. 
Erkl. 151. Der obenstehende . Satz 17 gibt bestimmte Eigenschaften für die 
Mittelparalleleu von Sehnenparailelogi'ammen nnd für die Diagonalen von Tangenten- 
pai'allelogrammen, aber keine bestimmten Aussagen über Mittelparallelen von 
Tangentenpai'allelogrammen oder Diagonalen von SehnenparaUelogrammen. In der 
Tat sind die Geraden der beiden letatgenamiten Arten ^vollständig willkürlich 
und keinerlei Gesetzmäßigkeit untei-worfen, wohl aber diejenigen der ersteren Art. 
Man kann zwei ganz beliebige Durchmesser der Kruve als MittelparäUelen 
emes Tangentenparallelogi'amms wSlden, d, h. man kami zu einem parallelen 
Tangentenpaar jedes beliebige zweite Paar zur Bildung eines Tangenten- 
parallelogi-amms hinzunehmen, — mau kauu aber dui-chaiis nicht zwei beliebig 
gewählte Durchmesser als Diagonalen eines Taagentenparallelogramma verwenden, 
sondern nur zwei konjugierte Durchmesser. Ebenso kann man z^vei ganz 
beliebige Durchmesser der KmTC als Diagonalen eines SehnenparaUelogramms 
verwenden, denn jedes beliebige Dru'chmesaerpaar bestimmt auf der Kur-ve die Ecken 
eines eingeachi-iebeneu Parallele granims, — man kann aber durchaus nicht zwei 
Tjeliebig gewählte Durchmesser als Mittelparallelen eines Sehuenpai'allelogramms 
nehmen, sondern nur zwei konjugierte Durchmesser 



Kvage H. Welche Besonder!) ei ten 

zeigen die konjugierten Durchmesser Antwort. Da die Kurvenrfureh- 

bei den drei Gattungen der Kurven messer alle durch den Kurven- 

zweiten Grades^ mittelpunkt gehen, so besteht 
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Ei-kl. 152. Auf jedem Ellipsen- 
durelimesser gibt es unendlieii viele 
Punkte innerhalb der Kui-^e, imendlicli 
viele Puiiltte außerlialb der K-ui-ve imd 
zwei Pniikte airf der Kurve, die 
beide im Endlichen liegen. 

Auf jedem Parabeldurchmeeser 
gibt es unendlich viele Pmikte inner- 
halb der KuiTC, rmendlicli viele Punkte 
außerhalb der Kurve nnd zwei Punkte 
auf der Kurve, deren einer im End- 
lichen, deren anderer im Unendlichen Hegt. 
Auf einem schneidenden Hyperbel- 
diirchmesser gibt ea (ebenso wie auf 
jedem Ellipsendurdimesser) unendlich 
viele Punkte innerhall) der Kui-ve, un- 
endlich viele Punkte außerhalb der 
Kurve nnd zwei Punkte auf der 
Kurve, die beide im Endlichen hegen. 
Auf einem niehtschneidenden Hy- 
perbeldurchmesser gibt es bloß unend- 
lich viele Punkte außerhalb der Kuiwe, 
keine hnierhalb nnd keine auE der 

Auf einer Hyperbelasymptote gibt 
es r\n endlich viele Punkte außerhalb 
der Kmwe, keine Punkte innerhalb der 
Koi've und einen Punkt auf der Kiu've, 
welcher unendlich fem liegt. 




Fig. 36. 

Erkl. 153. Denkt man sich (tig. 36) 
irgend einen Kui-venb ^en emei Kurve 
zweiten Giades in hehebioei ßiihtung 
A— B — C dm ihhuien und ni jedem 
seinei Punkte die langente gezogen 
und je eine Verb mdimgs gerade emeiseits 
nich einem Paukte J auf dei Innenseite, 
aiideieiseite nach einem Punkte JC nuf 
dei Außenseite des Bogens, so zeigt die 



zunächst der engste Zusammenhang 
zwischen den Eigenschaften der 
Durchmesser der dreierlei Kurven 
überhaupt und jenen des Kurven- 
niittelpunktes, welche in Antwort 38 
erörtert wurden. Dazu gesellen sich 
dann noch die besonderen Eigen- 
tümlichkeiten der konjugierten 
Durchmesser. 

1) Für die Ellipse ist der 
Mittelpunkt ein Punkt inner- 
halb der Kurve, also sind sämt- 
liche Durchmesser Sekanten der 
Kurve und treffen dieselbe in zwei 
Punkten, Dieselhe Eigenschaft 
kommt also auch unterschiedslos 
je zwei konjugierten Durch- 
messern der Ellipse zu; und zu 
einem beliebigen Durchmesser p 
(Fig. 33) kann man den konjugierten 
q finden entweder durch Halbierung 
einer zu p parallelen Sekante AB, 
oder durch ein sich auf p schneiden- 
des Tangentenpaar b, c mit seinen 
Paralleltangenten a, d. Das von 
dem konjugierten Diirehmeaser mit 
der unendlich fernen Geraden ge- 
bildete Polardreieck hat eine 
Ecke, nämlich den Kurvenmittel- 
punkt, innerhalb der Kurve, die 
zwei anderen Ecken auf dessen 
Polare, nämlich der unendlich 
fernen Geraden, also außerhalb der 
Kiirve. 

2) Für die Parabel ist der 
Mittelpunkt der unendlich ferne 
Kurvenpunkt, in welchem die 
Parabel die unendlich ferne Gerade 
berührt; dorthin laufen also sämt- 
liche Parabeldurchmesser, Eben- 
dahin läuft aber auch jede Parallel- 
sehne zu einem beliebigen Dureh- 
messer: d. h. jede Parallele zu 
einem Durchmesser ist selbst ein 
Durchmesser, kann also nicht im 
Endlichen halbiert werden. Daher 
besitzt die Parabel keine ein- 
geschriebenenParallelogramnie, also 
im eigentlichen Sinne auch keine 
konjugierten Durchmesser, Das 
letztere folgt auch aus der Tatsache, 
daß die Parabel keine parallelen 
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Beubailttuiis dei UmtLi'eliungsriclitungen 
fulg enden Unteisdued: 

Die nnendlicli feinen Punkte der Tan- 
geuten ui A, B (Vig. 36) dui-cldanfeu 
die imendlicli feine G-erade im IJmlauf- 
smne mit dem Uhrzeiger, die Verbin- 
dimgegeiaden lÄ JB, JC dFelien sieh 
ebenfalls mit dem TJlirzeiger, die Vei- 
bindimgsgeraden KA, KB, KC dagegen 
drehen sich gegeu den Uii'zeiger. Daher 
haben die Kurvensekanten des inneren 
Punktes die gleiche, die Knrven- 
sekaiiteii des äußeren Pimktes dagege» 
die entgegengesetzte Umlauf srichtung 
■wie die Tangenten der von diesen Se- 
kanten geti'offenen Kur venp unkte. Nim 
hat fiir die Ellipse der Mittelpmikt die 
Lage des Punktes J, fltr die Hyperbel 
die Lage des Punktes K; und die Pa- 
rallelen durch J bezw. K zu den Tau- 
geuten in ABC gehen die Richtungen 
der zu den Durchmessern JA, JB, JO 
bezw. KA, KB, KC konjugierten Duvch- 
messer an. Demnach erkennt man schon 
aus der Lage des Mittelpunktes zur 
Kurve, daß bei der EUipse der Drehung 
emes Dui-chmessers auch die gleich- 
gerichtete Drehung eines konjugiei-ten 
entspinckt, bei der Hyperbel dagegen 
die entgegengesetzte Drehung des 
konjugierten. Es wird also ein z\yeite8 
konjugiertes Durchmesse i-paar JB, 5ß bei 
der Ellipse zu einem ersten Paar JA, J« 
in getrennten Wiiütelränmen liegen, 
d. h. JB im Inneuwmkel von JA, J«, 
und 3ß im Nebenwinkel. Bei der Hy- 
perbel dagegen liegt eiu zweites kon- 
jugiertes Durchmesaerpaav KB, Kß im 
gleichen Winkelraume des ersten Paares 
KA, K« — beide im Imienwinkel oder 
beide im Nebenwinkel, 

Eifel 154 Bei dei Piiabel \a 
Bälgen alle ^ Jistehenden Eiwrigimgen 
denn dei Mittelpunkt liegt Ymeiidbcli fem, 
wUide alsD in Tigui 3b mit T nnendlidi 
iveit nach lethts odei mit K unendlich 
weit nadi Imk^ üb ei einstimmen kjnneu 
Es i'^t eben die unendhoh ferne fTonde 
selbei 4l8 konjugieitei Diuchraessei zu 
jedem andeien luliufi'.heii und dihei 
iPilififu die An^ibei iil '■i 1 Gi De 



Tangenten, also kein Tangenten- 
parallelogramm besitzt. Vielmehr 
ist jede Tangente parallel zur un- 
endlich fernen Geraden, wobei 
letztere als Kurven tangente auf- 
gefaßt wird. Andererseits könnte 
mandieunendliehferne Gerade, da sie 
auch durch den Parabehnittelpunkt 
geht, als einen Parabeldurchmesser 
auffassen und sie dann jedem an- 
deren Parabeldurchniesser als kon- 
jugierten zugesellen. Das Polar- 
dreieck derselben schrumpft dann 
SD zusammen, daß in die unendlich 
ferne Gerade selber zwei Seiten des- 
selben hineinfallen. 

3) Für die Hyperbel ist der 
Mittelpunkt ein äußerer Punkt, 
folglieh gibt es bei der Hyperbel 
dreierlei Durchmesser, nämlich 
je beliebig viele schneidende und 
nichtselmeidende, und zwei be- 
rührende. Die beiden letzteren sind 
die Asymptoten der Hyperbel: 
sie trennen die sämtlichen schnei- 
denden Durchmesser (innen und 
außen) von sämtlichen nicht- 
schneidenden Durchmessern, Ein 
schneidender Durehmesser hat 
seinen Pol außerhalb der Kurve 
und trifft die unendlich ferne Gerade 
in einem Punkte innerhalb der 
Kurve, folglieh gibt es zu demselben 
keine parallelen Tangenten, 
deren Berührungssehne den konju- 
gierten Durchmesser liefern könnte. 
Wohl aber gehen durch die Kurven- 
sehnittpunkte des Durehmessers" 
zwei parallele Tangenten, welche 
die Richtung des konjugierten 
Durchmessers bestimmen. Letz- 
terer geht also durch einen außer- 
halb der Hyperbel liegenden 
Punkt der unendlich fernen Geraden, 
und folglich hat jeder schneidende 
Durchmesser als konjugierten 
einen nichtschneidenden. — 
Umgekeiirt hat ein nichtschnei- 
dender Durchmesser seinen Pol 
innerhalb der Kurve und trifft 
die unendlich ferne Gerade in einem 
außerhalb der Hyperbel liegenden 
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und Lage der Winkel zweier konjugierten 
Durchmesser ilu-e Bedeutung. Was aber 
aueli bei der Parabel bestehen bleibt, 
ist die Winkelbeziehung zwischen den 
Kurvendur chmesseni und den Kurven- 
tangenten in deren Knrvenpunkten. Dieser 
Winkel nimmt bei Durchlauf un^ des 
Parabelbogens ebenfalls verschiedene 
Werte an, und die Untei-suchungen bei 
Ellipse und Hyperbel aber die Winkel 
konjugierter Durchmesserpaare beziehen 
sich bei der Pai'abel auf den Winkel 
ihrer Tangenten mit dem Durelimesser des 
Berithrungspunktes. Jeder Dm'chmesser 
der Parabel bleibt Axe einer Art schiefer 
Symmetrie, und deren Eielitung wird 
nicht durch einen geometrischen Durch- 
messer, sondeni bloß durch die Tangenten- 
richtung angegeben. 



Punkte, folglich gibt es zu dem- 
selben zwei parallele Tangenten, 
deren Beriihrungssehne den konju- 
gierten Durehmesser liefert. 
Letzterer trifft also beide Äste der 
Hyperbel, und daher hat auch 
wieder jeder n ich tsehneid ende 
Durchmesser als konjugierten 
einen schneidenden. In der 
Tat liegt der Kurvenmittelpnnkt 
als erste Ecke des Polardreiecks 
der konjugierten Durchmesser 
außerhalb der Kurve, folglich 
muß von den auf der unendlich 
fernen Geraden liegenden beiden 
anderen Eckpunkten desselben der 
eine auf der inneren, der andere 
auf der äußeren Strecke der un- 
endlich fei-nen Geraden liegen. — 
Eine Hyperbelasymptote endlich 
ist zugleich Kurvendurchmesser und 
Kurventangente; ihr Pol ist also 
ihr eigener Berührungspunkt, und 
dessen Verbindungsgerade mit dem 
Mittelpunkt, nämlich der zur 



Erkl. 156. Bei der Ellipse konnte 
zur Herstellung des konjugierten Durch- 
messers zu einem- gegebenen vei-wendet 
werden 1) eine zum gegebenen Durch- 
messer parallele Seime, 2) eine zum ge- 
gebenen Durclmiesser pai'allele Tangente, 
3) eine Tangente im Kui'venschnittpunkt 
des gegebeneu Durchmessers. T 
Hyperbel bleibt der erste Weg, nämlich 
die Verwendung der Parallelsekautea ftlr 
beiderlei Durchmesser erhalten; von den 
zwei anderen Mittebi aber erlaubt der 
sehneidende Durchmesser nur das 
diitte anzuwenden, nämlich die Tangenten 
in seinen KuiTenaehnittpmikten, — 
nie htsch neidende Durchmesser 
das zweite, uÄmlich der parallelen Tan- 
genten. Demnacli ist aber bei der Hyperbel ein Seimen- und Tangentenparallelo- 
gramm von der in Figur 35 und Erldäning liS fltr die Ellipse vorgestellten Art 
nicht möglich. Denn da von zwei konjugierten Hyperbeldurchmesseni nur der 
eine ein sehneidender sein kann, so kann nie ein Sehnenpai'allelogi-amm der Hyperbel 
als Diagonalen zwei konjugierte Durchmesser erhalten. Dasselbe geht auch aus 
der Ausfilhrang in Erklaning 153 hervor, denn in der Figur 35 bilden die beiden 
Durchmesserpaare vier harmonische Geraden; bei der Hyperbel aber kann diese 
Lagebeziehur^ zwischen zwei konjugierten Durchmesserpaai-en nie einti-eten, da ja 
nach Erklärung 153 jedes konjugierte Durchm esserpaar der Hyperbel nicht in den 
getrennten, sondem in den gleichen Winkelräumen eines anderen Paares liegen muß. 



fällt mit eben dieser Asymptote 
selber zusammen. Und nach den 
Ergebnissen der Antwort 33 bezw. 
Erklärung 119 müssen zu den 
Asymptoten als Kurventangenten 
aus dem Mittelpunkt auch je zwei 
konjugierte Durchmesser der Hy- 
perbel harmonisch liegen (vgl. 
die folgende Antwort 45). 



Frage 45. Welche Eigenschaften 
der Hyperbel ergeben sich aus der 
Stellung der Asymptoten unter den 
konjugierten Dnrchmesseru? 



Antwort. 1) Um die Stellung- 
der Asymptoten unter den kon- 
jugierten Durclimessern im be- 
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Erkl. 156. Um Figur 211 fllr die 
Asymptotenerlclänuig zu verwenden, ksinn 
natürlich nur mit den Punkten Q oder R 
gearbeitet werden, bezw. zu q oder r 
als schneidenden Geraden der Pol ge- 
sucht werden; denn die unendlich ferne 
Gerade, welche den Mittelpunkt als Pol 
erzengt, ist nicht wie p in Fig. 23 eine 
außerhalb derlCurve verlaufende, sondern 
eine Sekante. Die Figur 23 liefert also 
die Lehre von den Asymptoten, entweder 
indem rnan r unendlich fern schneiden 
läßt, also R zum KniTenmittelpimkt 
macht, oder indem man q imendlich 
fem eehneiden läßt, also Q zum Kurven- 
mittelpnnkt werden läßt. Sowohl p, q 
mit Tangenten von R, als auch p, r mit 
Tangenten von Q sind vier harmo- 
nische Geraden, 




Erkl. 187. Vergleicht maji die Figuren 
8 imd 37, so ist beidemale P ein Punkt 
außerhalb der Kui've, p eine schneidende 
Gerade, und zwar in Figur 37 die un- 
endlich ferne Gerade. Daher kann diese 
letKtere nicht wie in Figur 8 die innere 



sonderen zu studieren, kann man 
zurückgellen auf Figur 23 Seite 62. 
Ist dort Q Pol von q, so sind auf 
jeder durch Q gehenden Sekante 
r vier harmonische Punkte: P, Q 
und die Kurvenschnittpunkte auf 
r. Werden in den beiden letzteren 
Punkten die Kurven tan gen ten 
gezogen, so müssen dieselben ein- 
ander in einem auf q liegenden 
Punkte R selmeiden, also bilden 
sie mit KP und RQ die Verbin- 
dungsgeraden von R nach vier har- 
monischen Punkten, d. h. sie sind 
vier harmonische Strahlen. Für 
die Hyperbel wird nun E zum 
Mittelpunkt, r zur unendlich fernen 
Geraden, also p und q zu zwei 
konjugierten Strahlen des Mittel- 
punktes, d, li, zu zwei konjugierten 
Durchmessern; und die Tangenten 
von R werden zu den Asymptoten: 
sie trennen harmonisch je zwei kon- 
jugierte Strahlen durch R. 

2) Zum gleichen Ziele gelangt 
man, indem man die der Figur 34 
analoge Figur 37 als unmittelbares 
Ergebnis der Fig. 8 entstehen läßt. 
Wird nämlich Fig. 8 in der Weise 
entworfen, daß man als Kurve eine 
Hyperbel und als p die unendlich 
ferne Gerade wählt, so muß Punkt 
P der Kurvenmittelpunkt M werden, 
also alle Geraden durch M zu Durch- 
messern. Nun wird in Figur 8 
(und 37) wegen des Sehnenviereeks 
ÄBCD nicht nur die Gerade p die 
Polare zu P, sondern auch die Ge- 
rade P II die Polare zu Punkt I, 
also die Punkte I, II liarmonisch 
zu VII und VIII, und folglich die 
Strahlen PI, PH konjugierte 
Strahlen harmonisch zu x und y. 
In Figur 37 ist daher auch der 
Durchmesser M I konjugiert zum 
Durchmesser M II, und beide har- 
monisch zu den Asymptoten x und y. 

3) Hiernach müssen auf jeder be- 
liebigeu Sekante oder Tangente der 
Hyperbel vier harmonische Punkte 
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btieeke ilei Prmkte AC und TD treHeii, 
sfndem leien lußeieii Kium d, h, Ä 
lUiT B fillen mt ilen einen C und D 
•iuf den Andeien Kiiivenast. Alle 
Punlcte ^on p filleu inis Unendliclie, die 
Geladen nach die'sen l'unkten mllssen 
paiillel wuden imd zw^l bleibt in 
Pigm 37 ebeMO wie m Tigm 8: I der 
Solmittpiuikt dei SeUnten AB //OD, U 
dei Schnittpunkt dei Sekanten AD // BC, 
UI dei Schnittpunkt dei paiallelen Tau- 
genten m A und C lY dei Schnittpunkt 
dei paiallelen Tangenten in B und D, 
"\ dei Schnittpunkt yoii e und p, VI der 
Sclmttpuikkt ■( >n 1 und p MI der Be- 
i-lÜLiungspunkt dei Tangente x uns P 
mdielvui^e, mmheh dei eine Schnitt- 
punkt MMi p mit dei Kuive VIII der 
Beillhningspunkt dei ring;ente y äus P 
an die Kurve n^rahch dei andere 
Schnittpunkt TOn p mit dei Kui-ve. — 
tXbei die Auffassung eines Parallelo- 
giamioB ilB Vieieck ^^1 Aufgabe 150 
und Figui' 90 des I. Teiles, sowie Aul- 
gabe 48 imd Figur 87 des II. Teiles 
dieses Lelii'buches. 

Ei'kl. 158. Wenn man sicli mehrere 
Paare konjugierter Durchmesser einer 
Hyperbel gezogen denkt, also p, q ; 
p', q'; p", q", so ist jedes dieser Paare 
harmonisch geti'eunt durch die Asymp- 
toten X und y. Folgen also einander 
die Durchmesser p, p', p" in der 
Drehnngsrichtnng gegen x hin, so 
folgen einander auch q, q', q" in der 
Drehungsrichtung gegen x hin, also 
entgegengesetzt dem vorigen Drehnngs- 
sinne- Und wenn ein p'" gauz in x 
einrückt, so fällt auch das zugehörige 
q"' ganz in dieselbe Asymptote hinein. 
Rückt aber etwa p von x ab gegen y 
hin, so dreht sicli auch q bezw. der 
Scbeitelsti'alil von q in entgegengesetzter 
Eichtnng von x ab, und von der anderen 
Seite hei- gegen y hin; und wenn p gauz 
in y hineinßlilt, so filllt gleichzeitig q mit 
y zueammea. Demnach ist nicht etiva 
die eine Asymptote der anderen konju- 
giert, sondern jede Asymptote ist ein 
sich selbst koiijngievter Durch- 



erzeugt werden durch ihren Schnitt 
mit den Asymptoten und irgend 
zwei beliebigen konjugierten Durch- 
messern. Und die Beziehung ge- 
winnt besondere Bedeutung, wenn 
der eine dieser beiden konjugierten 
Durchmesser durch den Mittel- 
punkt der Sehne bezw. durch den 
Beruh ungspunkt der Tangente 
hindurchgeht (Fig. 3S). Denn dann 
ist der andere, nämlich der kon- 
jugierte Durchmesser p'irallel zu 
dieser Sehne bezw. Tangente, er 
trifft sie im Unendlichen, und folg- 
lich wird durch den zugeordneten 
vierten liarmonischen Punkt die 
Strecke zwischen den beiden andern 
Punkten halbiert. Daher haben 
die Äsymptotenschnittpunkte auf 
jeder Tangente oder Sekante der 
Hyperbel beiderseits gleichen Ab- 
stand vom Berührungspunkte 
der Tangente bzw. vom Mittel- 
pimkte der Sehne. 

4) Beiderseits dieses Selmenmittel- 
IJunktes Hegen aber auch schon die 
gleichen Sehnenhälften bis zu 
den Kurvenschnittpunkten, folglich 
müssen auch die auf der Sekante 
zwischen den Kurven selmittpunltten 
und den Äsymptotensehnittpunkten 
eingeschlossene Strecken gleiche 
Länge haben. 

5) Als Ergebnis der Antworten 44 
und 4.5 enhält man daher: 

Satz 18. Je zwei konjugierte 
Durchmesser der Hyperbel 
liegen harmonisch getrennt 
durch die Asymptoten: der 
eine (schneidende) im Innenwinkel, 
der andere (nichts^,hneidende) im 
Außenwinkel derselben. 

Satz 19. Auf jeder Hyperbel- 
tangente ist der Berührungs- 
])unkt der Mittelpunkt 
zwischen ihren Äsymptoten- 
sehnittpunkten. Auf jeder 
Hyperbelsekante entstehen 
gleichgroße Strecken zwisclien Uiren 
Schnittpunkten mit der Kurve 
und I !en Ä. s y mp toten. 
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Evkl. 159. In den Aut\vorteii 19, 21, 23, 24 des U. Teiles dieses Lelir- 
budies sind eine Reüie von MaßbezieliuaigeH aufgestellt, welche fttr je vier liariun- 
nieche Stvalileu gelten. Man kann dahei' aüe jene Ableitimgeii in Auwendruig 
bringen fUr die Bezielinng ziviselien den Asymptoten und jeglicliem Paare konju- 
gierter Durchmesser der Hyperbel. Dabei konnten besondei's die Fonnehi in He- 
tracht, ■welche flir die Halbierungs- 

atrahlen des Winkels der Asymptoten pio-. 3s. 

gelten, weil diesen Geraden, wie sich in 
der Folge . aeigen wird, eine besonders 
■wichtige Bedeutung fltr die Kurve zu- 
kommt, • 

Ei'kl. 160. In Fig. 38 ist pq (bezw. 
p'q') ein Paar konjugierter Durchmesser, 
also p Polai'e des unendlich fernen Punktes 
P auf q, und t[ Polare dps> uneiidlith 
fenien l'unktes Q auf p, p halbieit (m 
Ol) die zn q parallele Sekante A, Bi 
und geht durch den Bei Uhinngsp unkt O, 
der zu q parallelen Tangente CgDii, q 
halbiert in 0^ die zu p piiallele Sekuite 
Ä^B^. Da pqxy vier harmonische Ge- 
raden sind, ati schneiden sie auoli als Sclmitt- 
punkte vier haiTOonische Punkte aus, näm- 
lich auf Ai Bi die vier Punkte Ci Dj Oi Poo, 
aiif A9B2 die vier Punkte CoDjO^Qco, 
anf der Tangente O3 D3 die vier Punkte 
Cd D(i Ob Pc». Unter diesen vier Punkten 
ist aber immer einer unendlich fern, 
folglich ißt diesem zugeordnet der Mittelpunkt der beiden anderen, d. h. O^Ci 
= OiDi, OäCa-^OaDs, OäCa=OeD„. Und diese Überlegung gut vollstilndig 
gleidiai-tig, ob die Sekante nur den einen Kurvenast ti-iftt oder beide Knrven- 
gste. Im ersten Falle liegt der Selmenmittelpunkt im Iiuienwinkel der Asymptoten 
und innerhalb der Kurve, im zweiten Falle liegt der Selmenmittelpunkt im Außen- 
winkel der Asymptoten und anßerlmlb der Kni-ve. Für Tangenten ist nur der 
erstere Fall möglich, da bei ihnen Berührungspunkt und Mittelpunkt zusammen- 
fallen muß, also C3 O3 = Dg Og , d O4 -= D4 0^. 




Eikl 161 Denkt m-in sich m Fjgm i« nicht 7upis{ p und q ge/Ooeu, 
sondern beginnt mit dei Sekante AB so ist siuhei dei duicli dnen Mittelpunkt 
gehende Dm(hmPssei deijenige, de-isen konjugieitei zu AB paiallel ^.^eiden, al&o 
AB im Unendlithen tieffen muß Aub =!okliei tTbeile^^nng tindet man olme Zeiclmung 
des konjngieiten Dnichmesseis, daß nicht nni Mittelpunkt von A und B, solidem 
aucli %on C und D sein mus^ — Ist dieh festgestellt so kann da-* Eigebius des 
vierten leila obeuhtehendei Ants\oit auch duich \dditions bezw Siibti iktions 
itecJmung unmittellni d^lgestellt weiden wie fol^t 



0^0, = Ol Dl 

OiAi^ OiBi 

Ol Ci — OiA, = OiD, — Oj B, 
AiCi = B,D, 



Oj Ol = Ol Dl 

O^Bi — OiA, 

f OiB, — 0,D, + OiA, 
i|C| -= AiDi 
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Mit entgegengesetzten Vorzeichen entstellt ebenso auf AaBj: 
Oä Aa = Os Bj 0. Aa = 0^ B.j 

O3 Cg = O3 Da ,_^^^^ Qa D-j = Qä Cj 

Aj — (_2 = 
A,C 



^O B — (J 1) 
- B D 



Ijezw 



A +0 D -■ 
i D. 



-0 B +0,Cä 
- B C 



Exkl l&i Dei eilte Teil des &atze'j 19 wai sclinn gefunden woiden aiif 
Grimid metristhei Beziehiin^en zwi chen den aa! den Asjmptoten liegenden pio 
jektivisch \ei-flandten Pmiktieihen iin &it7e 22 des II ledes dieses Lelubucliei 
Dazu bildet nun dei /weite Teil de vorstehenden Safzei 1*) die Figflnzmg Beides 
ist abei AH dei voiliegendeu 'Stelle nielit duicli Reüining gefunden weiden sondern 
nui duidi lem piojekti^iselie Bettachtimg wobei die einzige Anlelinuii;, an die 
Maßgeometiie dann beiulit daß dei einem unendlirh fem liegenden Pmlte i\\ 
geoidnete vieite haimcmscbe Punkt tle Mittelpunkt dei beiden uideien /u 
geoidneten Punkte beaciolinet «ud Ebenso wil im ziieitea Teile dieses Lehibuches 
%ii& den Maflbeziehungen dei AsjTnptoten ■jonsti^e metiische Eigeiibcliaften dei 
Hypeibel abgeleitet weidei z B die Gleichung dei Hvperbel m der Behandluiigs 
weise dei nnalyt si-hen Geometiie können also an dei voiliegenden Stelle TJntei 
sucliungen gleicher Ait ingeknllpft und Veibmlungswege zwisiohen den veisiliiedeiien 
Änffaseungfe Uten dei Kuive zweiten Giades beigestellt weiden Endhnli kann auch 
dei zweite Teil de '«atzes l"^ geiideso wie dei eiste H/u benutzt veiden um 
maßgecmetiifiche Kinstiuktionsmethodeu dei H^pcibe! alzileitrn \eigleiche die 
Aufgaben 106, 109, 113, 114 der Aufgab ensainnilung am Schlüsse dieses Teiles. 
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IVage 4:6. Kanu die 

Symmetrie der Kurven zu iliren 
DuTchmesaern auch zur senkrechten 
Symmetrie werden? 

Erkl. IfiS. Nach Erkl. 145 durch- 
läuft der Periplteriewinkel ABC (Fig. 33 
und 34) beim Umlauf des Punktes B 
dureh den KuiTeiibogen AC lauter ver- 
schiedene Werte, Es fragt sieii also, 
ob etwa unter allen diesen aucli einmal 
ein rechter Winkel ist. Dieser wird 
dann die senkreckten konjugierten Durch- 
messer oder Axen liefei-u. Es fi'agt sich 
dann weiter, ob etwa jeder versehiedeii 
gewählte Durchmesser zum gleichen 
Paar von Axen führt, oder ob dui'eli Aus- 
gehen von verschiedenenDurelimeasernver- 
Bohiedene Axenpaai'e entetehen könnten. 
Letztere Fi-age ist aber bereits erledigt 
dnrch den Nachweis in Bvkl. 149, daß 
bei dem genannten Umlauf des Punktes 
B durch den Kni-venbogen AC alle an 



Antwort. 1) Nach .Satz 16 be- 
steht die schiefe Symmetrie der 
Kurven zweiten Grades darin, daß 
jeder von zwei konjugierten 
Durchmeesern die zum anderen 
parallelen Sehnen halbiert. Wenn 
sieh also zwei konjugierte Durch- 
messer finden lassen, welche auf- 
einander senkrecht stehen, so 
ist jeder die Mittelsenkrechte 
der zum anderen parallelen Kurven- 
sehnen, und man hat den Fall der 
axialen Symmetrie im engeren 
Sinne. Nun ist nach Antwort 2 
der Frage 43 bezw. Satz 17 jedes- 
mal ein Neigungswinkel zweier 
konjugierten Durehmesser an- 
gegeben durch den Winkel zweier 
Kurvensehnen, welche von einem 
beliebigen Punkte der Kurven- 
peripherie nach den Endpunkten 
eines beliebigen Durchmessers 
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der Kurve überhaupt vorliandenen "Wiukel- 
gröi3en zwischen Duvclimessev und Tan- 
gente auftreten müssen. Wenn also 
Durehmeaser und Tangente in irgend 
welchen Kuivenpnukten senkrecht sind, 
ao muß jede verschiedene Konetniktion 
zu denselben KuiTeiipnnkten führen, also 
jedesmal dieselben Äsen liefern, 
vorausgesetzt hloß, daß nicht ttberhaupt 
verschiedene Axenpaare vorhanden wären. 
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Erkl. 1Ö4. Sobald das Gebiet der 
reinen projektivischea Geometrie ver- 
lassen wird, stellen sich maß geometrische 
Betrachtungsweisen ein. 8o ist schon 
die Frage luch der Symmetrie der Knr-ven, 
insbesondere nach der axigen SjTnmetrie 
mit senkrechtem Entsprechen gleich- 
großer Sti'eckeir tmd Winkel eine 
meh'ische Auffasanngsweiae. Es kann 
daher nieht Uben-aBcheu, dai3 hier beliufs 
Auffindung der reclitwinkligen Axen auch 
der Satz vom rechten Peripheiiewinkel 
des Kreises herangezogen wird, um die 
Axen der Kui-ve zu finden. In Figur 39 
ist bei der Ellipse und in Figur 40 bei 
der Hyperbel der Durchmesser H.T be- 
liebig angenommen bezw, als beliebiger 
Duvchmesaer aufgesucht. Der Halbkreis 
Über HJ ti-ifft die Kni-ve noch in K 
einerseits HJ bezw. in L andererseits 
HJ, folglieh sind HKJ bezw, HLJ 
rechte Winkel, imd daher sind die zu 
HL bezw. LJ pai-allelen Durchmesser 
AB und CD senkrechte konjugierte 
Durchmesser, 

Erkl. 165. Daß dieselben beiden 
senkrechten konjugierten Durchmesser 



führen. Man muß also einen Punkt 
der Kurvenperipherie suchen, aus 
welchem ein beliebig ausgewählter 
Kurven durehmesser unter rechtem 
Winkel gesehen wird: dann hat 
man die Richtungen zweier 
senkrechten konjugierten 
Durchmesser. 

2) Nach bekannten planimetri- 
schen Beziehungen am Kreise liegen 
aber alle Punkte, aus welchen tine 
gegebene Strecke unter rechtem 
Winkel gesehen wird, auf einem 
Halbkreise über dieser Strecke als 
Durchmesser {Fig. 39, 40). Konstru- 
iert man also über der Yerbindungs- 
strecke der Schnittpunkte eines be- 
liebigen Kurven durehmesser 3 einen 
Halbkreis, stellt dessen Schnittpunkt 
mit der Kurve fest und verbindet 
denselben mit den Endpunkten des 
Durchmessers, so hat man ein der 
Kurve eingeschriebenes Eeclit- 
eek. Die Mittelparallelen dieses 
Rechtecks sind zwei senkrechte 
konjugierte Durchmesser: man 
nennt sie die Äxen der Kurve; 
und da sie die Eigenschaften der 
konjugierten Darchniesser haben 
müssen, so wird die Ellipse von 
beiden getroffen, die Hyperbel 
liur von dem einen derselben. 

3) Bei der Parabel ejBcheint 
anstelle der schiefen Symmetrie in 
bezug auf einen Durchmesser und 
seinen konjugierten dieselbe Bezie- 
hung inbezug auf einen Durch- 
messer und die Richtung der Tan- 
gente in seinem Kurvenschnitipunkt. 
Da nun bei der Parabel alle Durch- 
messer parallel sind, so tritt bei 
der Parabel die eigentliche axige, 
d. h, die senkrechte Symmetrie zu 
demjenigen der vielen Durchmesser 
als Äse ein, welcher die zur Rich- 
tung aller Durchmesser senk- 
rechte Parabeltangente im Berüh- 
rungspunkte trifft, (Vgl. Fig. 32,) 
Ein solcher Kurvenpunkt, in wei- 
chem Durchmesser und Tangente 
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AB ml ( J) mdi hfi dei V/ ilil eiiicb 
alliieren Dm limesseis als HJ entstellen 
müssen, eikennt min an den Figmen 39 
und 4l> elme neiteie^ daraus ilaß man 
etn'.a den Punkt H 1 In^s dei Kmve siüi 
, verselueben llßt Jedeemal läßt sirli zu 
denselbeii k mjugieilen Durelmiessem 
AB und CD alb Mittelpiiillelen em 
eiiigesclii leben es Piiailelogiamm, d li 
ein Sehneniechteck koiisti\neien iho 
wUrde auch umgekelnt ins jedem diesei 
Selmemecliteeke das^ellje A-venpaai AB 
nnd CD entstehe» — Daß Muwobl he: 
Ellipse als bei H'^peibel keine mdeieii 
Axenpiaie als AB nnd CD möglich 
sind, geht aus dei E jl^enden Ceti ithtun, 
über den Kieis hei\ii 



aufeinander senkrecht stehen, hat 
also auch hei jeder Kurve eiue 
besondere Wichtigkeit: er heißt ein 
Scheitel der Kurve. 
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.l'rage 47. Welche besonderen 
Eigenschaften zeigt der Kreis in 
Hinsieht der Axent 





Figo 
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Ei'kl. 106. Die Erz eugmigs weisen des 
Kreises als Kurve zweiten Grades 
aind auarUlirlieh erörtert im Abschnitt 4b 
des zweiten Teiles dieses Lehrbuches. 
Und nach der Zueammenfassnng in Satz 20 
daselbst entsteht der Ki-eia ala Pnnkt- 
kurve unbedingt durch zwei gleieh- 
laufende kongntente Strahlenbüsckel, ala 
TangentenkurvG unter der läcidiiigimg, 



Antwort. 1) Beim Kreise ist 
nach dessen planimetrischeu Eigen- 
schaften jeder Durchmesser eine 
Axe axiger Symmetrie, also jedes 
konjugierte Durchmesser paar senk- 
recht, und in jedem Kurven- 
pnnkte Durchmesser und Tangente 
senkrecht zueinander. Und daß der 
Kreis zu den Kurven zweiten 
Grades der projektivischen Geo- 
metrie gehört, ist durch dessen Er- 
zeugung sowohl aus projektivisch 
vei-wandten Punktreihen, als auch 
besonders aus projektivisch ver- 
wandten Strahlenbüscheln nach- 
gewiesen. 

2) Um zu imtersuclien, ob auch 
eine andere von den Kurven zweiten 
Grades außer dem Kreise ähnliche 
Axeneigenschaften haben kann, 
denke man sieli in Figiir 41 eine 
Kurve mit zwei Paar senkrechten 
konjugierten Durehmesserrichtun- 
gen ÄBJ_CD imd A'B'J_C'D'. 
Dann müssen sich zu einem beliebig 
ausgewählten Kurvenpunkt H dieser 
Kurve folgende Elemente ergeben: 
erstens wegen des Durchmessers 
HM der Kurvenpunkt J im gleichen 
Abstand von M, also HM=M J; — 
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daß die erzeugenden Pnnktreiheii sich 
in bestimmter Lage zueinander betinden. 
Audi als Kegelsclinitt stellt der Kreis 
unter den Kuiven zweiten Grades, denn 
nach dem Satze in Erklämng 184 bezw. 
Evkläiimg 412a des 11. Teils kann jede 
Kui-ve zweiten Grades und jeder Kreis 
durch Projektion in einander ttbergefUhrt 
werden, meist sogar auf beliebig viel- 
fache Weise. 



Ei'kl. 167. Von den Durchmeseern 
AB und CD in Figuren 39 luid 40 hat 
AB bei beiden KniTen bestimmte 
Länge, C D nur bei der Ellipse, weil die 
Hyperbel von diesem Durchmesser CD 
nicht getroHen wird. In Figui' 41 aber 
sind die Durchmesser AB und CD und 
ebenso A'B' und CD' aunä«hst nicht der 
Länge nach, sondern nur der Eichtung 
nacli gegeben, imd daher sind A B C D 
A' B' C' D' nicht als gegebene Kurven- 
punkte aufzufassen. Deshalb ist auch 
nebenstehend immer uui' von Durchmessei- 
richtungen gesprochen. — Wenn 
Winkel AMC in Figur 41 ein rechter 
ist, und A' M im Winkel AMC liegt, so 
muß die zu MA' senkrechte Eichtung 
M C unbedingt in den Nebenwinkel von 
AMC fallen. Hierans erkennt man, daß 
die konjugierten Durclmiessei-paave des 
Kreises in getrennte» Winkelvätunen 
zueinander liegen, und nicht, wie bei der 
Hyperbel, in gleichen Wiukelräumen, — 
eine Bestjitigmig dafflr, daß der Kreis 
wirklich als besonderer Fall einer Ellipse 
aufgefaßt werden muß. 

Erkl. 168. Die n el ta he Sj n et e 
ist auch G-egensta 1 de pla net ifccl n 
Untersuchimg im HI lele ies dese 
Encyklopädie angeho e len Leh b hes 
gebnisse der Fi'age 21 "Wem e e Fip 
so müssen diese gle chgioße W kel im il e 
und dm-cli Umdrel mg um de ¥ ttelp u kt 
sieh selbst zur De k In de Tat müßte 

A' B', C' D' üi Figi 41 — weusedee 
unter gleichen Wmkeln on ■i'i gögß emanle 



zweitens wegen des einen Paares kon- 
jugierter Durclimesserriclitungen 
A B _L C D das Sehnenparallelo- 
gramm H JKL, indem HL//AB//JK 
iindHK//CD//JL; — drittens wegen 
des anderen Paares konjugierter 
Durchmesserrichtungen A'B'lCD' 
das Sehnenparallelogramm HJK'L', 
indem H L' // A' B' // J K' und 
HK'//C'D'//JL'. Es entstehen also 
die Kurvenpnnkte H, J, K, L, K', L' — 
und planimetriachen Eigenschaften 
nach liegen diese alle auf dem 
Kreise um M mit Radius MH. 



kongruente Böge tllcke 1 abe de du 1 D el gen 
gelangten. Der I re s 1 at abe 1 el el" g 
Drehung mit sich selbst zur Deckung. 



3) Durch fünf Kurvenpunkte ist 
aber eine Kurve zweiten Grades 
eindeutig bestimmt; folglich ist 
eben der Kreis um M die einzige 
Kurve zweiten Grades durch H, 
welche die beiden Paare senk- 
rechter konjugierter Durchmesser- 
richtungen haben könnte. Und hier- 
aus geht hervor, daß keine Kurve 
außer dem Kreise mehr als ein Paar 
senkrechter konjugierter Durch- 
messer haben kann. Daher sind 
AB und CD in den Figuren 39 
und 40 tatsächlich die einzigen 
Axenpaare jener Kurve, und man 
erliält den Satz: 

Satz 30. Sobald mehr als ein 
Paar konjugierter Durchinesser- 
richtungen einer Kurve senkrecht 
sind, so sind sämtliche Paare 
ilirer konjugierten Durehmesser 
senk eclt, und die Kurve ist 
e I Kl eis 



1er Phumetie, Doi-t -besagen die Er: 
Axen senkrechter Symmetrie besitzt, 
t,eue samen Schnittpimkt bilden; 
60 " m kommt die Figur mit 
ie z e Axenpaare AB, CD und 
^e A\en der Figur sein sollten, 
tel eil und die Figiir müßte acht 



el A e 



zur Deckung 
md gelangt bei beliebiger 
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Frage 48. Welches sind auf 
Grund der beiden vorigen Ant- 
worten die Synimetrie-Ei}>-en- 
schaften der drei Knrven- 
gattungen! 



Antwort, 1) Aus den beiden 
vorigen Antworten ergeben sieh 
folgende Eigenschaften: 




Erkl, 169, Auf dem StAii dp milde 
der projektiv! sehen Geometrie, 
welche die Strahl enhii seh el zweiter 
Klasse als UmlitlUnngefiguren der Ter- 
binduagsgeraden ziigeordneter Punkte 
zweier in schiefer Lage be&idliclien 
projektivisch vei-wandten Punkti-eihen 
erklärt, imd die Punktreihe zweiter 
Ordnung als Gesamtlieit der Schnitt- 
pindtte entsprechender Sti-ahlen zweier 
in schiefer Lage befindlichen projelctiviseh 
vei'wandten StrahlenbüBchel, — seheint 
zunilchst keinerlei Envai-timg zu bestellen 
auf so enge Zuordnimg innerlialb der 
KinTcueleraente, wie die symmetrische 
Lage nachträglich erkennen läJ3t. Der- 
ai'lige Beziehungen liegen Tvohl von 
vornherein zu Grunde bei den plani- 
met Tischen Erzeugungsweisen 
der Kurven als „geometrischer Orter'^ 
— und man köimte denken, daß 
der Nachweis solcher Beziehungen 
aus der projektivischen Er- 
zenginigsweise ganz besonderen Scliwie- 
rigkeiten begegnen müßte. um so 
übeiTascliender wirkt die Tatsache, üaä 
auch die rein metrischen Eigeu- 
echaiten der Kurve sich ganz von 
selbst ergeben durch einfache An- 
wendung des Gesichtspunktes der 
Polarität auf die unendltcli fernen 
Elemente der Kurve. 



Satz 21. Die Kurven zweiten 
Grades sind symmetrische Fi- 
guren: Ellipse und Hyperbel 
sind asig symmetrisch zu zwei 
zueinander senkrechten kon- 
jugierten Durchmessern als 
Axen und zentriscli sym- 
metrisch zum Kurvenmittelpunkt, 
die Parabel ist axig sym- 
metrisch zu einem ihrer Durch- 
messer als Äxe. 

2) Die Ellipse hat also zwei 
Axen und vier Scheitelpunkte, 
der Kreis hat unendlich viele 
Axen und unendlich viele 
Scheitelpunkte, die Hyperbel 
hat zwei Axen, eine schneidende 
Hanptaxe und eine nichtschnei- 
dende Nebenaxe, ^ und zwei 
Scheitelpunkte. 

Ellipse nnd Hyperbel gelangen 
auch durch Umdrehung um 
1^0 " mit eich selbst zur Deckung. 
Die Parabel hat eine Axe und 
einen Scheitelpunkt; sie gelangt 
nur durch Umklappung um die 
Axe, aber nicht durch Umdrehung 
mit sich selbst zur Deckung. 
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3) Bei der Ellipse wird die längere 
der beiden Axen die Hauptaxe 
genannt, die kürzere die Neben- 
ase. Bei der Hyperbel sind 

die beiden Axen der Symmetrie 
wegen die Halbierungsgeraden 
desÄsymptotenwinkels, nämiieh 
die Hauptaxe des Innenwinkels, 
die Nebenaxe des Außenwinkels der 
Asymptoten. 



Erkl. 170. Die ersten Erschemimgen 
von Eigenschaften der Symmetrie waren . 
die Bezieinmgen zu den Durelimessern. 
Doi-t war wohl an beiden Endpunkten 
jedes Durchmeasera gleicher Winkel 
zwisclien Durchmesser und parallelen 
Tangenten, aber schon die Tangenten an 
beiden Endpunkten einer vom konjn- 
^erten Dnrebraeeser halbierten Parallel- 
sehne sclmeiden zwar einander auf dem 
konjugierten Durehmeseer, bilden aber 
ungleiche Winkel sowohl mit den 
Halbaelmen als mit den zugehörigen 
Durchmeaseni. Das wird anilers bei der 
senkrechten Symmetrie in Beziig auf die A 
(Figuren i2 bis 45) liefert nicht 
seitfl AB, sondeni auch die Tai 
gleiche Wiultel mit der Sehne, 
Paraüelsehnen zu AB, 




Eine Sehne senkrecht AB 

gleiclie Sekautenhälften (Halbsehnen) beider- 

;enten in ihren Endpunkten haben beiderseits 

mit den zugehörigen Durehmessern, mit den 

und sie schneiden einander auf der Axe. Aber nicht nnr 



die der Kurve unmittelbar aiigehörigen Elemente sind symmetriach, sondei-n auch 
die dem ganzen Gebilde zweiten Grades angehörenden Gebilde ereten Grades: Auf 
zwei IVägertangenten, welche vom gleichen Punkt einer Axe ausgehen, entstehen 
durch eymmetrisch liegende Kiu'ventaugenten kongruente Punkti'cihen, in den 
Kui'venp unkten der vorgenaiuiten zu einer Axe senlä'eebten Sehne entstehen durch 
Verbindung mit allen KniTenpunkteii symmebisch liegende kongraente Büschel. 
Sowohl Pnnktreihen. als Strahlenbflscliel der eben genannten Art gelangen durch 
Dmklappung um die Axe zur Uecltung, also sind die Büschel gegenwendig 
kongruent. Es sind aber nicJit etwa kongruent liegende Elemente dieser 
Puukti'eihen oder StralilenbUschel auch projektiviach zugeordnet; dies erkennt man 
sofort daraus, dafi kongiuente Puiiktreihen nur- immer eine Parabel erzeugen, 
kongi'uente Sfrahlenbuschel bei gleicher Uinlauferichtung einen Kreis, bei ent- 
gegengeset/tei nra die gleichseitige Hyperbel, während Ellipse und Parabel 
oder Hyperbel mit Scheiteln auf gleichem Aste überhaupt nur durch gleich- 
wendige BUscliel erzeugt werden können. 



Erkl. 171. Die Eigenschaften 
bedingen die Beziehungen der sog. zeutrischen 
Umdrehung von 180" zur Deckung gelangenden Figi 



einzelnen D u r e h uv e s s e r 



. den durch 
L Abschnitt R 3 
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des di'itten Teiles tler Plammetue heljandelt &md du- Eigenschaften der konju- 
gierten Durelimessei biingen eme Steigerung dieses Sj'mmeti-ieverhältiiisses 
diu-ch das Auftreten einer eigentümlichen schiefen Symmetrie; and die 
Liigebeziehungen zu den Axen hedingen die sig avig« Symmetrie hei den 
durch Unüdappung zur Deckung gelangenden Firmen welche Im Ahschnitt B 2 
des dritten Teiles der Plammetiie behandelt wiid An 1er schon in Erkl. 168 
angezogenen Stelle degselben LehihucheM ist n^ihgeiviesen 1) daß wenn überhaupt 
zwei und uur zwei Symmeti leaxen \ iilnnden bind dann diese senkrecht zu 
einander stehen milssen, und die Figm zuglei h zeutiwch aymmetvisciL sein muß; 
und 2) daß wenn die Figm zentiisch Hymmetiisch ist und zugleich axig 
Bynunetiisch zu einer Axe, dann ncch eine /weite zui ei'sten senkrecht stehende 
Symmetrie A\e vorh'mden sein muß Die Eigebmase der vorstehenden Übev- 
legunaien entspiechen \oUkjmmen diesen Ansfilhiunaen Ellipse und Hyperbel 
n eisen die ebengenannten Figenschiften m einfachem Zusammentreffen auf, der 
Kieis diesellen m bebebig vielfachem Auftreteu die Parabel dagegen, welche 
kerne zentiische Duichmeseeraymmetiie besitzt hat zui ersten Axe keine zweite, 
und da sie umgekehrt keine zweite i\.e besitzt kinn sie auch nicht zenti-isch 
sjmnetr cl hcm 

Eikl 172 Die beiden \ lei 1 11 i^e lli ir 42) scbueideii beide 

die l\.ui\e, und jedei bt,hnittpmikt ist ein öoheitel, d. h, ein Punkt in welchem 
Tangente und Durchmesser senkrecht stehen. Außer diesen vier 
Punkten A, B, C, D besitzt aber die Ellipse keine Punkte, wo Tangente und 
Durchmesser senkrecht stehen. Von den Dui'chmessern des Kreises in Figur 44 
ist jeder eine Axe der Kui-ve, jeder schneidet die Kurve in zwei Sclieiteln: 
beim Kreise stehen in jedem Kurveupunkte Tangente und Dnreluuesser 
senkrecht aufeinander, jeder Kui'venpunkt desKi'eises ist ein Knrveuscbeitel. 
Bei der Hyperbel (Figiir 43) trifft nur die Axe AB die Kurve, die andere 
Axe als konjugierter Durchmesser 7Ai einem seimeidenden Durchmesser kann 
die Kurve nicht ti'cffeu. Daher hat auch die Hypf rbel niu' zwei Axen-Sehnitt- 
punkte, und außer in den Punkten A und B stehen nirgends Tangente und 
Dui-chmesser senkrecht zu einander. Bei der Parabel trifft dasselbe nur in 
dem einzigen Punkte A zu, in welchem die Kurve von derjenigen Tangente 
berührt wird, die auf der allgemeinen Durelimesserrichtmig senkrecht steht. — 
Da die schneidende Axe der Hyperbel offenbar nlihere Beziehungen zur Kurve 
hat als die nichts chneidende, so ist es von vornherein begi'eiflich, daß sie die 
Hauptaxe (wie auch ihr Winkelranm der Innenwinkel der Asymptoten), die 
andere die Nebenaxe !ieÜ3t (ilir Winkelranm der Außenwinkel der Asymptoten). 
Dazu kommt aber für die Hyberbel noch der weitere Gnmd, der auch bei der 
Ellipse die lungere Axe als Hauptaxe gegenüber der kürzeren als Nebenaxe 
auszeichnet, daß nämlich auf der als Hauptaxe bezeichneten Axe dieser 
Kuiwen noch die beiden ausgezeichneten Pimkte liegen, welche auf Gnind 
späterer Untersuchungen als Brennpunkte der Kurve erkannt werden. — Es 
mag hier darauf aufmerksam gemacht werden, daß der im Abschnitt 3e dieses 
Teiles geilUii'te ginmdlegende Hauptbeweis ilir die metrischen Eigenschaften 
der Brennpunkte vom Studierenden auch voraus genommen werden kann, und 
schon an dieser vorliegenden Stelle mit Teretändnis gelesen werden kann. 
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3. Über die involutorischen GebiSde. 



a) InvolLUoriselH' I'iinktuLi 
Frage 49. Was versteht inaji 
unter involutorisehen Gebilden 
überhaupt t 

Erkl. 173. Projektivisehe Gebilde 
kömien auf gemeinsamem IVäger sehr 
verschieden liegen; dabei nmß jedes 
Element des Trägers doppelt aufgefaßt 
werden; einmal als Element des ersten 
Gebildes, dann als Element des zweiten 
Gebildes; und zwar wird infolge der 
projektivischen VeiTFandtseliaft einem 
bestimmten Element, aufgefaßt als 
Element des einen Gebildes, zugeordnet 
ein bestimmtes zweites Element des 
gemeinsamen Ti'ägers, aufgefaßt als 
Element des anderen Gebildes. Wird 
dann letzteres Element auch wieder 
als Element des einen Gebildes auf- 
gefal3t, 80 wird ihm im allgemeinen 
stete zugeordnet sein ein drittes Ele- 
ment des gemeinsamen Trilgei's als Ele- 
ment des anderen Gebildes, Und niu- wenn 
dieser zweite Schritt in der verwandt- 
sthaftliclien Zuordnung nicht zu einem 
dritten Element des gemeinsamen Ti'ägers, 
sondern jedesmal wieder zum gleichen 
ersten Element desselben zuvücktllhit, — 
dann hat man die involutorisehe Be- 
ziehung. 



Autivflvt. Unter einem involu- 
torisehen Gebilde versteht man 
ein auf gemeinsamem Träger 
zusammengelegtes Paar zweier pro- 
jektiviech verwandten Gebilde, 
die in der besonderen gegenseitigen 
Lagebezieliung sich befinden, 
daß einem bestimmten Elemente 
dieses Trägers dasselbe zweite 
Element des Trägers zu- 
geordnet ist, einerlei ob man 
das erste Element als zum einen 
oder zum anderen Gebilde zugehörig 
auffaßt. Man spricht daher statt 
von zweierlei Gebilden in in- 
volutorischer Lagebeziehung auf 
gemeinsamem Träger auch ein- 
facher nur von einem Gebilde 
auf diesem Träger, dessen Ele- 
mente unter sieh in der eben- 
genannten Weise zugeordnet oder 
involutoriseh gepaart seien. 

Diese Art der Zuordnung der 
beiden Gebilde bezw. innerhalb des 
einen Gebildes nennt man Invo- 
lution oder kurzweg auch nur 
Paarung, auch wohl Spiegelung, 
Die Involution besteht demnach 
eigentlich nur unter gleich- 
artigen Gebilden, doch nennt 
man auch ungleichartige Ge- 
bilde dann involutoriseh verwandt, 
wenn das eine von ihnen zu einem 
mit dem anderen gleichartigen 
und mit jenem involutoriseh ver- 
wandten Gebilde sieb in perspek- 
tivischer Lage befindet bezw. in 
diese Lage gebracht werden kann. 



Erkl 174 In dei illgemeiuen Auf 
fasaimg besteht die iiuolutHische Be 
ziehuHo /wisclipn Gebilden jedei Alt 
Punktieihe und Pnnktreihe 'Itiihlen 
biischel und StijdilenbfläPhel Punkheilie 
und fetialilenbtist,hel Fbenenbiisiliel und 
Ebenenblisehel Ebenenhllschel und Punkt 
redie rbenenbUscIiel und btnhlenblischel 
/"Liei ebenen Sistemen zwei Stuhlen 
bündeln einem ebenen Sj -^tem und emem 

'^ti ahlenl lii de! "\on besmdeiei Bedeutung werden aber nur die beiden ersten 
Fille auf i^elche wie bei lei lUgemeraen Piojektivität selber, aucii alle anderen 
/UL ckgeflilnt weiden konuPu 



Frsige 50. Was vei-stehtman dem- 
nach unter einer involutorisehen Anfwort. 1) Unter einer invo- 
Punktreihe oder einem involu- lutorisehen Punktreihe versteht 
torischen Stralilenbüschel? man eine Puuktreihe t, deren Punkte 

Siiclia, PmjolitmaeliB (iioiiero) «uomatrio. in. Tufl. 7 
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F\g»r 46. 

Ei'kl. 175. In Figur 46 sind t^ tg 
zwei zusammenfallende Träger der Punkt- 
yeilien t^ und t^-, dabei heiflen die Punkte 
ÄjCjBiDi der Reihe t^, wenn sie als 
Punkte der Reilie tj aufgefaßt werden, 
der EeiLe nach Bä Dg A, Cg, Ebenso 
sind Si S2 zwei zusammenfallende Scheitel 
der StraLlenbltscliel 8^ S^ ; und hierbei 
fallen die Strahlen a^ e^ t), d^ des Büschels 
Si der Eeihe naeh zusammen mit den 
Strahlen ba da a^ e^ des Büschels Sj. — 
Ea sind also A^^Ag und Bj Bi bezw. Ci Cj 
und DaD^ znaammenf all ende Punktpaare 
der beiden Reihen t^ irndtj, d. h. A^^^Bä 
und Äa=Bi bezw. C^=D.j und G^-^B^ 
sind doppeltentsprechende, ge- 
paarte Punkte bezw. involntorisch 
zugeordnete Punktepaai'e der involn- 
toriechen Punktreihe t. — Ebenso 
sind ai 33 und b^ b^ bezw. Ci Cg und d^ d^ 
zusammenfallende Strahlenpaare der 
beiden Büschel Si imd Sa, d. h. aj^b^ 
und a2===b^ bezw. c^==d^ und Cj^d^ 
sind dop peltentep rech ende, ge- 
paarte Sti'aliJen bezw. involutoriach 
zugeordnete Sti'ahlenpaare des involu- 
torischen Strablenbllschels S. 

Erkl. 176. An Figur 46 erkennt man 
anch die Richtigkeit der letzten Ans- 
sage nebenstehender Antwort: Es ist 



unter sich paarweise derartig 
zugeordnet sind, daß die Punkt- 
reihe aus zwei auf gleichem Träger 
zusanainenfallenden projektivisch 
verwandten Punktreihen ti t^ mit 
je zwei einander doppelt ent- 
sprechenden Punbtpaaren be- 
steht. Sind also Ai Aa irgend zwei 
projektivisch entsp echende Punkte 
der beiden Reihen ti und ta, so 
muß, wenn der Punkt Aj von ta in 
der ersten Reihe ti als Bi bezeichnet 
wird, auch dessen zugehöriger Punkt 
Ba von ta wieder mit Äi von t, zu- 
sammenfallen; und ebenso muß das 
Punktepaar Ci Ca zusammenfallen 
mit dem Punktepaar Da Di u. s. w. 

2) Unter einem involutori- 
schen Strahlenbüschel versteht 
man einen Strahlenbüschel S, dessen 
Strahlen unter sieh paarweise 
derartig zugeordnet sind, daß der 
Strahlenbüschel aus zwei mit 
gleicliem Scheitel zusammen- 
fallenden projektivisch verwandten 
Strahlenbüscheln S^ S-i mit je zwei 
einander doppelt entsprechen- 
den Strahlenpaaren besteht. 
Sind also ai a^ irgend zwei pro- 
jektivisch entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel Si Sj, so 
muß, wenn der Strahl a^ von Sa 
im ersten Büschel Sj als bi be- 
zeichnet wird, auch dessen zu- 
gehöriger Strahl bg von Sa wieder 
mit ai von Si zusammenfallen; und 
ebenso muß das Strahlenpaar c^ Ca 
zusammenfallen mit dem Strahlen- 
paar da dl u. s. w. 

3) Die vorliegende Art der invo- 
lutorischen Zuordnung der Elemente 
innerhalb einer Punktreihe oder 
innerhalb eines Strahlenbü seheis 
wird inabesondere als Punkt- 
involution bezw. Strahlen - 
Involution, wohl auch als 
Punktsystem oder Strahlen- 
system bezeichnet. 

4) Da die involutorische Be- 
ziehung nichts anderes ist als eine 
projektivisehe Verwandtschaft in 
besonderer Lagebeziehung, und da 
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10 wohl die projektivisebe Zuord- 
nung als auch selbstveTständlich 
das Zusammenfallen einzelner Ele- 
mente bei jeder Projektion erbalten 
bleibt, so muß auch ans einem 
mvolntoriscb gepaarten Ge- 
bilde durcb jegücberlei Pro- 
jektionen immer wieder ein 
mvolutorisch gepaartes Ge- 
bilde hervorgehe n. 



■tjj2 ASi,27\tB,i, und fjl^lioh einzeln 
tjAta, t^Att; da abei t^Tu so 11t iiicli 
tgÄt^. Sobald abei A^ nnd Bo zusammen 
fallen, muß auch aj^ und b^ und folglich 
auch Ag und B4 yusammenfallen Also 
smd ts und tj wiedei zwei piojektivisch 
vei'waadte Punktiedien auf gememsimem 
Träger tg,4, und auf diesem TiHgei 
findet clieselhe Alt des ZuBammenfallens 
statt wie im Stjahleutillftcliel S^ bezw 
auf dem Ti-äger t^,,, folglich ist auch 
ts,4 eine involutoi'ische Punkti-eihe, 

ebenso wie fj , g eine involutorische Punkti'eilie bezw. S^, 2 ei» in volutoi'i scher 
atrahlenbUechel ist. — In .genau gleicher Weise ergibt die Figur 46, daß auch 
85,4 wieder ein involutoriecher Sti'ahlenbüschel ist, und ebenso jedes zu Si 8^ pro- 
jektivisebe GebUde ein involutorischea wird, ob es nun mit 8^2 i" perspek- 
tivischer oder in schiefer Lage sieh befindet. Es gibt also z. B-, wenn S ins Unendliche 
gelangt, auch involutorische Parallelstrahlenbüschel, iirid wenn t ins 
ÜHendhche gelangt, auch Pnnktinvolutionen auf der unendlich fernen 
Geraden. 



l'mge 51. Welche Stellen der 
bisherigen Untersuehungeii dieses 
Lehrbuches gaben schon früher 
einen Hinweis auf die i u v o 1 u - 
torischen Gebilde'? 

Iill 17 1 -i 11t dem Shi bei en li-n 
1 es k uempEehlen dip m neben 

btehendei Ant«oi aufgezählten hUlieien 
btellei soigfältig nachzulesen um di^ 
Vei&tändnis ftii die im olutoiisclien Gebilde 
7U unt istUt/ n Aus den all-,6meinen 
Betrachtungen m den AuEgaben des eisten 
Teiles ist als lesondeia nichtig hieihei 
zu beliehen äaä rndn beim Zusammenlegen 
zweier pi ojektivisoheu Gebilde tuE ge 
memsimem Tiägei zu unteischeiden hat 
ob der Duiehlaiifuiigfcsmn det beiden Ge 
bilde dei gleirhe oder dei entgegenge 
setzte wild Damach erhält man nach 
El kl. 291 des eisten Teiles die vieiei- 
lei Beispiele für projektivisch ver- 
-. . f Punktreihen mit gemeinsamem 
\Stvahlenbtlsclie! mit gemeinsamem 

ci 1 'i 1 \' B gleichlaufend mit zwei 
Scheitel J ^ 

bezw. einem bezw. keinem selbstent- 
sprechenden Doppelelemente ; II) u n - 
gleichlaufend mit stets zwei selbst- 
entspr e ohenden D opp elelementen . 



Antwort. 1) Als Vorbereitung 
auf die Untersuchung der involu- 
torisehen Gebilde hat man anzu- 
sehen die Behandlung x^ f 5 ^ 1^ - 
tivischer Gebilde auf gemein- 
samem Träger in den Aufgaben 
83 bis 97, den Aufgaben 106 bis 
108 sowie 122 bis 124 im ersten 
Teile dieses Lehrbuches. 

. 2) Ferner ergab sich das Zu- 
sammentreffen zweier projek- 
tivischen Punktreiiien auf gemein- 
samem Träger mit je zwei 
doppelt entsprechenden Punkt- 
paaren bei der Konstruktion des 
vierten harmonischen Punktes 
zu beliebigen Punkten einer Punkt- 
reihe und zwei festen Punkten der- 
selben in Antwort der Frage 7 und 
Figiir 7 des zweiten Teiles dieses 
Lehrbuches. Man vergleiche daselbst 
Erklärung 25 bis 27 sowie hierunten 
Antwort 62. 

3) Endlich hat sich das Auftreten 
invola torischer Gebilde auch schon 
bemerkbar gemacht in den Be- 
trachtungen über die in Bezug auf 
eine Kurve zweiten Grades polar- 
zn geordneten Elemente: vergl. 
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Antwort der Frage 22 (S. 36) 
Figur 14 und 15 des vor- 
liegenden dritten Teiles dieses 
Lehrbuches. Und dieselbe Auf- 
fassungsweise wiederholte sich bei 
der Untersuchung der in Bezug 
auf eine Kurve zweiten Grades 
konjugierten Elemente in 
Antwort der Frage 34 bezw. Figiir 
24 und 25 dieses Lehrbuches. 



Erkl. 178. Bei der iiivolutorisclien 
Lage der projektivisclien Gebilde auf 
gemeinsamem Träger wird sich ebenfalls 
dieser ebengenanute Unterschied 
fittden, nnd zwai- vom ersten der lielden 
vorigen Fülle nur immer das letzte Bet- 
spiel. Betrachtet man darauibin z. B. 
die Figur 46, so sieht man, daß die 
Reihenfolge ACBD in t^ bezw, S;^ und 
ACBD in t^ bezw. S2 gleichgerichteten 
Umlauf ergeben, daJ3 also zwischen C^ 
und Bi dör dem unendlich fernen Punkt 

Gs von tf zugeordnete Punkt G^ von t,, und ebenso zwischen Ag und Dj der dem 
unendlich fernen Punkt F^ von tj zugeordnete Punkt Pj von t^ wird liegen mttsaen. 
Und wegen des Zusammenfallens Fj^ = G^ muß auch iu Figur 46 der Punkt 
Fg — Gj werden, da nach der Definition nicht niu' die Elementepaare Ai^B^^, 
CiaDai, sondern audi allgemein jedes Punktepaar, z. B. auch Fj^ G^j^ ein selhst- 
entsprechendes Pnnktepaar sein soll. Im Sti'ahlenbiischel Sig fehlt die besondere 
Beziehung zum Unendlichen, folglich sind dort fjg ggi zwei selbstentsprechende 
Strahlen ohne Besonderheit, gerade wie auch a,a b^t oder c^a djj. 



Frage 52. Wie ist das Auftreten 
der einzelnen doppelt ent- 
sprechenden Punktepaare 
gegenseitig bedingt? 



Äntivoi-t. 1) Um das Auftreten 
der doppelt entsprechenden 
Punkt paare zu untersuchen, nehme 
man auf dem gemeinsamen Träger 




Erkl. 179. Zur Angabe der Durch - 
lauf ungsr ich tung eines (.-iebildes 
bedar£ es der Angabe dreier Elemente, 
die nacheinander bei'lüirt werden sollen. 
80 ist in Figur 47 durch die Reilienfolge 
AjBj^Oi angegeben, daß die Reihe t;^ 
durchlaufen werden soll in der Eichtung 
von Aj nacli links ins Unendliche und 
ans dem Unendlichen von rechts herein 
über B. nach C. und ziuiick nach A. 



ti fs der beiden Punktreihen als 
beliebig gegeben an: auf tidiePunkte 
Ai Bi Ol und dazu auf U die Punkte 
A2 ^B 1, Bs == A I und einen will- 
kürlichen Punkt Ca, bezeichnet 
den letzteren in ti als Di und sucht 
nun den dazu gehörigen Punkt D^ 
in ta auf. In Figur 47 liegt das 
Ptinktpaar Ai- Bai durch C,Di ge- 
trennt, in Figur 48 liegt Aia Bg , 
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Für 1^ verlangt die entsp reell ende Keilien- 
folge Aj Bg Ca den Durclilauf ia der 
Kiclitmig von Ag nacli linka über Bg bis 
ins Unendliche und aus dem unendlichen 
von rechts herein über C^ wieder zurück 
nacli A^. Man hat also inFiguv 47 gleiche 
Durchlaufsrichtung dee gemein- 
samen Trägers, weil C^ auf der Innen- 
strecke und Ca auf der Außenstrecke 
des Punktepaares A^ B^, B^ Ag gewählt 
wurde. Man konnte daher schon vor 
der Einzeldurchfttbiimg nebenstehenden 
Beweises vorhersagen, daß Da aul der 
den Punkt C^ nicht enthaltenden 
Strecke A^ B2, also irgendwo auf der 
Iiinenstrecke von A3 B^ sich ergebeu 
mUese; — dal3 Dg auch gerade wieder 
mit Cj . zusammenfallen mllise ist eben 
das für die involutoiibche Lige dei 
beiden Keiheu t^ und t fhiiakteiiatische 
Ergebnis. 

Erkl. 180, In Pigui 48 ist duich 
die Reihenfolge A^ B^ ( ^ angegeben diß 
die Punkti-eihe t^ duidilaufen \\eiden 
soll in der Richtung \on A^ nach rechts 
über B^ und C^ ins Unendliche und lub 
dem Unendlichen von Imks hei zuilUk 
nach 4^ Fiii ta bestimmt die ent 
sprechende Reihenfolge A2 B2 C; die 
DuvohUufuug m dei Eiclitiing von A^ 
nach hnks tlbei B2 ras Fnundliuhe und 
aus dem Unendlichen lon leilits heiem 
über C. wtedei zuittok n\ch Ag Min 
hat also in Figui' 48 entgegenge- 
setzte Durehlaufsrichtung des ge- 
meinsamen Trägers, weil sowohl Oj^ als Ca 
auf der AuU enst recke des Punkt- 
paares Ai Bi, Bg Aj gewählt wurde. 
Man kann daher wieder vorhersagen, 
daß Da auf der den Punkt B3 nicht 
enthaltenden Strecke A.^ Cj, also 
irgendwo au£ der lanenstrecke von 
A3C, sich ergeben mttsse. 

Erld. 181, Das Ergebnis der neben- 
stehenden Untersuchung ist noch in 
einem erweiterten Sinne von Wichtigkeit. 
Die Definition der involutorischen Gebilde 
als Erzeugnis zweier Einzelgebilde mit 
lauter doppelt entsprechenden Elemen- 
tenpaaren lälßt nämlich zunächst die 
Frage offen, oh dies nicht zuviel vci- 



dareh Ci D^ nicht getrennt- 
Man hat daher in Fignr 47 gleich- 
laufende, in Figur 48 nn gleich- 
laufende Punktreihen t^ ta, 

2) Um die Aufgabe auf Be- 
handlung von Punktreihen in ge- 
trennten Trägern zurückzuführen, 
legt man nun durch den Punkt Di 
eine beliebige Grade als Träger tg 
und projiziert die Punktreihe ti ans 
beliebigemSelieitelSj auf tg. Dadurch 
entstehen die Punkte Äs B^ Ca D3, 
deren letztgenannter mitDi identisch 
ist, weil tfl durch Dj hindurchgeht. 

3) Um nun die Punktreihen tg 
und tfi in Beziehung zu bringen, 
wählt man für jede einen Pro- 
jektions-Sc'i eitel, und zwar in beiden 
Figuren 47 und 48 für tg als So den 
Punkt Bs, für t» als ^ den Pnnkt_Bs. 
Dann ist tj,ASi7\tfl ASo und t^Ä^. 
Da aber auch t^ A ta sein soll, so 
muß auch So A Sa ; und da Strahl S3 Ba 
und So Bg zusammen fallen, so sind 
So und Sb in perspektivischer Lage, 
also So Ä Sa. Den vermittelnden 
Träger t^ für So und Sg erhält man 
daher als Verbindungsgerade des 
Schnittpunktes von Sg A^ und So Ag, 
nämlich S^, mit dem von Sa Ca und 
So Cs , nämlich Cg . Der erstere Schnitt- 
punkt wird A4, der letztere C4, und 
zwar Schnittpunkt von t^ und tg ; und 
ti fällt zusammen mit dem Pro- 
jekt! onsstr ah I S, Cj. 

4) Um nun den zum Punkte D^ 
zugeordneten Punkt Da zu finden, 
verfährt man n^ch_ der Zeichen- 
vorsehrift tiASiAtsASoAtiAS^TV^, 
und erhält der Reihe nach die 
Elemente D^ auf ti, S^Dj aus Sj, 
Dg auf tg. So Dij aus So, Di auf ü, 
SaJ>i aus Sa, Da auf i^. Da aber 
t^A^, so muß der' Schnittpunkt 
beider Eeihen selbstentsprechend 
sein, also muß unbedingt der Schnitt- 
punkt von U tmd t? zugleich D4 und 
Da sein; und weil tt mit S, Ci zu- 
sammenfallen muß, so muß auch 
02,4 niit Ci zusammenfallen, 

5) Da hierbei aber das Punktpaar 
C, C^ völlig willkürlich war, so muß 
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1 gt ist d h b tit) 1 it d t 
G b Id b 1 b l tl h 

El t 1 d PI It tp h 1 1 

D b t 1 l fc t 2 g bt l 

Lö g d Zw f 1 da 1 

-wt Iß Udg Ih (111 
t u d m loa D PI It tsi L 

mti 1 h d 1 m li l 

1 P Up 1 d doi h uib 

d gt f % 1 gt ist d ö tu 
Pu ktr d E 1 ft 1 1 PI It 

E t 1 1 t ff t 

E U Ib I F 4 14 

mlÄÄ CLdppH tp hd 
P Upia d mit k P U 

1 { 1 Tl g t 1 d 

Itt St d At t50 db 

bdF ISASAS 

p d 1 t T. 1 '^t 1 1 bll li 

1 h d P U 1 d 1 t ifc 

D KditStlilp dr 

ÄiBCDmlt Igi -tP 
1 t h p t St n d Btl b 
mt w 1 lad It li 1 

mm hö n P 1 8 h b 

W t F 1 d ra 

F b 



h das Zusainnienf allen von Dj 
t Ol jedesmal stattfinden, wie 
ler Oj und C:. gewälilt waren, 
1 daher erhält man die wichtige 
Tatsache : 

Satz 33. Wenn in zwei projek- 

t seh verwandten Punktreihen 

t gemeinsamein Träger irgend 

Paar zngeordneter Pnnkte 

1 ppelt entsprechend ist, so 

d sämtliche Paare zuge- 

dneter Pnnkte doppeltent- 

p-eehend, und die beiden 

P nktreihen liegen involntorisch, 

bilden eine involutorische 

P nktreihe. 



C f d 1 1 It 1 1 1 1 'It 1 1 

I'« 1 Ali TDlipl t 

hEhtb SA BSC 

n I t h St 11 bit 1 1 S b 

kt ft 18A=lBbC&D 

i 1 S M 1 1 daß 1 B 1 g- 

t d h d St 1 p kt U ^ 

d t 1 1 d 

It S t 2 1 It t t 1 d 



Präge 63. Welche Folgerungen 
ergibt der vorige Satz für involu- 
torische Strahienbiischel? 

Erkl 183 Da eia Sü-ahlenbUscliet 
mit Slietel S (Fg 4t) 47, 48) 

keinen neudl eh f e n 1 e^Q den Strahl 
besitzt Bo ist auch d e ünterauchung 
der Du chla fiu gs chti ngen v el einfacher 
als be de P nktiele De- Strahlen- 
htlsetel Si u r g 4 ■« l ebenso wie 
der Strahienbtteciiel Sj^ in Figur 46 durch- 
laufen bei der Reihenfolge 8i Ä^, S^ C^, 
8iBi, Si Dl im Sinne gegen den Uhr- 
zeiger, und der Strahl enh II sehe! 8i Aa, 
8i Ca, 8i Bj, 8i D^ m beiden Figni-en 
ebenfalls im Sinne gegen den Uhr- 
zeiger. — In Figur 48 dagegen hat 
der Stoahlenbhschel 8iAt,8iBi,SiCi,8iDi 
Umlauf im Sinne gegen den Uhr- 
zeiger, aber der Blischel 8^ A3, S^Bä, 
Si Ce, 81 Dj zfligt Umlauf im Sinne mit 
dem Uhrzeiaer. 



Antwort. Man könnte genau die- 
selbe Überlegung, welche in der 
vorigen Antwort für Ponktepaare 
durchgeführt ist, dualistisch über- 
tragen auf Strahlenpaare. Das dabei 
entstehende Ergebnis muß aber das- 
selbe werden, welches auch unmittel- 
bar gewonnen werden kann durch 
Übertragung dee Satzes 22 selbst. 
Man erhält also für Strahlenbüschel : 
Satz 32 a. Wenn in zwei pro- 
jektivisch verwandten Strahlen- 
büscheln mit gemeinsamem Scheitel 
iigeud ein Paar zugeo dneter 
Strahlen doppelt entsprechend 
ist, so sind sämtliche Paare zu- 
geordneter Strahlen doppelt 
entsprechend, und die beiden 
Stralilenbüschel liegen i n v 1 n - 
torisch, sie bilden einen involu- 
toriachen Strahlenbüschel. 
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Da also der Strahl S^ D^ in Figur 47 in dem den Strahl Sj Ci nicht ent- 
haltenden Winkel, alao im Nebenwinkel von AiSiBi liegt, o muß auch S^Da 
in dem den 8 vahl Si 0^ nicht enthaltenden, also im Innenwinkel von AäS^Ba 
erscheinen. Ebenso Hegt in Fignv 48 der Strahl S^ Di in dem den Strahl S^ Bi 
nicht enthaltenden Winkel, also im Nebenwinkel von A^ Si Ci, folglich liegt auch 
Sj Da in dem den Strahl S^ Bj nicht enthaltenden, also im Innenwinkel Äa 8i Cg. 



Frage 54. Welche Unterscheidung 
unter den involutorischen Gebilden 
wird herbeigeführt durch die 
gleiche oder verschiedene 
Umlaufsrichtung der beiden 
zu einem involutorischen Gebilde 
vereinigten Einzelgebilde? 

Erkl, 184. Von den Punkten einer 
Punktreihe hat stete besondere Be- 
sprechung zu finden der unendlich 
fern lieginde. Es wird also die Reihe 
tj^ zn iln'em nnendlich fernen Punlit Fj^ 
einen Punltt P^, und ebenso Reihe ta zu 
ihrem unendlich fernen Punkt Ga einen 
Punkt G-^ als zugeordneten haben. Bei 
aufeinanderliegenden Pnnktreihen fallen 
aber die nnendlich feraen Punkte zu- 
aanunen, also ist gesetzt F^ = G^ imd 
Fä ^= Gl (vergl. Figur 46J. Dieser Punkt 
Pj = Gj, -welcher dem nnendlich lei-nen 
Pnnkte jeder Reihe t^ oder f^ zngeordnet 
ist, bildet also in der involutoriaelien 
Reihe den gepaarten Pnnkt zum 
nnendlich fernen. Er wird daher 
bei der metrischen Behandlung von be- 
sonderer Bedeutung und erhält in 
Figur 47, 48 den Buchstaben M. Dem 
Strahle SM dagegen kommt keine be- 
sondere Bedeutung zu, denn daß sein 
gepaai'ter Sü'alü parallel wird zu t^ ta, 
ist keine besondere Eigenschaft des 
Büschels Si, sondern nur bedingt durch 
die zufilUige Lage von t^a zu 8^. 

Erkl. 185. Verfolgt mau in Figur 47 
sti-eokenweise die Lage der gepaarten 
Punkte, so findet man die Punkte ■ der 
Strecken FiCOÄy Aj Ci, O^M, MBi, 
Bi D^, D^FiOO der Reihe nach gepaart 
zu den Punkten der Strecken M Aa, Äa Ca-, 
C^GaOO, G3B2, BäDa, D^ M. Und 
ebenso ergibt sich in Fignr 47 im 
StralilenbUschel Si winkelweise die Lage 
der gepaarten Strahlen von der Alt, 



Antwort. 1) Wenn die beiden 
Punktreihen t^ tä in Figur 46 und 47 
gleiche Durchlauf sricbtung 
bezw. die beiden Strahlenbüechel 
Si (t,) und Si (ts) derselben Figuren 
gleiche Umlauf sricbtung be- 
sitzen, so ist jeder Punkt der 
lunenstrecke A^ B^ gepaart mit 
einem Punkt der Außenstrecke 
Aa Ba bezw. jeder Strahl des 
Innenwi kels A^ Si Bj gepaart 
mit einem Strahl des Außen- 
winkels Aa Si Bä — und vimge- 
kehrt. Es wird daher nie vor- 
kommen können, daß ein Punkt 
von ti mit seinem projektivisch zu- 
geordneten von ta, d, h. mit 
seinem in volii torisch gepaarten zu- 
sammenfallen kann, oder daß ein 
Strahl von S^ (t^) und sein projek- 
tivisch zugeordneter von S^ (ts), 
d. h. sein involutorisch gepaarter 
zusammenfallen. Nicht thut 
das einzelne weitere Pnnktpaar 
Ci? Da], sondern jedes Paar zu- 
geordneter Elemente muß aber bei 
dieser gleichgerichteten Durehlaufs- 
richtung der beiden Einzelgebilde 
so liegen, daß das eine Element 
C, = Da bezw. der eine Strahl 
SiCi-SiDa innerhalb, das 
andere Element Cg = Dj bezw. 
der andere Strahl SiCa = SiDi 
außerhalb der Elemente des 
Paares A^a B21 liegt. Somit erhält 
man die erste Tatsache: 

Satz 23. Wenn in e'nem invo- 
lutorischen Gebilde, gebildet durch 
Zusammenlegung zweier gleich- 
laufend projektiviaehen Punkt- 
reihen oder Strablenbüschel, die 
Elemente eines einzigen Paares 
durch die Elemente eines anderen 
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Paares getrennt liegen, so werden 
die Elemente jedes Paares innen 
und außen getrennt durch die 
JEIemente jedes anderen Paares, 
und dieses iiivolutorische Gebilde 
enthält kein Element, welches 
mit einem gepaarten Element 
zusammenfällt. 

2), Wenn aber die beiden Punkt- 
reilien t^ tä in Figur 48 ungleiche 
Durchlaufsriehtongen hezw. 
die Strahlenbüschel S^ (t,) uni S, 
(ta) derselben Figur ungleiche 
Umlaufsriehtungen besitzen, so 
entspricht dem Durchlauf der Innen- 
strecke Ä^ B^ bezw. CiD^ der ent- 
gegengesetzte Durchlauf derselben 
Innenstrecke Ä^Ba bezw. C3D2, also 
miiß sowohl zwischen Ä^ und B^ als 
zwischen Oi und D^ ein Punkt liegen, 
wo beide Reihen übereinander hin- 
weggehen; und ebenso muß sowohl 
zwischen Si A^ und S^Bi als zwischen 
Si Gl und Si Di ein Strahl liegen, 
wo beide Büschel übereinander hin- 
weggehen, es muß also zweimal 
vorkommen, daß die beiden Ele- 
mente eines involutorischen Paares 
zusammenfallen; das einemal 
zwischen Ai und Bi, das andere- 
mal zwischen Ci und Di in Fig. 48. 
Für jedes beliebige Punktpaar bezw. 
Strahlenpaar Ai Bi oder Ci Di be^ 
stellt die Beziehung, daß zu einem 
Punkte der Innenstrecke wieder ein 
Punkt der Innenstrecke, zu einem 
Punkte der Außenstrecke wieder ein 
Punkt der Außenstreeke, bezw. zu 
einem Strahle des Innenwinkels 
wieder ein Strahl des Innenwinkels, 
zu einem Strähle des Außenwinkels 
wieder ein Strahl des Außenwinkels 
involutorisch gepaart sein muß. 
Man erhält also die zweite Tatsache; 
Satz 33a. Wenn in einem invo- 
lutorischen Gebilde, gebildet durch 
Zusammenlegung zweier ungleich- 
laufenden projektivischen Punkt- 
reihen oder Stralilenbüschel, die 
Elemente eines einzigen Paares 
durch die Elemente eines 



daß die Strahlen der Winkel F^ Si A^, 
Ai 81 0„ Gl Si M, M S, El, Bi Si Di, 
Dl Si Fl der Reihe nach gepaart sind 
zu den Strahlen der Winkel M Si A;, 
AäSiCa, CjSiGj, GäSiBä, B^SiDä, 
.Dg Si JM, Aus später hervortretenden 
Gründen nennt ma» die an den Pmikt- 
j'eiheu und StraJdenbttsclieln der Fignr 47 
«rgehemende Art der Involution nach 
Satz 23 die „elliptische Invo- 
lution". 

Fikl ISb I 1 «Q 4 1 t 

de t> 1 gena ten V ^ ntU nS cl ke t 
des P n kte JI n cl Ii n he E ea 
Hlml I Le t de 7 e Pu kte X IT 
welche m he le Rehe en de elb t 
ugeo d et snl Ih e ^e e hi^e 
und Be el g zu Punl te M 1 e t 
1 cl de net &cle Beha 11 n^snese 
z^hlenmai fe taewtellt we de Abe 
aucl em geometiiscl habe hese Punkte 
beuonde e E ^enhe ten anfzuw e aen Und 
zu ko mt il e E gentn nl hke t z 
gle h a cl len 5t al le S \ u d S 1 
des avolut sei en B s I el b zu De n 
d e Besonde 1 e t le P nkt X \ st 
n 1 1 w e bei M ni e ne Bez el nng zum 
U e dl chen lie le je 1er P jekt 
sei änlei; o le -n e ne E gensel aft 
zusammenfallender Pnnkte Ijezw 
Strahlen die bei Piojektion ei halten 
bleibt Ihiei Wichtigkeit wegen ei 
halten diese Elemente daher besoudeie 
Benennung, und zwai wiid hiei bei dei 
Involution entwedei dei sthon bei be 
liebig hegenden Gebdden gememsimei 
Trägei gehiiiiclite Name Doppel 
elemente odei auih ziii Untei 
Scheidung von jenem allgemeinen Falle 
der beF:öudeie Name 1 d u u n g s 
elemente gebriudit Es smd ilsi 
XY die Oidnungspnnkte dei u»o 
liitorischen Reihe tig, Öi X nnd Si Y 
die Ol dnnngs^tr ahlen des involu- 
toiisdien Btiaehels Si (tia). 

Eikl 187 Verfolgt man wieder 
stieckeiiweise die Lage der gepaarten 
Punkte m Ftgui 48, so findet man die 
Punkte der Sti'ecken FiOOAi, Ai X, XEi, 
BiM, MCi, CiY, YDi, Di Fi CO der 
Reihe nach gepaart zu den Punkten der 



y Google 



über die iiivulutori! 



I Getiilcle. 



105 



StredtenMA.,,A<,X,XB.>,U,«.cXJ, G.,Coa, 
CjT, TDa, DäM. Und ebenso findet 
man winkelweise die Lage der gepaarten 
StraWen von Fignr 48 von der Art, daß 
die Stralilen der Winkel FiSiAi., A^ 81 X, 
XSiBi.BiSiM, MSxC C181Y, Y81D1, 
DiSiFi der Reihe nacli gepaart sind 7,\\ 
den Strahlen der Winkel M 81 A^, 
AjSiX, XSiB,, B^SiGs, Ö0S1O2, OäSiY, 
YSiDa, D^Si M. Aue spitter hervortretenden 
GiTinden Jienut man die au deu Pimkt- 
reihen und Sti'alilhUselieln der Figuren 48 
und 49 erscheinende Art der Invohition 
nach Sata 23a die „hvperbolische 



anderen Paares nicht getrennt 
liegen, so werden die Elemente 
keines Paares innen und anßen 
getrennt durch die Elemente ir- 
gend eines anderen Paares, und 
das involutoriselie Gebilde enthält 
zwei Elemente, deren ijedee mit 
seinem gepaarten Elemente zu- 
sammenfällt: sogen. Doppel- 
elemente oder Ordnungs- 
ei einen te. 



Frage 55. In welclier Lage- 
heziehung zu den getrennten 
gepaarten Elementen befinden sich 
die Ordnungselemente, d.h. die 
zusammenfallenden gepaarten 
Elemente? 

Figur 49. 




Erltl. 188. In Figur 49 sind die 
Ordnungselemente X und Y mn zum 
Punktepaai' Äj Bi in Beziebuag gesetzt. 
Man könnte dieselben ebenso znm Punkt- 
paar Ol Dl in Beziehung setzen. Dann 
würden anf demselben Trager tg die 
Pnnkte Xg Cg Y3 D3 ijerspektiviscL hegen 
zn den Punkten XäCäY^Dj. Durch den- 
selben Pnnkt 8' auf S X3 Xia, in welchem 
einander die Verbindung-sgeraden A^ Ag, 
Bj Bb Bchneiden, müssen nnn auch hin- 
dnj'Chgehen die 8trahlen Cj Cg rmdDgDg. 
"Und diese bilden diesmal das Viereck 
mit einspringendem Winkel S C3 S' Dg S, 



Antwort. 1) Nach den Sätzen 23 
und 23a gibt es zweierlei inyolu- 
torische Gebilde: solche mit Ord- 
nungaelementen und solche ohne 
Ordnnngselemente: erstere ent- 
stehend durch involutorische Zu- 
sammenlegung von ungleich- 
laufenden, letztere von gleich- 
laufenden Einzelgehilden auf 
gemeinsamem Träger. Beide können 
sein Punktreihen oder Strahlen- 
büschel. Zur Untersuchung einer 
reinen Lagebeziehung genügt 
aber die Behandlung eines dieser 
beiden letzteren Fälle, indem der 
auflere daraus durch dualistische 
Übertragung gewonnen werden kann. 
2) Seien also in Figur 49 Ai, 
X,, B|, C], Y„ D, die aus Figur 48 
übernommenen Elemente einer in- 
volutorisehen Punktreihe, wobei 
Ah B91 und CisDäi getrennte, 
Xi,aundYi,2 die beiden zusammen- 
fallenden gepaarten Punkte dar- 
stellen. Man wiederholt die an 
Figm' 47 und 48 angestellte Über- 
legung in der Weise, daJ3 man den 
Träger tg nicht durch Di Ca, sondern 
jetzt durch Y hindurchlegt. Mittele 
Projektion ans dem Seheitel S ent- 
steht wieder auf tg die Beihe der 
Punkte AaX8Bs(Cs)Y3, deren letzt- 
genannter sowohl mit Yi als Y^ 
identisch ist. 
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von welchem einander die Gegenseiten 
8 Ca und S'D^ in Cj,, die Gtegenseiten 
S'Cg xm& DgS in Dl aclineiden; und die 
eine Diagonale 8 8' gelit dureli S, die 
andere Cg Dg dui cli ^ Also sind S T 
und OiDi vier haimüiiiBohe Punkte 
Erkl. 189. In Hmsicht dei La^e zu 
den beiden Ordnuns;? dementen \1 knnn 
maai dalier jeweils Element ep "nie ^on 
Bweiei'lei Lage nntei^clieulen solche 
die das Element \ mneihalb nnd T anfiel 
halb Ilaben, und solche, die X. iußeihj,lb 
nnd Y innerhalb liaben \on eisteiei 
Art ist in Figur 48 nnd 49 das l'nnkte- 
paav AiB], bezw. das Sti-ahlenpaar SA, SB, 
von letzterer Art das Punktepaär Ci Di 
bezw. das 8ti-ahleiipaar HC, i^D. Und 
die Beweisführung nebenstehender Ant- 
wort fällt für beiderlei Gruppierung ganz 
gleichartig itus, nui- die Figur zeigt den 
in voriger Erklknmg 188 gezeigten Uiiter- 
BChied. Legt man den Ti'äger t^ durch 
denjenigen Ordnimgspnnkt, welchen die 
Elemente des gewählten Punktepaares 
ansschliefien, so entsteht das konvexe 
Viereck 8A3 S'Bg der Figur 49; legt 
man aber den Träger tg durch denjenigen 
Ordnnngspunkt, welchen die Elemente 
des ausgewählten Punktepaares ein- 
sehließen, so entsteht das Viereck mit 
einspringendem Winkel 80^ S'D^ an der- 
selben Figur. 

Beachtet man, worin der 
■ Fignren 48 und 49 he- 
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_3) Nun ist sowohl tiAt^, als auch 
tiAts, folglich auch t^Atg. Da über 
der den Reihen, tg und U gemein- 
same Punkt Y sich selbst zugeord- 
net ist, so muß die letztere 
Be7iehung nicht in schiefer, son- 
dern in perspektivischer Lage 
sich befinden, also taAts- Es müssen 
also die Verbindungatrahlen ent- 
spiechender Punkte von tg und ta 
duich einen einzigen Seheitel S' 
hm durchgehen, der sein; Lage auf 
dem Projektionsatrahl S Xia Xg 
haben muß. 

4) Nun bilden aber die Geraden 
SA„ AaS', S'Bi,, BsS ein Viereck, 
von welchem zwei Gegenseiten durch 
Ai nnd Bi, die Diagonalen durch X 
und Y hindurchgehen, und folglich 
sind X und Y zu Ai und Bi har- 
monisch gelegen; und daß diese 
Lagebeziehnng nicht nur zu Ai, Bi, 
sondern zu jedem anderen gepaar- 
ten Pnnktpaare stattfindet, läßt sich 
durch abgeänderte Wahl der Figur 
sofort erkennen. Sind aber die 
Punkte Äi Bi harmonisch getrennt 
dörch X, Y, so sind auch die 
Strahlen SAi, SBi harmonisch ge- 
trennt durch SX'und SY. Man 
erhält also die weitere Aussage: 

Satz 24. In einem involutorisohen 
Gebilde, welches zwei Ordnungs- 
elemente enthält, wird jedes 
Paar zugeordneter Elemente durch 
die Ordnungselemente — bezw, 
werden die Ordnungaelemente 
durch jedes zugeordnete Ele- 
mentepaar harmonisch ge- 
trennt. 



Erkl. 190. 

Unterschied d( 

ruht, so erk 

b e i d e n Pigm-en whd die Betrachtung 

der auf gemeinsamem Träger liegenden 

Punktreihen ti tg ziu'ückgeftlhi-t anl die 

Behandlung dei' Punktreihen tj tg auf 

verachiedenen Träg'em. Wähi'end aber 

in Figur 48 die projektivischen Reihen 

ta tj in schiefer Lage erscheinen und deshalb die Wahl dreier neuen Ver- 
mittlimgsgebilde [Sg t^ 83] nötig machen, so erscheinen wegen des selbstentsp rechen den 
Punktes Y die Reihen f^tg in Figur 49 in perspektivischer Lage und machen 
daher bloß die Annahme eines einzigen Vermittlungsgebildes 8' nötig. Und 
diese einfachere Figur läßt dann das Viereck mit seinen vier harmonisehen Elementen 
heraustreten. 

Erld. 191. Während die metrieche Beziehung des Punktes M Figur 47 und 
48 beiderlei involutorischen Punkti-eihen zukommt, können Ordnungselemente 
nur bei der zweiten Art involutorischer Gebilde aufti'eten, wobei die beiden involu- 
torisch zusammengelegten Einzelgebilde entgegengesetzten Durchlaufungssinn 
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haben, d. h. wobei je zwei gepaarte Elemente nicht (Tnreh einander innen und 
außen getrennt licen. Nur iß diesem Falle aber bilden die Ordnnngspnnkte 
mit jedem gepaarten Pnnktepaar vier harmonische Punkte, und die Ordnuugs- 
strahlen mit jedem gepaarten Strahleupaare viov harmonische Stralilen. 



Eriige 56. Welche Folgerungen 
ergeben sich aus den Sätzen 22 bis 
24 hinsichtlich der Bestimmungs- 
etücke und der Konstruktion 
eines involutorischen Gebildes*? 

Ertl. 192. Weim von einem involn- 
toriachen Grehilde nctlechtliin die 
Rede ist, so wh'd auch die Bezeich- 
nung der Elemente nicht mehr, wie in 
Figur 46 bis 49, getrennt durchgeiftlhrt 
für die beiden Einzelgebilde, dnreli deren 
Zusammenlegmig das involutoriselie eit- 
standen ist, sondern man buchstabiert je 
zwei gepaarte Elemente, d. h. die 
beiden Elemente eines zugeordneten Paares 
mit demselben Buihstaben des 
Alphabets, nur mit Unterscheidung dm-ch 
Ziffern 1 und 2 oder mit und ohne zu- 
gefügten Strich, also A^ und Ag oder A 
und A', Bi und B^ oder B und B' . . - . 
Hiei'uaeh ist in Figur 50 jeder der Fälle 
aufgeführt mit Angabe aller Einzelarten, 
in welchen die gewählten Elemente 
gruppiert werden können. 



Pi^ 



■ 50. 
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B, 


A2 


Bp 
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Icc 
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Be 
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X 


Y 




M 



Erkl. 193. Figui- 50, 1 gibt jedesmal 
die Bestimmung einer involuturische« 
PunktveJhe durch zwei /ugeurdnete 



Antwort. Da die Entstehung 
eines involutorischen Gebildes eine 
besondere Art von projektiv ischer 
Verwandtschaft darstellt, so wird 
auch Bestinunung und Konstruktion 
des involutorischen Gebildes nach 
Bestimmung und Konstruktion der 
projekti vis eben Gebilde erfolgen 
müssen. Und zwar genügt die 
Vorstellung der Beziehungen an 
einer involutorischen Punktceihe, 
da man die Beziehungen in dem 
involutorischen Strahlenbüschel 
durch Projektion daraus erhalten 
kann. 

Nun sind zwei projektivisehe 
Punktreihen eindeutig zugeordnet 
durch Zuordnung dreier Punkt- 
paare: Äi Bi Ci und Aä Bä Ca. Da 
aber bei der involutorischen 
Paarung mit dem Paare Ai Aj 
schon dasjenige Punktepaar eben- 
falls zugeordnet sein muß, welches 
die Punkte Ai in ta und Aa in ti 
darstellen, so ist durch Festlegung 
allein von Ai Aa als involutoriseh 
gepaartem Elementepaar schon für 
dieses zweite Paar die Zuordnung 
ebenfalls ausgesprochen. Man kann 
also nicht mehr willkürlich die 
Paare BiBa und OiCä hinzunehmen. 
Vielmehr wird durch Binzunebmen 
eines weiteren Paares Bx Bg zu 
A| Aa die Bestimmung vollständig 
erschöpft, denn mit Festlegung von 
B| Ba ist ja auch schon wieder ein 
weiteres Paar als zugeordnet be- 
stimmt, nämlich dasjenige, welches 
durch Bi in t^ und Ba in ti dar- 
gestellt wird. Sind also die beiden 
Paare Ai A3 und BiBg als involu- 
toriseh gepaarte bekannt, so kann 
man jeden der vier Punkte in ti 
und t^ getrennt buchstabieren, man 
kennt so vier Paare zugeordneter 
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Elementepaare ÄiAäBiBs. Dabeiist 
aber in Figai- I« das Pnnktepaar A^ A» 
(Inrcli (las Pnnktepaar B, Bj innen und 
aiißea getrennt, und umgekelirt', man 
liat also hier involiitovisthe Reilie nach 
Satz 23, erzeugt duroli gleichlaufende 
Eiiizelpunktreilien und ohne Ordnunga- 
elemente. In Pigiir Iß liegen beide 
Punkte B außerhalb der Punkte A, 
in Figur Ij' liegen beide Punkte B 
innerhalb flev Punkte A, also ist das 
Pnnktepaai- A, A^ durch das Pnnktepaar 
B| B^ nicht getrennt, und umgekeUvt; 
man hat also hier in ß und y involu- 
torisclie Reilien nach Satz 23a, erzeugt 
durch ungleiclilauf ende Einzelpnnkt- 
reihen \ind mit Ordnungselementen. 
Soll nnn zu einem beliebig gegebenen 
Punkte El der zugehörige Punkt Eg, d. h. 
der involutorisoli gepaarte Punkt E^ be- 
stimmt werden, so versieht man die 
Punkte A^ A3 Bj Bj auuäeliet mit doppelter 
Bezeichnung in t, und t^, legt einen 
IVilger tg und i^, wählt Bi, 83, 83 i-i"d 
konstiTiiert nach Figur 47 bezw. 48- — 
Eine besondere Aufgabe stellt es dar, 
in Iß und ly die Ordnungselemente 
aufzuflndon, welche nach Satz 23a vor- 
handen sein mUssen. 



Punkte zweier projekti vischenPunkt- 
reihen und kann dann nach Figuren 
47 und 48 zu jedem Punkte der 
einen Reihe den zugeordneten der 
anderen konstruieren. — Sind 
die Punktreihen von der in Satz 23 a 
betrachteten Art, so kann das eine 
Paar Bi Bj als ein zusammenfallen- 
des Paar Xi,2 gewählt werden, dann 
hat man die einfachere Konstruktion 
der Figur 49, indem der Punkt Y 
der vierte harmonische sein muß 
zu Äi Aj und X. Endlich könnte 
auch jedes der Paare Äi A^ und 
BiBä je als ein zusammenfallendes 
Paar gewählt werden, dann sind 
die Punkte X und Y gegeben, und 
jedes Punktepaar, welches mit diesen 
beiden eine Gruppe von vier har- 
monischen Geraden bildet, bildet 
ein Paar zugeordneter Punkte der 
involutorischen Punktreihe. Man 
erhält also: 

Satz 25. Die Bestimmung 
eines involutorisehen Gebildes 
geschieht: entweder durch zwei 
beliebig gewählte Elementepaare 
AiÄä, B1B2, oder durch ein Ele- 
mentepaar nebst einem Ord- 
nungselement Ai A2, X, oder 
durch zwei Ordnungselemente 
X,Y. — Die Konstruktion 
weiterer Elementepaare ge- 
schieht im ersteren Falle nach der 
allgemeinen projektivischen, 
in beiden letzteren Fällen nach der 
harmonischen Zuordnung der 
Elemente. 



Erld. 194. In Figiu- 50 n ist zwei- 
fach angegeben die Bestimmung einer 
involutorisihen Punktreihe durch ein 
Elementepaar nebst einem Ordnungs- 
elemente [bezw. einem Po tenzpunktP]. 
Und zwar liegt in 11« das gegebene 
Orduuugselement X [bezw. Potenzpuukt] 
auf drT Innenetrecke, in Uß auf der 
Außenstreeke des gegebenen IHnikte- 
paares A^Aj. Man hat also mit X iii- 
voluturiache Reihe nach Satz 23a erzeugt 

durch ungleichlaufende Einzelpunktreüien [oder mit Pi mvolutorisehe Reihe nach 
Satz 23j erzeugt durcli gleichlaufende Pmiktreihen]. Und nach Satz 34 ist das 
zweite Ordnungselement Y der vierte harmonische Punkt zu A1A3 und X, 
liegt also in II« auf der Außeustrecke, in 11/^ auf der Innenstrecke von AjAg. 
Dann ist auch die Konstiniktion weiterer zugeordueter Punktepaare bloß dui'ch 
Konatraktion der vierten banuonischen Pnnitte zu X und Y zu bewerkstelligen: 
der involutoriach zugeordnete Punkt Eg zu gegebenem Punkte Ei wird der vierte 
harmonische Punkt zu E^ \md XY. 

Erkl. 195. In Figur 50111 ist die involutoriach e Reihe hestimmt bloß durch 
die beiden Ordnungs demente X und Y [bezw. die beiden Potenzpunkte PiPa]. Jedes 
Punktepaar, das durch X und Y harmonisch getrennt wii-d, ist eia iavolutorisch 
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gepaaitPs iki iPiUiigten Reibe uadi Sstbi 23a. Diisseibe Itauu X eiiisßliließeii 
imd Y auss eil ließen, ■SMe lu 11«, oder X aiiBscliließeu und T eiiiseliliel3en, wie in llß. 
Zu beliebig gegebenem Punkte Ei ist der inyolutoriech gepaai'te E^ der vierte 
haimomseiie Punkt zu E^ uad XY. — Man erkennt sofort, da£ die zweite und dritte 
BestimmungB weise dei im olutoriaeben Reihen eigeutlicli niclit wesentlich verschieden 
sind, indem duich einfache Konstiiiktion eines haravoni sehen Pimktepaai'es die eine 
auf die andeie zmückgefllhrt wird. Ebenao kann jede weitere anf die erste Art 
ziullclvgeftUiit weiden, i\ahrend der umgekehrte Vorgang, namlieli Ifl und ly auf 11 
odei in zu biingen, eine besondere Schwierigkeit enthält, die durch eine metrische 
Behandliuig leiditd gelobt ^irä als durch die rein projektivische. 



gen invohitorischei- Piinktveilieii 



b) Maßbeziehni 

Frage 57. Welche Gestalt niininL 
die maßgeometrisclie Beliandlung: 
der Definition involutorischer 
Gebilde an? 

Ei'kl. 196. Über die Theorie der 
Doppel Verhältnisse sehe man den Ab- 
sclmitt i des ersten Teiles dieses Lelu'- 
buches nebst den dazu gehörigen Auf- 
gaben. Von den doi-t behandelten Sätzen 
sind hier vei'wendet erstens derjenige, 
daJ3 em Doppelverhältnis gleichen Wert 
behält bei gleichzeitiger Vertauechung 
zweier beliebigen Elementepaare, und 
zweitens derjenige, daß, wenn von den 
Elementen zweier gleicligroßen Doppel- 
verhältnisse drei Elemente identisch sind, 
auch das vierte Element identisch sehr 
mii". — Es bedai'f kaum der Envähniing, 
daß die nebenstehende Ansflihriing genau 
gleicherweise für zwei projektivische 
Strahlenbüschel mit gemeinsamem 
Scheitel gilt, in denen a^^bj, b^ — ai, 
Ca'^di ist. Wird hier (aibieidi)=(ajb9C^z) 
=^{biCidiz) = (biaidiei), so muß aiicli 
wieder dg=z=ci wei'den. 

Erkl. 197. Statt nebenstehenden 
Beweis durch Benutzung obiger beiden 
Sätze zn fliliren, kaim man auch die Fi- 
guren 47 und 48 rechnend verfolgen 
imderhältfür beide Figuren: (AiBiOiDi) 
=(ABBaC3D3) =(A4B4GiD4) - (AgBsCaDa), 
da aber in der Figur Ag=Bi, 65= A,, 
Ca^Dt, so muß D.^Ci'sein. 



iid Strahlenbüst! 



Antwort. In der maß geometri- 
schen Behandlung wird die projek- 
tivische Verwandtschaft festgelegt 
durch die Gleichheit der Doppei- 
verhältniase unter vier zugeord- 
neten Elementen. Wenn also 
AiBiCiD, und AjB,ai>i vier ent- 
sprechende Punkte der auf gemein- 
samem Träger liegenden projek- 
tivisehei] Punktreihen sind, und 
deren Aufeinanderlegen in der Weise 
bewerkstelligt ist, daß Aj mit Bi, 
Bj mit'Ai, und C2 mit Di zusammen- 
fällt, so ist zu untersuchen, wohin 
Da fällt. Bezeichnet man seine noch 
unbekannte Lage vorerst mit Z, so 
muß (A,BiCiDi)={A3B,CäZ) sein. 
Nun ist aber nach voriger Vorschrift 
über die Lage der Punkte 

(A3B2CsZ) = (B,AiDiZ), 
und nach dem allgemeinen ( 
üher Gliedervertausehung 
Doppelverhältnis ist 

(A^B,C^Dl)— (BiAiDiC). 
Hieraus folgt aber 

.(BlAiD,Z) = {B, AiD, d), 
und daher muß unbedingt Punkt Z 
mit Ci zusanunenfallen, d. h, Satz 22 
ist durch ßechnnng bewiesen aus 
der Definition der involutorischen 
Gebilde, und zwar sowohl für Funkt- 
reihen als für Strahlenhüschel, 



beim 



Frage 58. Welche Folgerung für 

involutorische Pnnktreihen Antwort. 1) Wenn je zwei 

erhält man durch weitere An- Punktepaare der beiden involu- 

knüpf'ung an die inetrisehc Behand- toriscli znsfimniengclegten Reihen 
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lung der projeklivischeii Punkt- 



oF, P, - — - Gr-M — ^i A 


■^-S 


oGs^Ss A' M'F^ ij °- 


^Gs 


"F, X'P, —~ G,m ^ ^i=r A 


^F, 



-X'Fs 



M=F3 A' fe-r--^ 



Erkl. 198. Der Satz 7 des ersten 
Teiles lautet: „In zwei projektivisch ver- 
wandten Punktreihen hat das Prodnkt 
dei' Strecken von je zwei entapreclienden 
Punkten zum Fluchtpunkt ilifer Punkt- 
reiJie einen konstanten Wert". Dieser 
Wert heißt die „Konstante der projek- 
tiv ischen Beziehung" oder auch die 
„Piitenz der projektivischen Beziehung". 
Sind also Fg und Gi die Fluchtpunkte 
in den geti'ennt zu denkenden Punktreilien 
ti und tg, so gilt für heüehige projek- 
tiviseh zugeordnete Punktepaare Aj^ Aj 
und BiBj, die Gleichung GiAj-F^Aa 
= Gl Bi . Fä Bä , Ist hierin, wie in Figur 5 1 , 
öiAi>&iBi, d. h. Gl iei-ner von A^ 
als von Bi, so muß F^Ai<¥i'ßi, d. h. 
Fg näher hei A? als hei B^, Und nur 
für die zwei bestimmten Punktepaare 
Pi Qi und PäQa, welche beidereeita in 
gleichen Abständen von den Flucht- 
punkten liegen, ist gleichzeitig G^Pi 
=FäP9 und GiQi^=FgQä, erstere heiden 
Strecken je nach der einen, letztere 
beiden je nach der entgegengesetzten 
Richtung in ihrer Reihe gemessen. 

Erkl. 199. In Figur 51 ist hei I und H 
die ReÜLC tj beidemale identisch aufge- 
tragen, und zwar von links nach rechts von 
CO Fl nach Pi, Gi inmitten von PiQi, 
Qi, Ai, Fl CO, Dai'unter ist ebenfalls 
beidemale identisch die Beule t^ auf- 
getragen, aber in Figiu- 51 I gleich- 
laufend mit ti, also ebenfalls von links 
nach rechts OOGa nach Qg, A', Pa in- 
mitten vonPsQi, P2,G,C>Oi dagegen in 
Figur 51 II dirselhe Reihe t^ entgegen- 
gesetzt zu ti, also von rechts nach 
links dieselbe Punktfolge OOG^, 
jQa, A', F^, Pa, OOG^. Beidemale 
legt also Punkt A bezw. Qi rechts von 



einander doppelt entsprechen, 
so müssen awch die Fluchtpunkte 
Fä und Gl beider Reihen zur 
Deckung gelangen, da ja auch 
die unendlich fernen Punkte 
F|00 und GgOO aufeinander 
liegen. Nun bilden aber nach 
Satz 7 des I. Teiles die Strecken 
'■°('s zwischen je einem von zwei 
entsprechenden Punkten und 
dem Fluchtpunkt seiner Reihe mit- 
einander konstanteProdukte, f ol glich 
muß man hier gleiche Produkte 
erhalten aus den Abständen je 
zweier involutorisch gepaarten 
Punkte AA', BB' vom gemeinsam 
zusammenfallenden Flucht- 
punkte. Nennt man den letzteren 
M, so ist also (Figur 51) MÄ-MÄ' 
=MB-MB' = MC.MC'.-..=con8t. 
2) Dieses Produkt wird genannt 
die Potenz der involutorischen 
Reihe, Dasselbe muß positiven 
Wert haben, wenn die beiden 
Punktreihen uugleichlauf end auf 
dem gemeinsamem Träger liegen 
(Figur 51 II), denn nur dann be- 
finden sich zwei gepaarte Punkte 
auf gleicher Seite vom Flucht- 
punkte aus. Dagegen hat das Pro- 
dukt negativen Wert, wenn die 
beiden Punktreihen gleichlaufend 
auf dem gemeinsamen Träger 
liegen (Figur 51 1), denn dann be- 
finden sich zwei gepaarte Punkte 
auf ungleicher Seite vom Flucht- 
punkt aus. 

3) Das Produkt MÄ-MA' entsteht 
aus zwei gleichgroßen Faktoren, 
MPi = +MP2, wenn man als gepa-irte 
Punkte die beiden sogenannten 
Potenzpunkte der beiden Reihen 
ins Auge faßt, welche beiderseits 
in gleichem Abstände von jedem 
einzelnen, also hier auch vom 
gemeinsamen Fluclitpunkt liegen. 
Selb steutsp rechend kann jeder 
der beiden Potenzp.mkte nach dem 
vorigen aber nur im Falle der 
un gl eichlaufenden Einzelpunkt- 
reihen werden (Fig. 5:1 TT). Daher 
werden dieselben auch nur im 



y Google 



über die involutoriselien Gebilde. 



111 



M, dagegen A' bezw. Q^ daa erstemal 
liiike von M, und niir das zweitemal 
ebenfalla rechts von M. Dalier Laben 
im ersten Falle die Strecken MA und MA' 
bezw. MQi nnd MQ3 entgegen- 
gesetztes, nncl Mglich ihr Pi'odukt 
negatives Voraeiehen, im aweiten 
Falle aber haben die Strecken MA und 
MA' bezw. MQi imd MQ, gleiches, 
und folglich ihr Produkt positives Vor- 
zeichen. Wenn aber das konstante 
Produkt MA.MA' negativ wird, so 
müssen die Punkte jedes Paares auf 
entgegengesetzter Seite von JVI liegen, 
der eine rechts, der andere links; wo-d 
das Produkt MA-MA' positiv, so müssen 
die Punkte jedes Paares auf gleicher 
Seite von M liegen: beide rechts oder 



Erkl. 200. Das Streckenprodukt wird 
geonieti'iflch dargestellt dm'ch ein 
Eechteck, und dieses Eechteck wird 
bei Gleichheit der Faktoren zu einem 
Qnadrat, also in Figni' 51 I: 

MÄ.MA'=MPi.MP3=MQi.MQ3 
= — MPi = -= — MQ^ä. 

in Figiu- 51 E: 

MA.MA'=MPi.MP2-MQi.UQ, 

=+"mp ■^ =+m"q"'^ 

Im e sten Falle i\e den seil ste 1 1 eliende 
Ol In u ß-selen ente m „i 1 ve 1 ja kein 
Pu kt e 1 ts M nut e nem l'mikte 
links M n au n e falle k 1. Es 
ist al üe „Pote z de voluto ischen 
Ee 1 e" m e ste e Falle ^le cl ^k^, im 
letzte en gle ch +k nd Iahe ist im 
letzte en l alle de Abstinl le Ord- 
nungspunkte onM also MX 1 zw. MY 
-=±l+ir=+l d 1 de e e Punkt 
um -|-k le a le e —1 von M 

eitfe-nt 1\ ollte a m e te Falle 
an h 1 u i^^P l>-te auf cl e so er- 
hielte man +1—1 1 e e magi- 
n!i e We t Ell de Stiecke MX bezw. 
M"i Man 1 ht lal e a 1 bei der 
involuto sie PeleleFgi IT von 
imag J, en r opj elj kten le n ginären 
Ordnnngseieraenten, zu welelien je zwei 
involutorisch gepaavle Punkte harmoiiisi^h 



letzteren Falle zu r d n u n g s - 
elementen X, Y der Kerhe, nicht 
auch im ersten Falle der gleich- 
laufenden Einzelpnnktreihen. — 
Durch diese beiden Feststellungen 
2 und 3 sind aber die beiden Sätze 
23 und 23 a. für involutorisehe 
Punktreihen nachgewiesen, 

4) Wenn in Figur 51 II Pi und Pg 
in X, Qi und Qg in Y zusammen- 
fallen, so ist für dcis willkürlich 
ausgewählte Punktepaar A A' 
MA.MA'=MX^ = MT'. 
Demnach sind <vergl. Satz 10 des 
II. Teiles dieses Lehrbuches) Ä und 
Ä' zwfi Punkte, deren Strecke durch 
die Punkte X und Y innen und 
außen harmonisch geteilt wird, 
und M ist der Mittelpunkt von X 
und Y. Hiermit ist aber, da ÄA' 
ein ganz beliebiges Punktepaar ist, 
auch Satz 24 für involutorisehe 
Punktreihen bewiesen. Und der 
Punkt M, zu dessen lieiden Seiten 
nicht nur in Figur 51 II die Ord- 
nungselemente X und Y, son- 
dern auch in Figur 51 I die zwei 
Potenzpunkte Pi,^ Qi,-3 und über- 
haupt je zwei das Produkt MA.MA' 
ergehende Punktepaare sym- 
metrisch angeordnet liegen, heißt 
auch der Mittelpunkt der invo- 
lütorisehen Punktreihe. 

5) Da in beiderlei involutoriselien 
Punktreihen (mit und ohne Ord- 
nuugselemente) jedes projektivisch 
zugeordnete Punktejiaar doppelt 
entsprechend sein muß, so entstehen 
lauter gleiche Strecken zwischen 
den projektivisch zugeordneten 
Punkten : die Strecken Ai Bj = Ba A», 
OiDi=D3C3 und alle ähnlichen sind 
bei gleicher Lange mit ver- 
tauschten Endpunkten auf - 
einandergef allen. In der Tat 
sind nach Satz 7a des ersten Tci.es 
in zwei p ojektivischen Punktreihen 
stets zwei Gruppen gleich- 
großer Strecken zwischen zu- 
geordneten Punkten vorhanden, 
und zwar schließen die gleichen 
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hegen mliflten tTnil dies gibt eine 
^ eiLnlipfnng dei piojektivisclien Geo- 
metiie mit ilei I eiie nn den imaginären 
Gioßen in dei Authmetilf, welche nu 
nißeist fmclitbuen UnterBUcliungen mit 
sehi bemeikeiibweiten Ergebnissen ge- 
iUlirt liat 

Eikl 301 -üEl Ai 11 1 IB' zwei 
beliebige in\üluto sei ^'^l^a te P\iiikte- 
paaie ho eigibt i cl ins le vorigen 
Übeilegtingen di6 bc der mvolut^riseheii 
Eeibe ohne Oidnu „seien e te das Paar 
AA d ich BB' n e 1 anßen 

getrennt, bei der involutorischen Keilie 
mit Ordnniigspnnkten dagegen nicht 
getrennt liegen m\iQ. Ist näiullch in 
Fignr 51 1 A und B rechts von M, nnd 
zwar A nälier bei M als B, also MA<MB, 
80 folgt wegen des negativen konstanten 
Produktes MA'>M:B', A' und B' links 
von M, nnd zwar B' näher bei M als A'. 
Die Reihenfolge der Punkte ist also un- 
bedingt von links nach reclits A'B'MAB, 
also AA' innen nnd a(ij3en getvennt durch 
B und B'. — Ist aber in Figur 51 II 
ebenfalls A und B rechtß von M, und 
wieder A näher bei M, als B, also MAOIB, 
so folgt wegen des positiven konstanten 
Produkts MA'>MB', A' und B' rechts 
von M, und zwar B' nälier bei M als A'. 
Wenn also A imd B die dem Punkte 
M nälier liegenden Punkte jedes Paares 
waren, so muß die Reihenfolge sein 
MABB'A', also BB' beide von AA' 
eingeschlossen. Wäi'en in Pigni' 51 II 
überhaupt A und B auf verscliiedenen 
Seiten von M, so mußten. A' imd B' auf 
den gleichen Seiten mit ihren zugehörigen 
Punkten liegen, also jedenfalls BB' beide 
von AA' ausgesclilossen. 

Ei'kl. 202. Zum gleichen Ergebnis 
kann man durch eine andere Überlejinng 
gelangen, welche zitgleieh die Eigeiitüm- 
Üchkeit des Mittelpunktes der Reihe 
noch deutlicher hervortreten läßt. Die 
Figur 51 1 geht in Pigui 51 II übei 
und umgekehrt, wenn man die Reihe t 
nm den Punkt M umkUppt d h eine 
Drehung um 180" machen Hßt ]Sun 
entliiilt aber <lie Reihe t die mvi lutoiisch 
gepasii-ten Punkte zu den Punkten dei 



Strecken der ei neu Gruppe je- 
weils den Fluchtpunkt der be- 
treffenden Eeihe ein, die der an- 
deren Gruppe aus. Es ist also 
bei der involutorischen Reihe ohne 
Ordnungspunkte in Figur 51 I, 
wo Ä und Ä' auf verschiedenen 
Seiten vom Fluchtpunkt = Mittel- 
punkt M liegen, die erstgenannte 
Gruppe der in beiden Punktreihen 
vorhandenen gleichen Strecken zur 
Deckung gelangt, welche den Flucht- 
punkt einschließen. Bei der 
involutorischen Reihe mit Doppel- 
punkten aber in Figur 51 II, wo 
A und Ä' auf gleicher Seite vom 
Fluch tpnnkt=MittelpunktM liegen, 
ist die zweite Gruppe der in 
beiden Punktreihen vorhandenen 
gleichen Strecken zur Deckung ge- 
langt, d. h. jedesmal die eine Strecke 
mit vertauschten Endpunkten auf 
die gleichgroße aufgelegt. 

6) Von den Strecken der ersten 
Art ist die kleinste die Strec'^e 
zwischen den Potenzpunkten Pi Qi, 
welche in Figur 51 1 mit Ps Q^ um- 
gekehrt zusammenfällt; Strecken 
der zweiten Art gibt es von allen 
Größen, von unendlich bis zu Null, 
und diese kleinsten Strecken Pt Pi 
-0 und QiQ,=0 in Figur 51 II sind 
in den als Ordnungspunkte er- 
seheinenden Nullstrecken Pj Pa bezw. 
QäQ-2 zur Deckung gelangt. Wenn 
aber irgend eine Strecke in der 
Reihe tj zur Deckung gelangt mit 
einer der beiden mit ihr gleich- 
großen Strecken in U, so müssen 
auch alle derselben Gruppe an- 
gehörigen gleichen Streckenpaare 
beider Eeihen ti und U zur Deckung 
kommen. So sind in Figur 51 I 
M und MCO bezw. PiQi^PaQä die 
grundlegenden gleichen Strecken 
beider Reihen, in Figur 51 II eben- 
falls M und MOO bezw. X = PiPi 
-0=P2p, und Y=Q,Qi = 0-Q2Q2. 
Und weil diese besonderen 
Sti eckenpaare aufeinander Hegen, 
hegen alle gleichen Streckeiipaare 
aut ein ander. 
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7) Man erhält also ans der maß- 
geometriaehen Änff assnngsweise der 
involntorisclien Gebilde znnäehst die 
Bestätigung aller schon durch 
die geometrische Auffassung der 
involntorisclien Punktreihe a^^fge- 
fundenen Eigenschaften und außer- 
dem als neue Hinzufügung die 
metrischen Bezieliungen: 

Satz 26. Der zum unendlich 
fernen Piinkt einer Punktreihe 
involutorisch gepaarte Punkt ist 
Mittelpunkt der involutori- 
schen Punktreilie. Zu ihm 
liegen je zwei der sämtlichen 
Punktepaare symmetrisch, und die 
Abstände jedes Paares von ihm 
liefern konstantes Produkt: 
negativ, bei der Keihe ohne, 
positiv bei der Reihe mit Ord- 
nungspunkten, und zwar jeweils 
gleich dem -[-Quadrat des Ab- 
standes von einem Potenzpnukte 
bezw. Ordnungspnnk tc zum 
Millelpnrikt. 



Reihe tj. Es geliea also die mvolutoriBclien 
Beilien in Fignr 51 I imd Figur 51 II 
in einander über, wenn man den zu jedem 
Pimkte gepaarten Punkt in eymmetrisclie 
Lage an M Hl) erführt. Diese letztere 
Überlegung ^eigt nnn an Figur 51 11, daö 
die gepaai'ten Punkte von den selbstent- 
sprechendenPi,5 bezw. Q|,a aus nachbeiden 
Seiten auseinanderlaufen, da£ also immer 
zwei nflliev bei Pia oder Q13 liegende 
Punkte zuaammengeiiören müssen nud 
zwei femer tou da liegende. Wenn 
aber &o die gleich evseits von il liegenden 
Punktepaare in Figur 51 II einander 
einsehließen müssen in der Punktfolge 
MABB'Ä', so muß bei Umldappung von 
B' und A' auf die andere Seite die Punkt- 
folge A'B'MÄB entstehen, so da£ jetzt 
AA' innen und außen getrennt Bind durch 
B nnd B'. 

Krkl. 203. Die raeti'ischen Beziehungen 
des kojistanten Produktes MA-MÄ' haben 
den ft'anzÖBisehen Mathematiker Desai-gnes 
nur Aulstellung der Theorie und des 
Namens der „involutorischen Gebilde" 
geführt (1639). Wie Ubi-igens ein Ver- 
gleich mit den oben ei'wähnten Unter- 
sucliungen des I Teiles zeigt smd die metii chen Bezielmgen der involutorieehen 
Pnkhehe nur 'ipezielle Ffllle deijemgen Maölezielungen welche überliaupt bei 
piojektivischen Pinktieihen in ■seieiuigtei Lige nuftieten lueli wenn diese Lage 
nicht geiade die im olutoi isehe ist ho wai %clun m Eikl lung 304 des I. Teiles 
vm imagm-lien Doppelpnnl ten die Rede Figui il 1 und 11 bildet nur einen 
beaonleien Fall dei Figm 7S 3 und d im I Teil indem Iie dort jedesmal dreifaeh 
getiennt hegenden Punkte GriM F, hiei m den emsigen Punkt M, und entsprechend 
die doit 7weifTch getiennt liegenden Punkte (j =Fi und "VI in den einzigen unendlich 
fernen Punkt dei mvilutoiischeu Reihe 7us iminenge fallen sind. Als besonderer 
Fall bestätigt sich auch dei in EikUiung 3175 des I leilea ansgespvocliene Sata, 

diß Doppelelemente dmch je zwei Fugeoidnete Elemente mcli konstantem Doppel- 
leihütnis geflennt weiden" wekLes gleich ist dem emtaehen Teilvevliältaiis der 
Doppelpunkte duich Punkt M,. Denn M^ liegt imendlich fem, teilt also die Doppel- 
punkte im Teil Verhältnis ^1, und dies besagt, daß jedes Punktepaai' zu den Doppel- 
punkten harmonisch liegt. — Diese letztere Beziehung läßt sich übrigens auch 
drekt aus dem Doppelverhaltnis entiielimen, wie in Antwort 57. Denn da in den 
Ordnungselementen X und Y die Punkte P1P9 bezw. Qt Qs zusammenfallen, Bo 
ei-hatt man gleiche Doppel Verhältnisse (AiAäPiQs)=^(A3A,P3Qi)=(AA'XY)-(A'ASY). 
Und wenn ein Doppel Verhältnis gleichbleibt bei Vertausclmng eines Elemente- 
paai'eB, so muß sein Wert gleich - — 1 sein, nnd die Punkte XY mllssen zu den 
Punkten des beliebigen Paares AA', also zu den Punkten jedes Paares har- 
monisch liegen. 

Erkl. 204. Bestimmung und Konstruktion von F- 1 c m e n t e 11 
einer involutorischen Puiiktreihe wird durch die Maßhezielumgen ebonfiills ermiig- 
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lidit. Und zw;u' lassen sich auch hier die infolge cles Hinzu komm eiis von Punkt 
M gegenüber Satz 25 etwas enveitevten cirei verschiedenen Falle nntersclieiden : 
1) Gegeben der Mittelpunkt M und dazu 1 der Zahlenwert von +k^ 
oder 12) M und der eine Ordnungspunkt, oder 13) da MX^MT, nur die 
beidenOrdnungsp unkte; bezw. 1 2) M und der eine Potenzpunkt, oder 
13), da MP==MP', die beiden Potenzpnnkte. Gegeben ist in jedem dieser 
Falle daa Produkt der Abstände MA.MA' eines beliebigen Punktepaares, so daß 



fllr einen beliebig gegebenen Punkt A sofort gefimden i 



oder 



II) Gegeben ein zugeor 



n k t e p a a r A A' 



MX^ , , MP^ 

■ " -• :" hezw. j^— — -. 
MA — MA 

und dazu 1) M oder 112) AA' und der innere Ordnuiigspunkt X, oder 113) 
AA' und der äuBere Ordnungspunkt Y; bezw. 112) AA' und P innerhalb oder 
n 3) A A' und P' außerhalb. Der erste dieser Falle stimmt mit den vorigen 

MA.MA' 



darin überein, daß MA.MA' bekannt, also MB' = - 



MB 



Auch kann hier 



X und T bezw, P und P' sofort dui-ch Rechnung oder durch Konstnilction des 
geometi-iscken Mittels gefunden werden, da MX = MY bezw. MP = MP' gefunden 
wii'd als ~l~y~|-M A,MA', In den beiden nächsten Fällen weiß man, daß zu 
AA'X der Prudrt Y oder zu AA'Y der Punkt X der vierte harmonische ist, 
also liefert die Konstruktion denselben innerhalb oder außerhalb AA', je nachdem 
der gegebene Ordnungspiuikt außerhalb oder innerhalb A A' liegt- Durch Bei echnung 
findet man für diesen und die beiden nachfolgenden Falle M zu X oder M zu Y 
bezw. M zu P oder M zu P' und damit auch den zweiten Ordnungspunkt bezw, 
Potenzpunkt, indem man etwa die Strecke AM mit a bezeichnet, die Produkten- 
gleichung ansetzt mid nach a auflöst, oder die Sti'eeke MX oder MY bezw, MP oder 
MP' mit X bezeichnet und dieselbe Gleichung nach x auflöst — III) Gegeben 
zwei Punktepaare A, A'; B, B'. Auch in diesem Falle wird durch Benutzung 
derselben Gleichung für die Strecke AM = x ais der Rechurmg die Lage des 
Punktes M gefunden. Um dui'ch Konstraktion denselben Fall zu lösen, benutzt 
man die in Antwort der Frage 59 erörterte Miißbeziehung der involutorisehen 
Reihe zum Kr ei sb fische 1, 



Trage 59. "Welchen Zusauiuieii- 
hang mit der Planimetrie zeigt die 
involutorische Pnnktreihe? 

Erkl. 206, Die Lehre vom Kreis- 
büschel wird erstmals beiührt in dem- 
jenigen Abschnitte der Planimetrie, wo 
die Mittel senkrechte von HK als geome- 
ti'ischer Ort festgestellt wird für den 
Mittelpunkt eines Kreises, welcher dui-ch 
die zwei festen Punkte H rmd K geht 
(Vgl. Planimeti-ie, IV. Teil Autwort 143). 
Eingehender werden die dreierlei Arten 
Ki-eisblischel behandelt bei der Lehre 
von den proportionalen Strecken am 
Ki-eise (Planimetrie, VI. Teil, Aufg. 283) 
und besondei's bei der Lehre von den 
Potenzlinien oder Chordalen (Plani- 



Äiitwort. 1) Wenn man durch 
zwei beliebige feste Punkte H und K 
(Figur 52) beliebig viele Kreise 
zieht, Bo bilden dieselben einen 
Kreisbüsehel, für welchen die Ver- 
bindungsgerade HK selber die ge- 
meinsame Potenzlinie ist. Wird 
nun dieser Kreisbüschel von einer 
beliebigen Geraden t geschnitten, 
so entsteht durch die Schnittgerade 
auf der Potenzlinie ein Schnitt- 
punkt M, in jedem geschnittenen 
Kreise eine Sehnenstreeke, und 
auf den beiden von t etwa n\rr be- 
rührtenKreislinii-nzweiBerührungs- 
punkte X und Y. 
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Figur 



metrie, VIII. Teil, Antwort 78 bis 81), 
sowie endlich noch bei der Lehre vou 
der Trauefonoation der reciproken Eadien 
(VllI. Teil, Antwort 98). An vorliegender 
Stelle gelangen zur Vei-wendaag folgende 
auf den KreisbUscliel bezügliche Eigen- 
schaften: Die Potenzlinie zweier Kreise 
ist der geometrische Ort für einen 
Piinltt, der für diese Kreiae gleichgroße 
(gleichartige) Potenz, also gleichlaiige 
Tangentenabachnitte bezw, gleich- 
lange senkrechte Halbsehnen liefert. 
Die Gesamtheit aller Kreise mit gemein- 
samer Potenzlinie bildet einen Kreis- 
bnschel, und zwar von ei'ster oder 
zweiter oder dritter Ai-t, wenn die 
Kreise zwei getrennte reelle, oder zwei 
zusammenfallende oder zwei imagi- 
näre Punkte gemeinsam haben. 

Erkl. 206. In Figur 52 ist ein Kreis- 
biisehel erster Art gezeichnet, indem H 
und K zwei getrennte Punkte sind. 
In diesem Falle liegen die Mittelpunkte 
aller Kreise auf der Mittelsenkrechten 
JN der Strecke HK. Man könnte aber 
nach voriger Erklarang 205 aucli die 
beiden Punkte HK auf ihrer Verhindungs- 
sti-eeke in einem Doppelpunkte (etwa J 
in Figur 52) zusammenf allen lassen: dann 
liegen die Mittelpunkte aller Kreiae auf 
der im Doppelpimkte HK auf der Geraden 
H J K ei-riehteten Senkrechten, Jeder 
einzelne Punkt M der gemeinsamen Tan- 



2) Liegt nun die Sclmittgerade 
t so, daß der Schnittpunkt M auf 
die Innenstrecke der Punkte HK 
fällt (Figur 52 I), so müssen auf t 
notwendig durch alle Kreise 
des Kreisbüsehels Sehnenstrecken 
ausgeschnitten werden, für welche 
nach dem Sehnensatz der Plani- 
metrie das Produkt der von M und 
den Kreissehnittp unkten begrenzten 
Abschnitte gleich groß ist, und 
zwar gleich dem Quadrat der senk- 
rechte Halbsehne durch M in allen 
Kreisen, also 

MÄ.MA' = MB-MB' = --- 
= MH.MK. 
Demnach sind hier A, A'; E, B'.... 
involutorisch gepaarte Punkte 
einer Keihe, welche den Punkt M 
als Mittelpunkt und das kon- 
stante Produkt MH . MK als Potenz 
hat. Und zwar ist es eine 
involiitori-iche Eeilie ohne 
Doppelpunkte, da der Punkt M 
auf der Innenstvecke von HK, 
also auch von jeder Sehne A A', 
B B' . . . liegt. 

3) Liegt die Schnittgerade t so, 
daß der Schnittpunkt M auf die 
Auflenstreoke der Punkte HK 
fällt (Figur 52 II), so wird t nicht 
v'>n allen Kreisen des Büschels ge- 
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geilte allei' dieser Kreise liat (.laiin eljeii- 
ialis fUi' alle Kreise dieses Kreisbüscliels 
zweiter Art gieicligrol3e Potenz 
= M H . M K bezw. = M J^, Um einen 
KreiabUschel dritter Art mit gegelieiiem 
Punkt M zu zeichnen, benutzt man die 
Eigenschaft gleiehlanger Tangenten von 
jedem Punkte der Potenzlinie. Man 
zeichnet also am einfaelisten Ittiei' will- 
kürlich gewählter Centi-ale MAB als Hy- 
poteuusem-ichtung (Figur 54) beliebig viele 
rechtwinklige Dreiecke mit gern einsame i' 
KaÜietenlänge MR = M8=--' imd kon- 
struiert die Kreise, welche ilu-en Mittel- 
punkt aul MAB und die in R, 8 - ■ ■ senk- 
recht zu errichtenden zweiten Katheten 
zu Kadien haben. 

Ei'kl. 207. In Figur 52 I ist als 
Sehnittgerade t eine Gerade A'E' so ge- 
wählt, daß ihr Schnittpunkt M auf dei' 
Verbmduugsgeraden H IC innerhalb 
dieser Sehne HK, also auch innerhalb 
jeder von t auBgescluiitteneu Ki'eissehne 
AA', BB'--- liegt. Würde man M mit 
jedem Ki-eismittelpimkt verbinden und 
in M die Senkrechte auf dieser Zentrale 
eiTichten, so wllrde die „senkrechte I-Ialh- 
sehue" in jedem Kreise entstehen. Und 
deren Lit nge wäre jedesmal gleich 
yMH.MK, also jedesmal gleiehlang, 
HO daß die Endpunkte aller dieser Halb- 
sehnen auf einem Ki-eise um M liegen 
mlisfien. Füi einen einzigen von allen 
Kreisen des Büschels Fällt diese Halb- 
sehne durdi M mit t zusammen; und 
um seinen Mittelpunkt zu erhalten, er- 
richtet man auf t ui M die Senkrechte 
und bringt diese znm Schnitt mit der 
gemeinsamen Zenti'aJe aller Kreise. Der 
Schnittpunkt N liefert den Mittelpunkt 
desjenigen Kreises, dessen Sehne t in M 
halbiert wird. Folglich sind MP--MP' 
die Abstände der beiden von M beider- 
seits gleichweit entfernten involutoriach 
gepaarten Punkte, d. h, P und P' sind 
die beiden Poteuzpunkte der involu- 
torischen Reihe 52 I, welche keine Ord- 
nungspuidcte hat. (Und der Halbkreis 
Über PP', als Gegenstück zum Ortho- 
gonalkreis, wu-d von sämtlicheu Ivreisen 
des Bilschels halbiert oder untei' einem 



schnitten, soudera nur von denen, 
welche beiderseits H K größer sind 
als die Berührungskreise durch 
H,K mit t. Alle mit t zum Schnitt 
kommenden Krei e aber liefern 
Sehnenstrecken, für welche nach 
dem Sekantensatz der Planimetrie 
wieder das Produkt der von M und 
den Kreisschnittpunkten begrenzten 
Abschnitte gleich groß ist, und 
zwar gleich dem Quadrat des Tan- 
gentenabschnittes von M an alle 
Kreise,_a]so M A-M A' = MB.MB' 
= ....=MX^ = MH. MK. Demnach 
sind auch hier A,Ä'; B,B' in- 
volutoriach gepaarte Punkte 
einer Reihe, welche den Punkt M 
als Mittelpunkt und das konstante 
Produkt MH.MK als Potenz und 
die Berührungspunkte X und Y als 
Ordnungspunkte hat. Und zwar 
ist es eine invoiutorische Reihe 
mit Doppelpunkten, da der 
Punkt M auf der Außenstrecke 
von H K, also auch von jeder 
Seime AA', BB' Jiegt. 

4) Die vorliegende Beziehung der 
involutorischen Punktreihe zum 
Kreisbüschel ermöglicht nun auch 
die Konstruktion beliebig vieler 
gepaarten Elemente der involu- 
torischen Reihe beiderlei Art in 
Figur 51 1 und Figur 51 11. Denn 
wenn zu einem beliebigen Punkte 
C der gepaarte Punkt C gesucht 
wird, so braucht man nur den durch 
H, K und gehenden Kreis zu 
konstruieren. Sein zweiter Schnitt- 
punkt mit t ist '^er verlangte Punkt 
C, weil MG-MC'-MH.MK. Man 
hat also ein sehr einfaL-hes Mittel, 
um die invoiutorische Reihe in 
ihrer ganzen Erstreckung punkt- 
weise vollständig darzustellen und 
vollkommen zu überschauen. 

5) Aber auch umgekehrt dient 
dieselbeplanimetrisehe Auffassungs- 
weise zur Konstriiktion der involu- 
torischen Reihe aus gegebenen 
B e stimm u 11 gs stücken, insbe- 
sondere auch in dem einen Falle, 
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Durclimeeeer geschnitten.) Bei der Lage 
in Figur 52 1 wird die Gerade t von 
allen Ki-eisen des BUschels gesclmitten; 
der kleinste von allen Kreisen der 
FigTU' 62 hat seinen Mittelpunkt im 
Mittelpunkt J zwisclien E und K, doch 
sind seine Selmittpuiikte in t in keiner 
Weise ansgezeichnet, sondera bilden ein 
Paar L,L', wie alle anderen auch: 
ML.ML'=MH.MH'=MP.MP' = — MP"l 

Ei'kl. 208. In Figur 52 II ist als 
Schuittgerade t eine Gerade A' C so 
gewählt, daß deren Schnittpunkt M mit 
der Verl lindnngsgeraden HK auJÜ erhall) 
dieser Sehne HE, also auch außerlialh 
jeder von t ansgesclmittenen Kreissehne 
AA', BB'--- liegt. Würde man von M 
an jeden Kreis des BUschels die Taugente 
legen, so wäre auf derselben die Länge 
des Tangentenabschnitts von M an den 
Kreis jedesmal gleich Vm H - M K, also 
jedesmal gleichlang, sodaß die End- 



für welchen die rein geometrische 
Behandkmgsweise versagte, nnd 
auch die Eechiiung nur zur Auf- 
lösung einer Gleichung führte. Sind 
etwa gegeben zwei beliebige 
Punktepaare AÄ', BB' einer in- 
volutorischen Kelhe, einerlei ob 
erster oder zweiter Art, so legt man 
durch dag eine Paai' AA' einen 
völlig beliebigen Kreis und durch 
das andere Paar B B' einen zweiten 
Kreis, der den ersten sehneidet, 
sonst aber ebenfalls ganz beliebig 
lii-gen darf. Dann liefern die 
Schnittpunkte H und K beider 
Kreise auf t den Mittelpunkt M 
der involutorisehen Punktreihe, und 
jeder weitere Schnittkreis durch H 
und K liefert auf t zwei gepaarte 
Punkte, die Berübrungskreise durch 
H und K aber liefern die Ord- 
nun gsp unkte, falls solche vor- 
handen. 




punkte aller dieser Tangentenah sei mitte 
anf einem Kreise nm M (dem sogenannten 
Ortliogonalki-eise) liegen müssen. Für 
zwei Ki'eise des Büschels Tällt diese 
Tangente durch M mit t zusammen; ihre 
Berührungsprmkte liegen auf t beiderseits 
M im AbStande MX-MY = VmH.MK, 
und diesen erhält man als Tangenteniänge 
von M an einen beliebigen Kreis des 
Büschels, bezw. durch Konsti'uktion des 
geometrischen Mittels aus MH und MK. 
Für diese Bei-tllmuigspimkte X und Y ist 
MX* = MY2 = ]y:H.MK=MA.MÄ'----, 
also sind X und T die Ordnnngspunkte 
der involutorisehen Re he De \ n 1 
Y berührenden Kreise des Bl sei eis 1 iben 
ihre Mittelpunkte in Ici ^cl ttj nl te 



(5) Zeichnet man Halbkreise 
über der Strecke jedes Punktepaares 
einer involutorisehen Reihe, ohne 
Ordnungselemente (Figur 53), 
so gibt es für jeden dieser Halb- 
kreise eine im Punkte M auf t er- 
richtete sen krech te Halbsehne MK, 
für welche MK' = MA.MA'. Da 
aber M A-M A'^MB-MB'^ ■ ■ -, so 
muß auch MK für alle Halb- 
kreise dieselbe Länge haben, d.h. 
alle diese Halbkreise gehen 
durch denselben Punkt K, Sie 
gehen natürlich auch alle durch 
den zu K in bezug auf t sym- 
metrisch liegenden Punkt H; und 
t bildet hier die in Figur 52 nur 
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imd Q von JN mit den in X und T 
auf t enichteteii Seakrecliten. Die Gerade 
t wird nur von denjenigen Kreisen ge- 
troffen, ■welche ihre Mittelpunkte swi JN 
beiderseits außerhalb der Sti-ecke dieser 
beiden genannten lü-eismittelpimkte haben. 

Erltl. 209. Die in Figur 52 an- 
gegebene Konstmktion gestattet aufs 
einfachste an beiderlei Arten der involu- 
torischen Reihe den gegenseitigen Din-ch- 
laul der gepaarten Punkte zu ei'kennen: 
In Figur 52 I entspricht dem Punkte P 
der Punkt P', jedem Punkt zwischen P 
und M ein Punkt zwischen P' und COM', 
indem die Ki-eismittelpunkte auf der 
Mittelsenlcreehtea von HK von N nach 
rechts unten ms Unendliche rücken; jedem 
Punkte zwischen M und P' entspricht 
ein Punkt zwischen OOM' und P, indem 
die Ki'eismittelpunkte auf der Zentralen 
von links oben bis zum Punkte N wieder 
hereinrUeken. — In Pigui' 52 II sind sich 
selbstentsprecheudderPunktX und ebenso 
der Punkt Y, jedem Punkte zwischen X 
und M entspricht ein Punkt zwischen X 
nad COM', indem die Ki-eismittelpunkte 
auf JN von nach links oben ins Un- 
endliche rücken; jedem Punkte zwischen 
M und Y entspricht ein Punkt zwischen 
Y und OOM', indem die Kreismitte Ipruütte 
von Q nach rechts unten ins Unendliche 
rtteken. Die Ki'eise mit Mittelpunkten 
zwischen und Q kommen ftli- Figur 52 II 
gar nicht in Betracht. — Gemeinsam bei 
beiderlei involutorischen Punkti'eihen ist 
also der Umstand, daJ3 allen Punkten 
zwischen P und P' bezw. zwischen S 
und Y {welche in der Figur mit den 
ungestri dienen Buclistaben bezeichnet 
sind) Punkte außerhalb PP' bezw. XY 
zugeordnet sind, aber in Figur 52 I auf 
ungleicher, in Fiyui' 52 II auf dei' gleichen 
Seite von M. Ferner entspricht beide- 
male dem Punkt M der unendlitke 
Punkt DOM' denn die Geride HMK 
t selbst eue de K eise I h HK 
nämh h de Kie ut unendl 1 fien 
Eadi de ma ge 1 los en denken 
kam ]6 na h Z t ft n d 1 1 1 ke 
le 1 1 H Itt I Ulf 



angedeutete Mittelsenkrechte J N 
der gemeinsamen S hne H K des 
Kreisbüsehels. Wegen der Halb- 
kreise sind aber die Winkel AKÄ', 
EKB', C K C als Peripherie- 
winkel über dem Durchmesser jedes 
zugehörigen Kreises sämtlich 
rechte Winkel, also erhält man 
folgende merkwürdige Beziehongi 
Die Punktepaare einer invo- 
lutorischen Reihe ohne Doppel- 
punkte können durch einen 
rechtwinkligen involutori- 
schen Strahlenbüschel proji- 
ziert werden ans einem Punkte, 
der senkrecht üher dem Mittel- 
punkt der Reihe liegt in einer 
Entfernung gleich dem Ä - 
stände der Potenzpunkte vonM, 
7) Zeichnet man Halbkreise 
über der Strecke jedes Punktepaares 
einer involutorischen Reihe mit 
Doppelpunkten (Figur 54), so 
wird beiderseits von M jede Strecke 
bezw. jeder Halbkreis umfaßt von 
jeder größeren Strecke bezw. jedem 
größeren Halbkreis. Daher -entsteht 
kein ICreiebüsehel der in Pigur 52 I 
und 5ä erhaltenen Art, sondeni ein 
Kreisbüschel mit imaginären 
Schnittpunkten (vergl. Erkl. 206). 
Die Halbkreise über den Nullstrecken 
<'er selbstentsprechende • Ordnungs- 
punkte schrumpfen zu Punkten 
zusammen, aber die Strecken MX 
= MY sind wieder gleich der ge- 
meinsamen Länge aller von M an 
die sämtlichen Kreise ge ogenen 
Tangentenstrecken. A.ni jeder be- 



wird ebenfalls eine involutorische 
Reihe ausgeschnitten, und zwar 
jedesmal eine solche mit Ord- 
nnngspunkten, da ihr Schnitt- 
punkt M mit der gemeinsamen 
Potenzlinie stets außerhalb der 
St e ke jeder Sehne liegt. Sobald 
d e Seka te t nicht mit der gemein- 
sa iie Zentrale aller Kreise zu- 
sau e fällt, gibt es zwei Kreise, 
w Icl e t beiderseits M in gleichen 
U t nlei berühren: und ihre 
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BeiTihrungsp unkte sind die Ord- 
nungspunkte X, Y. 



Erkl. 210. Der Kreisbüschel erster 
Art, welcher in Pigiir 53 vei-wenclet ist, 
gestattet zweierlei schueidende Geraden: 
innerhalb und außerhalb HK. Zu ersterer 

Art gehört auch die Zentrale OJNQ selber; auch auf dieser ist also eine involu- 
torische Punktreihe ausgeschnitten, und zwar von der Art wie Figni- 52 I: Mittelpunkt 
ist J, PotenKpuiikte sind liier die Schnittpunkte des kleinsten Kreises HLKL'. 




Der Kreisbttsehel zweiter Art, welcher aus der Gesamtheit der eine Gerade B.\K 
in gemeinsam bestimmtem Punkte berührenden Kreise besteht, liefert blol] involu- 
torische Reihen der Art Figur 52 II, da der Innenraum HK zu Null zusammen- 
Und mit diesem Umstände ganz Übereinstimmend zeigt sich die 
^ beim KreifibüBchel dritter Art (Figur 54). Auch dieses erlaubt nur 
Sekanten der Art 52 H, denn da die Potenzlinie völlig außerhalb aller Kreise läuft, 
so liegt auch Punkt M stets außerhalb der Sekantenstrecken. Aber in beiden 
letztei'en Fällen des Kreishlischela zweiter und dritter Art wiederholt sieb das Ein- 
treten der Potenzgeraden selber als Kreis mit unendlich großem Radius, der [zum 
Punkt M den unendlich fernen Punkt ,00 M' zuordnet. 



Erkl. 211. In Beiüoksichtigung des tlbereinstimmeuden Ergel 
dreierlei KreisbUschel kann die Angabe der obigen Antwort über die Konstruktion 
der involutorisehen Reihen aus zwei gegebenen Punictepaaren daJiin enveitert werden, 
daß die beiden zur Zeichnung erforderlichen Kreise bei der involutorisehen Reihe der 
Figur 52 II nicht unbedingt einander schneiden müssen. Ea dient nur zur Verein- 
lachung der Konstruktion, wenn die Kreise einander schneiden, weil dann die 
Sekante HK sich unmittelbar ergibt als Potenzlinie eines KreisbUscbels erster 
Ai't. Wenn die Kreise einander bertihren, so liefert ebenso die gemeinsame 
Tangeute als Potenzlinie eines Büschels zweiter Art den Mittelpunkt M durch 
ihren Schnittpunkt mit t. Und wenn die Kreise einander gar nicht treffen, so 
bestimmen sie dennoch einen Ki'eisbiischel dritter Art; aber dessen Potenzitnie 
kann leicht konstruiert werden (durch gleichlange Tangenten oder durch Hinzunehmen 
eines dritten beliebigen Sehnittkreises) und liefert wiederam den Mittelpunkt M und 
zugehörige Punktepaai'e. — Daß bei einer involutorisehen Reihe nach Figur 62 I 
überhaupt nur Kreise möglich sind, die einander schneiden, geht aus der Lage der 
Punkte heiTor und stimmt damit überein, daß nur der KreisbUschel erster Art durch 
Sekanten zwischen H und K überhaupt solche Reihen liefern kann. 
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Erkl. 212. lu Figur 3 üt i b 1 1 t 1 Reihe 

MAÄ'BB'EE'PP''-- Und t dj d Z 1 g t i ■n ■ 52 1 

■and 53 dieselben Buchstaben ftt lig 1 IbKib 11! gleicli- 

benaiuiten Punkte beidemale in 1 h u Ab tlnd D ! w d b n F ur 53 

eheii als Zentrale aller Bl 1 Ik E f !1 n 1 d Z hi ms die 



Ptmkte M, J, N in den emen PktM m IE LILH t Mittel- 

punkt N fällt mit dem Bli-eis PI P H l Hallki b I P'. In 

Figur 52 I ist mu- ein einzig-er Bfl 1 Ik fil ^ 1 1 a t D Im t d rselbe 

hat seinen Mittelpunkt im Seil ttp nkt JX tt t uPktB — in 

Figur 53 haben sämtliche B 1 Ikr d G 1 t 1 D 1 Daher 

erzeugen in Figur 53 gleichgroß Ki 11t MK 1 ymm t U 1 gende 
Punktepaai'e beiderseits M, in P gi 5 I 1 1 1 hgi B n Kreisen 

nicht symmetrische Punktepaa md m 1 1 -t u y t I P nkt paaren 
nicht gleiche Kreise. — Daß ab E Ibk 1 1 IIb u i t 1 dneten 

Punktepaaren einer Pnnktreih I t w I mtl 1 cl m Ib u F I flschel 

angehören müssen, folgt ans dm tldÄhtgflt B e, daß 

die auf dem Durchmesser t senki'echte Halbselme MIv tili alle Kieise theselbe aem muß 

Erld. 213. Die besondere Wichtigkeit le I „ 53 1 e^t e ge n le 
Eigenschaft der Halbkreise selber, als in der Bez ehun„ der P ktiele z de 
involntorischen Bllschel mit Sclieitel K. Die Be^onde 1 e t d ese Ä -t on BHsch 1 
wird später noch besonders behandelt. Der in ob ge Äntwo -t an gesp oche e &atz 
aber zeigt keineswegs eine Eigentümlichkeit bloß le ol tor sehen P ktiele 

sondern bildet nur die Wiederholung eines auch für nicht involutoriseh liegende 
Pnukti'eihen auf gemeinsamem Träger bereits in Erklärung 306 des I. Teiles nach- 
gewiesenen Satücs. Dort war gezeigt, daß aneli beliebig liegende gleichlaufende 
projektirische Pnnkti'eihen ohne Doppelpunkte auf gemeinsamem Träger stets pro- 
jiziert werden können dnreh zwei kongniente gleichlaufende Strahl enbüscliel in 
vereinigter Lage. Dasselbe ist aber m Figur 53 eingetreten. Denn faßt man die 
Strahlen von K nach den Punkten E'C'PBÄ der Reilie nacli als Stralilen eines 
ersten BUschels auf, so sind die Strahlen von K nach den gepaarten Punkten 
ECP'B'A' die entsprechenden Sti-ahlen eines zweiten Büschels; nnd da die Punkte 
E'C'PBA und ECP'B'A' zugeordnete Punkte zweier projektivischen Punktreihen 
auf gemeinsamem Träger in involutoriseh er Lage sind, so ist anch das erste Büschel 
projektivisch zum zweiten. Da aber die Winkel E'KE=C'KC=P'KP=BKB' 
=AKA' = 900, so sind auch die Einzelwinkel E'KC'=EKC, C'KP-=GKP', 
PKB=P'KB', BKA=B'KA' u. s. w. Demnach besagt der Satz im sechsten Teile 
obiger Antwort genau das Gleiche, wie der Satz in Erkläi'ung 306 des 1. Teils. 

Erkl. 214. Die Lage des Punktes K, aus welchem die beiden projektivischen 
Reihen durch kongraente Büschel projiziert werden können, ist in Erkläi'ung 306 des 
I, Teils bestimmt dui-ch den Abstand jFaMi.MiMg, wobei Fj der eine Fluchtpunkt, 
Ml der Mittelpunkt beider Fluchtpunkte und M3 der diesem Pimkte Mi projektivisch 
zugeordnete ist. Werden die beiden projektivischen Pmiktreihen in involutorischer 
Lage auf dem gemeinsamen Träger zusammengelegt, so werden beide Fluchtpunkte 
P2 und Gl zum Mittelpunkt M der Reihe, so fallen also Pg Gi Mi in einen einzigen 
Punkt M zusammen, und sein gepaarter Punkt M^ wird zum nnendlich fernen Pnnkt. 
Daher erhält jener Ausdrack Pa Mi . Mi M^ den unbestimmten Wert O.OO. Und als Wert 
dieses unbestimmt werdenden Produktes tritt nnn bei der in yolntoriscb en Lage be ider 
Reihen die bestimmte Größe MK=-MP'=yMÄ.MA'=yMM.MM'=yo.CO ein. 
In der Tat liefern die Potenzpunkte PP' das einzige gleichschenklige rechtwinklige 
Dreieck mit Spitze K; und wenn K auch mit OOM' verbimden wird, so ist anch 
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der Winkel MKil' ein Itecliter, wie alle anderen "Winkel Kweiei- Kngeordneten 
Sti'alileu ans K. 

Erltl. 216. X)aä aucli bei einer iuvolntorisclien Reihe mit Ordnungijpiinktcn 
die Halbkreise über den Sh'ecken zngeordmeter Punktepaare zu Ki'eisen eines Kreia- 
bllsehels gehören, heweist man am einfachsten durch die Tangenten von M an 
diese Kreise, Fllr jedes Punktepaar ist yj^I A . M A' ^ f M B . M B' gleidigi'oß, und 
v.war ist dies gleich der Tangen tenstr ecke von M a» jeden Kreis. Demnach liegen 
die Endpunkte R, 8 all dieser Tangenten gleicln^eit von M, also auf einem Kreise 
mn M, und M ist ein l'nukt gleicher Poteaz für alle Kveise. Hiernach ist aber die 
in M auf der Zentralen' errichtete Senkrechte die FotenKÜnie, und die Gesamtheit 
aller Ki'eise bildet das Bilschel, welclies diese Senkrechte zur Potenzlinie hat. Da 
jeder Piinkt dieser Potenzlinie ebenfalls gleichlange Tangenten an alle Kreise liefert, 
so sind nach Antwort 80 des VIU. Teiles dev Planimetrie nicht mir der Kreis XES¥, 
aondeni anch alle anderen K\'eise durch X und Y Orthogonalkveise des vorhandenen 
KreisbUschels und liefeni selber ein Kj'cisbüschel erster Art, dessen Kreise aäintlicli 
durch die beiden Punkte X und Y liindurchgehen. 



Frage 60. Welclie Eigensehaften 
des involutorischen Strahlen- 
biischels ergeben sieh durch An- 
knüpfung an die metrische Be- 
handlung der projekti vischen 
Strahlenbüsehel? 




Antwort. Wenn je zwei Strah- 
lenpaare der beiden involutorieeh 
zusammengelegten Büschel einander 
doppelt entsprechen, so muß 
dies auch zutreffen für die beiden 
einander entsprechenden 
Normalstrahlen beider 
Büschel Ui_Lvi und »^ I v». 
Nun liefern aber nach Satz 8 
des I. Teiles die "Winkel von 
je zwei entsprechenden 
Strahlen mit je einem un- 
gleichnamigen der zugeord- 
neten Normalstrahlen ein 
konstantes Produkt 
ihrer trigonometrischen 
Tangentenfunktionen, 
folglich muß man auch hier 
gleiche Produkte erhalten 



Erld. 210. Unter den zu-eovd- 
neten Sti'ahlen zweier projekti vischen 
Strahlenbusch el sind in der rein 
geometrischen Auf faasmigs weise 
keinerlei besonders ausgezeichnete 
Sti-alileupaare. Anders in der 
metrischen Auffassung: da ti'cten 
zweimal zwei Strahlen des einen 
Bilschela in eigentllmliehe Beziehung 
zu ihren entsprechenden des anderen. 
Es sind nämlich erstens diejenigen 
beiden siufeinajider a o n k !■ e e h t 
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stehendeu Strahlen Ui v^ des ersten 
Büschels, welchen auch im zweiten 
Büschel wieder zwei aufeinander senk- 
recht stehende Strahlen u^ y^ entspreelien, 
also die sogenannten zugeordneten 
Noraialfitralilen. Und es sind zweiteuB 
diejenigen beiden zn m (bezw. v^) beider- 
seits gleichgene igten Sti'ahlen pi qi dea 
ersten Bflschels, denen auch im zweiten 
Büschel wieder zwei Strahlen pj q^ ent- 
spreelien, welche zu vg (bezw. Ug) beider- 
seits die miteinander und mit beiden 
vorigen Wmkeln gleichgi-oßen !Neignng8- 
winkel besitzen: 

(Pi Hl) = (ui qi) = (ps Va) = (vg q^) 

(pi n) = (vi qi) = (P2 %) = (»a %)■ 
Diese beiden letzteren Sti'ahleu heißpn 
die Poteuzatrahlen beider Bllschel, 
Diese Beziehungen sind zur Verdeutlichung 
der Figuren 55 und 56 nochmals be- 
sonders dargestellt in den Figuren 57 
und 58. Man hat also in Figur 55 und 
56 ebenso wie in Figur 57 uad 58 je 
fünf Strahlen der beiden Büschel SiSj, 
darunter jeweils die besonderen Strahlen 
UiUä, ViVa, piPä, qiqa uad nni- Aas 
einzige allgemeine Strahlenpaar ai aj. 
Und zwar in Figur 58 Units und rechts 
zweimal dasselbe Büschel Sä, nur links 
gleichlaufend mit Sj in Figur 57, 
rechts uagleichlauEeiid mit S, ia 
Figm- 57, 




aus den Tangentenfiinktionen der 
Winkel je zweier involutoriseh ge- 
paarten Strahlen aa'. bb' mit den 
ungleichnamigen Nor malstrah len . 
Man hat also an Figur 55 und 56 
einerseits mit u und v; 
tg (ui ai) . tg{va aa)=tg (ui bi) . tg (v. bo) 

= ■ ■ ■ const,, 
beKw. 

tg (u ii) ■ tg (u !i') = iJonst., 
anderseits mit v und u; 
tg(viai)-tg(uaas)=tg(vibi)-tg(uab.2) 

= ■ ■ ■ const., 
bezw, 

tg (u' a) . tg (ii' a') ---' const. 

Da aber ni_Lvi, bezw. u_Lu', so 
ist <S (u a) = 90" — (u' a) und <J (u a') 
==90" — (u'aO, also tg{ua)^etg(u'a) 
und tg (u a') = ctg (u' a'). Und folg- 
lieh sind das erste und zweite der 
vorgenannten konstanten Produkte 
zwei reziproke Werte. 

2) Diese beiden Produkte werden 
genannt die Potenzen des involu- 
torischen Strahlenbüschels und 
haben als reziproke Größen stets 
beide das gleiche Vorzeichen. 
Und zwar besitzen sie das positive 
Vorzeichen, wenn die beiden 
Strahlenbüsehel ungleichlaafend 




Erkl. 217. Der Satz 8 des ersten 
Teiles lautet: „In zwei projektiviseh ver- 



um 

her umgeh i 



gemeinsamen Seheitel 
. (Figur 56); denn dann 



wandten Strahlenbiischeln hat das Produkt liegt jedes zugeordnete Strahlen- 
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der trigonometrisclien Tangenten der 
Winkel von je zwei entsprechenden 
Sti'alilen mit je einem nngleichnamigen 
der zug^eordneteu NormaUti'aJilen einen 
konstanten Wert." Dieser Wert heißt 
die „Konstante der projektiviselien Be- 
ziehnng" oder die „Potena der projek- 
tivischen BeKiehung". Sind also ni_Lvi 
und n? I V» in Figur 57, 58 bezw. 55, 56 
die angeordneten Normalsti-aJilen, so gilt 
für beliebige projektivisch zugeordnete 
Strahl enpaar 6 a^ Sj, bj bj die Gleichung 
tg (ui aO . tg (va St) = tg (ui bi) • tg (vj bä). 
Ist bieiin (wie iir Figur 55 und 56) 
(uiaOXuibi), d. 1 u fene von a 
ala von \ — so muß (da 1 lan^e tea 
funktionen mit den V\ kel^ dße z 
und abnehmen) tv2a.)<C( 1) dh v 
näher bei aä, als he b U d u fa 
die zwei bestimmten btialle [liire p q 
und pa %, welche be de se tf n gk che 
Neigungswinkeln zu den ungl 1 anogen 
Nonnalatralilen Ui uud bezv v unl 
% liegen, ist gleich/etg ( i )=( ^p I 
^(uiqi) = (vaqä), erstere beiden Winkel 
je nach der einen, letztere beiden je 
nach dev entgegengesetzten Richtuag in 
ihrem Büschel gemessen. 

Erkl. 218. In Figur 57 sind die 
Strahlen des Büseliels Sj, in dev Eeihen- 
iolge pi Ui qi a^ v^ mit der Umlauis- 
riclitung gegen den Uhrzeiger dui-ch 
den Pfeil bezeichnet. In Figur 58 sind 
im projekti vi sehen Büschel 8a links und 
rechts die Stralilen ebenfalls in der Reilicn- 
folge Pa na qa Uj Vj durch den Pfeil be- 
zeichnet. Hier ist aber in Figur 58 a 
wieder Umlauisrichtung gegen den 
Uhrzeiger, in Figur 58b aber mit dem 
Uln-zeiger, denn Figur 58 a und b geben 
dasselbe Büschel 8^ in der einen mid 
anderen Umlauf srichtung, gerade gespiegelt 
gegen die Mittelaxe. ■:— In Figur 55 
gelangt nun Büschel 8^ der Figur 57 zur 
Deckung mit dem gleiehwendigen 
Büschel Ss, dev Figur 58 a, in Figur 56 
mit dem gegenwendigen Büschel 8a 
der Figur 58b, und zwar so, daß jedes- 
mal die .Schenkel des reebtea Winkels 
U] Vi von Si vei'tauBCht aui die Schenkel 
desrechtenWiiikelsv^u-3 zu liegen kommen, 



paar im gleichen rechtwinkligen 
Winkelraum von u und v, so daß 
die Winkel (ui,ai) und (va a^) hezw. 
(ua) und (ua') beide spitze Winkel 
sind. Und die Strahlen aa' liegen 
nicht getrennt durch die Strahlen 
uu'. Dagegen hat das Produkt das 
negative Vorzeichen, wenn die 
beiden Strahle nbüchel gleich- 
laufend um den gemeinsamen 
Scheitel herumgehen (Figur 55); 
denn dann liegen die Strahlen jedes 
zugeordneten Strahlenpaares in un- 
gleichen rechtwinkligen Winkel- 
räumen von u und v, so daß von 
den Winkeln (ui ai) uud (vj a^) hezw. 
(n a) und (u a') stets der eine spitz, 
der andere stumpf ist, also der 
eine Funktionswert tg bezw. ctg 
positiv, der andere negativ. Und 
die Strahlen aa' liegen innen und 
außen getrennt diircli die 
Strahlen u u'. 

3) Das Tangentenprodukt 
tg (u a) ■ tg (u aO entsteht aus zwei 
gleichgroßen Faktoren tg (u p) 
^itg(up'), wenn man als gepaarte 
Strahlen die beiden sogenannten 
Potenzstrahlen der beiden Binzel- 
büscliel ins Auge faßt, welche beider- 
seits unter gleichen Winkeln 
gegen die beiden ungleichnamigen 
Nbrmalstrahlen liegen. Selbst- 
entsprechend kann jeder der 
beiden Potenzstrahlen nach dem 
vorigen aber nur im Falle der un- 
gleichlaufenden Einzelb tisch el 
werden (Figur 56). Daher werden 
dieselben auch nur im letzteren 
Falle zuOrdnungselementeu x, y 
des Büschels, nicht auch im ersteren 
Falle der gleichlaufenden Einzel- 
btischel. — Durch diese beiden Fest- 
stellungen 2 und 3 sind nun die 
beiden Sätze 23 und 23 a auch für 
involutorische Strahlenbüschel selb- 
ständig nachgewiesen. 

4) Wenn in Figur 56 pi uud ps 
in X, qi und qa in y zusammen- 
fallen, so ist für das willkürlich 
ausgewählte Strahlenpaar aa': 
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also v^ auf ui, u^ auf vi. Von tlen Pfeilen 
geben dabei wieder die einfach gefiederten 
den Ijeidemale gleichbleibenden Umlauf 
von Si an, die doppeltgefiederfen den 
Umlauf von 83. 

Erkl. 219. Dabei entaprechea ein- 
audei' iu Figui- 55 die Winkel (td Vi) 
nad {qa Vg), Wenn also ai im Winkel 
(qi Vi) liegt, so liegt aa im Winkel (qä y-i), 
so daß, wenn der Winkel (u^ ai) ein 
Spitzel' wird, der Winkel (vsäj) bei 
Messung in derselben UmlaufBriclitnng 
vom gemeinsamen Schenkel Ui = v2 aus 
ein stumpfer Winkel wij'd, und nur 
bei Messung in entgegengesetzter 
Umlaniericlitmig als spitzer Winkel 
erscheint. Beide Umstände machen 
tg {vj a^) negativ, also das Produkt 
tg('-i a^) . tg(v2 a^) negativ; imd ebenso 
haben die Winkel {v^ a;) und (ua a^), 
wenn beide als spitze Winkel gemessen 
werden sollen, entgegengesetzte Umlaufa- 
richtimg vom gemeinsamen Schenkel 
Vi=U3 aus, liefern also wieder negatives 
Tangentenprodukt. — Auch bei Figur 56 
entsprechen einander die Winkel (qi v^) 
nnd (qitVa). Wenn also wieder ai im 
Winkel (qi vj) liegt, so liegt a^ im Winkel 
(qs ^3)1 ^^^ diesmal so, daß, wenn dev 
Winkel (uj a^) ein spitzer ist, der Winkel 
(vj aj) ebenfalls ein spitzer ist, gemessen 
vom gemeinsamen Schenkel ui=va ans, 
daß also das Tangentenprodufet positiv 
wird; und ebenso haben die Winkel (viai) 
und (u^aa) spitze Winkelwerte bei gleicher 
Messungsrichtung vom „e e neu 
Sehenkel v^^Uj aus. 

Erkl. 220. In Figur 1 6 &nl 

die Strahlen a^ von 8 "i fgefaßt I 
Strahlen des anderen Bä cl eis S be 
zeichnet als bj. Wegen les D pjelt 
entsprechens in jedem Paa e zngeo h ete 
Strahlen muß daher % von S lulgefaßt 
als Strahl des Büschels S Is b be 
zeichnet werden, so daß 1 =113 a =1 
Zugleich sind unterhalb de lie Büschel 
sehneidenden Geraden d e den '^t ihlen 
Pi=qa, ■ai='2! %=' bezv \ u a 
involutoris eh zugeordneten nami 1 p =q 
U2=vi, a^=hi, bezw. Is p t be 

zeichnet. Man hat also zwar m jedem 



tg (u a) tg (u a') = tg= {\i x) = tg- (u y) 

= ctg (u' a) . ctg (u' a') = ctg^ (u' x) 

= ctg'(u yj-^tg^-^-^etg— "^ — -. 

Demnach sind (vergl. Antwort 1 der 
Frage 23 des 11. Teils) a und a' zwei 
Strahlen, deren Winkel dnrch die 
Strahlen x und y innen und außen 
harmonisch geteilt wird, und u 
und u' sind die Winkelhalbierenden 
der Stralilen x und y. Hiermit ist 
aber, da a und a' ein ganz beliebiges 
Strahlenpaar ist, auch Satz 24 für 
involutorische Strahlenbüschel be- 
wiesen. Und die Strahlen u, u', zu 
deren beiden Seiten nicht nur in 
Figur 56 die Ordnungselemente 
X und y, sondern auch in Figur 55 
die zwei Potenzstrahlen pi2 qj2 
und überhaupt je zwei das gleiche 
Produkt 

tg (iia) . tg (u a') bezw. ctg (u' a) . {u' a') 
ergebende Strahlenpaare sym- 
metrisch angeordnet liegen, 
heißen auch die Axenstrahlen 
oder die Äxen des involutori- 
schen Strahlenbüsehels. 

5) Da iu beiderlei involutorischen 
Strahlenbüscheln (mit und ohne 
Ordnungselemente) jedes projek- 
tivisch zugeordnete Strahlenpaar 
doppelt entsprechend sein muß, so 
entstehen lauter gleichgroße 
Winkel zwischen den projektivisch 
z geordneten Strahlen: die Winkel 
(a bi) = (ba aa), (ci di) = (dj C3) . und 
alle ähnlichen sind bei gleicher 
Winkelgröße mit vertauschten 
Dndschenkeln auf ein and er- 
gefallen. In der Tat sind nach 
Satz 8a des ersten Teils in zwei 
I rojektivischen Strahlenbüscheln 
tjtets zwei Gruppen gleich- 
gioßer Winkel zwischen zuge- 
or Ineten Strahlen vorhanden, 
u d zwar sehließen die gleichen 
W nkel der einen Gruppe jeweils 

on den zugeordneten Nonnal- 
stiahlen des betreffenden Büschels 
den einen ein, den andern aus, 
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der iiivulutüi'isüli zusammengelegten 
Einzelbltsehel S^ und ä^ je seclis Eiiizel- 
stralilen ab pquv, aber im invohitorisclien 
Büschel docli nui' je di-ei Paai' ziisammeu- 
gehörige Sü-alilenpaare aa', uu', uud dazu 
in Figur 55 pp', iu Figur 56 die Ord- 
nungsstralilen x und y. Und zwar liegea 
in Figur 55 die Paare sämtlich geti-ennt, 
nämlich aa' mit iiu' und aa' mit pp'. 
In Figur 56 aber liegen aa' nicht ge- 
trennt mit uu', wohl aher aa' geti'cnnt 
durch X und y, uu' getrennt durdi x uud y. 

Ei-kl. 221. Das konstante Tangente:!- 
produkt der Winkel gepaai-ter Strahlen 
mit den Noi-malatrahlen ist in Figur 55 : 

tg(ua).tg(ua') = tg(up).tg(upO 
==_tgS{up) = -tgHup') 

= ctg (u' a) . ctg{u' a') = ctg(u' p) . ctg (u' p') 

= — etg^ (u' p) = — otg'^(u' p'). 
Denn weil (u'ä)= 90"— (ua) und (u'a') 
= 900 + (ua'), also 

ctg (u' a) = ctg {90" — I, a) = tg (u a) 
und 

ctg (u' a') = ctg (90" + ua') ^ — tg (u n'), 
bestätigt sicli die erste Gleicliheit. Ebenso 
lieEera (u' p) = gC + (u p), (u' p') = SO*" 
^(npO aul dieselbe Weise d e Gleichheit 
der einzelnen Größen der zweiten Zeile mit 
den jeweils daillh erstehenden Tangeaten- 
produkten bezw, Tangent-enquadraten der 
ersten Zeile. Und zum Beweise der Gleich- 
heit der Größen der zweiten Zeile unter 
sich dient eine Braetznng etwa des Winkel- 
echenkels p dureli seinen Gegenschenkel, 
a!so{u'pi)=180"— (u'(ia)=:180''— (u'p'), 
folglich etg{u'p) = — ctg(n'p'). 

Ei-kl. 322. In Figur 56 sind die ent- 
spreelienden Werte der Potenz des in- 
vohitorischen Biiscliels 

tg (u a) . tg (n a') = tg (u p) . tg {u p') 
= + tg^(nx)- + tg^(uy) 

= ctg (u' a) . ctg (u' a') = + ctg* (u' x) 

= -i-etg*{a'y). 

Die öleichlieit der entsprechenden Größen 

der zweiten und ersicn Zeile ergibt siel) 



die der andüren Gruppe beide 
ans bezw. beide ein. Es ist also 
bei dem iiivoliitorisehen Strahlen- 
büschel olme Ordnungsstrablen 
in Fignr 55, wo a und a' in ver- 
schiedenen Winkelräumen der 
Normalstrahlen ti u' liegen, die 
erstgenannte Gruppe der in 
beiden Strahlenbüscheln vorhan- 
denen gleichen Winkel zur Deckung 
gelangt, deren Sehenkel je einen 
der Normalstrahien einschließen. 
Bei dem iavolutorischen Strahlen- 
büseliel mit Ordnnngsstrahlen 
aber in Figur 56, wo a und a' im 
gleichen Winkelraixme der Nor- 
malstrahlen u u' liegen, ist die 
zweite Gruppe der in beiden 
Strahlenbüscheln vorhandenen glei- 
chen Winkel zur Deckung gebracht, 
d. h, jedesmal der eine Winkel mit 
vertauschten Endschenkeln auf den 
gleichgroßen aufgelegt. Von den 
Winkeln der ersten Art ist der 
kleinste der Winkel zwischen den 
Potenzstrahlen {pi cli), welcher in 
Mgur 55 mit (p^q^) umgekehrt zu- 
sammenfällt; Winkel der zweiten 
Art gibt es in allen Größen von 
180 bis zu Null, und die Winkel 
(PiPi)=0 und {qiqi) = in Figur 6 
sindmit den alsOrdnungs strahlen 
erscheinenden Nullwinkeln (pj Pä) 
bezw. (q; qg) zur Deckung gelangt. 
Wenn aber irgend ein Winkel 
des Büschels So zur Deckung ge- 
langt mit einem der beiden mit 
ihm gleichgroßen Winkel in Si, so 
müssen auch alle derselben Gruppe 
angehörigen gleichen Winkelpaare 
beider Büschel Si und S^ zur 
Deckung kommen. So sind in 
Figur 55 (ui Vi) = 90"=(uä v.) bezw. 
(p, qi) = (pä q») die grundlegenden 
gleichen Winkel beider Büschel, in 
Figur 5 j ebenfalls {uiv,)=90''=(u.va) 
bezw. X = (p, pi) = = {pä pj) und 
y = (qi qi) = = (qsqg). Und weil 
diese besonderen Winkelpaare 
aufeinander liegen, liegen alle 
gleichen Winkelpaare aufeinander. 
6) Außer der Bestätigung der 
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hier wie oben iius der Bezielinng (ii'x) 
= 900 + (ux), (u'y)=90" — (ny); und 
innerhalb der zweiten Zeile selber gilt 
{ii'x) = 180''— (u'pa)=180''— (ii'y), alao 
ctg{u'x)= — ctg(u'y). 

Erkl, 223. Hat man in einer invohi- 
toriHchen Pnukti'eihe ein Punktepaar AA', 
Bo erhalt man ein zweites Paar zuge- 
ordneter Punkte C, C, indem man die 
Sti'ecke AA' um den Punkt M umklappt, 
also ZK A und A' die symmetrischen 
Punkte C und C aufsucht: die involu- , 
torische Pmikti-eihe besitzt Symmetrie 
in bezog auf den einen Punkt M. Hat 
man in einem involutorischen 8ti-ahlen- 
büschel ein Strahlenpaar aa', so erhält 
man ein zweites Paar zugeordneter 
Strahlen oc', indem man den Winkel aa' 
umklappt entweder um u oder um u': 
der involutorische Strahlenbüschel besitat 
Symmetrie in beziig auf die zwei Stralden 
u, u'. Aber man findet nicht etwa zwei 
verschiedene neue Sti'aMenpaare durcli 
TJmklappung um den einen oder anderen 
Axenstrahl, sondern bei ümklappuug 
um u wird a zu c, a' zu c', und bei 
Umklappimg um u' wird wieder a zu c, 
a' zu o'. Denn da {uuO^SO", so wird 
i Falle (au) = (ue) = 90<'— (u' 



schon durch die geometrische Äuf- 
f Eissung des involutorischen Strahlen- 
büscbels aufgefundenen Eigen- 
schaften erhält man somit als neue 
Hinzufügung die metrischen Be- 
ziehungen: 

Satz 26a. Die beiden recht- 
winklig stehenden gepaarten 
Strahlen eines involutorischen 
Strahlenbüschels sind die Axen- 
strahlen des Büschels, Zu ihnen 
liegen je zwei der sämtlichen 
Strahlenpaare symmetrisch, und die 
von den beiden Strahlen jedes 
Paares mit ihnen gebildeten Winkel 
liefern konstantes Produkt der 
trigonometrischen Tangenten bezw. 
Kotangenten : negativ bei dem 
Büschel ohne, positiv bei dem 
Büschel mit Ordnungsstrahlen, 
und zwar jeweils gleich dem 
-[-Quadrat dieser Funktionen der 
Winkel zwischen einem Potenzstrahl 
bezw. Ordnungsstrahl and einem 
der Normalstrahlen. 



ii) = 90° — (cn'); folglich wird auch hier 
schon (cu') = (u'a), und dieselbe Gleichheit wäi-e im zweiten Falle das iu'gebnis 
der Umklappung um u'. Und zwai- gilt diese Überlegung sowohl ftü- involutorische 
Bilsche! mit Ordnnngselementen, als für solche ohne Ordnungselemente, 

Erkl. 224. Die Sti-ahlen uu' führen hiernach den Namen Axenstrahlen 
nicht in einem abweielienden Sinne, sondern wirklich im Sinne von Symmetrie- 
axen für die Strahlenpaare des Büschels. Wie mau bei der involutorischen Punkt- 
reihe schon alle Beaiehungs weisen gepaarter Pimkte kennen gelernt hat, wenn man 
zu allen Punkten etwa zwischen M und P oder zwischen M und X die gepaaj-ten 
aufgesucht hat, so erkennt man beim involutorischen Büschel alle Beziehuugsweisen 
gepaarter Strahlen, wenn man ku allen Sti-ahlen zwischen u und p oder zwischen 
n und X die gepaarten aufgesucht hnt. — Bei einer involutorischen Pimktreihe. mit 
Orduungspunltten ist die hai'monische Beziehung des Mittelpimkts M zum unendlich 
fernen Punkte in bezug auf die Ordnungepunkte X, Y von selbst erkenubai-; \md 
ebenso ist beim involutorischen Büschel mit Ordnungsstrahle« auch die harmonische 
Beziehung der Nonnalsti'ahlen uu' zu den Ordnungsstrahlen x,y offensichtlich, 
weil erstere den Winkel und Nebenwinkel der letzteren halbieren. Für andere Punkte 
der KeUie bezw, andere Sti'ahlen des Büschels ergibt sich die hai-monische Be- 
ziehung zu den Ordnnngselementen aus den Gleichungen MX^^MA-MA' beaw. 
tg*{ux) = tg(na).tg(ua'). 

Erkl. 225. Auch für involutorisclie Sti-ahlenbUschel lassen sieh Iner dieselben 
Überlegungen durchführen, welche in den Erklärungen 200 bis 204 für involu- 
torisclie Punktreihen angestellt werden: Mau spricht von imaginäi-en Ordnungssti'ahlen 
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bei dem Büscliel, welcher keine reellen Ordnungsatrahlen hsit (200); man findet 
die gepaarten Strahlen aa' in Figur 55 stets innen und anßen getrennt durch nii' 
luid die Strahlen jedea anderen Sti-ahlenpaai-ea, in Figur 56 stets nicht getrennt 
durch uu' und die Strahlen jedes anderen Strahlenpaares (201); man kann Figur 55 
und 56 ineinander Ubei'ftthren, indem man den Büschel 8i jeipeils festhält, aber Sä 
um u bezw, lun u' umklappt (202) Ji.s.w. Auch,, die Bestimmung des involu- 
toriachen Büschels geschieht nach denaelben EinzeHaUen, wie in Erkläning 204 für 
die involutorischen Punktreihen; und während dort die Sti-eoken zwischen einzelnen 
Punkten berechnet werden konnten, so erhält man hier die "Winkelgröläen der 
einzelnen Sti-ahlen, indem z.B. tg (ua') = tg*(nx) : tg(na)^^tg^(ux) .etg(na) bezw. 
tg (n a') — - tgM« p) : tg (u a) - - 1«Hu p) . ctg (u a). 

Erkl, 226. Einer besonderen Erörterung bedarf noch die Frage nach der 
Beziehung zwischen den involutori sehen Büscheln der Figur 55 und 56 und den 
auf der schneidenden Geraden entstehenden inyolutorischen Pnnktreihen. Die 
StraJüenpaare aa', un', pp' erzeugen invohitorisch gepaarte Punkte AA', UU', PF'; 
auch die in Oi'dnungsstrahlen zusammenfalleuden oder selbstentsp rechenden Strahlen 
P] = P3 = s imd qi = % = y erzeugen die in Ordnungspnnkten zusammenfallenden 
oder selbstentsprechenden Punkte Pi = Pa ^ S, Qi = Qa = Y, denn alle diese Be- 
ziehungen sind ohne MaJäeigenschaften, also durch Pi-ojektion ilberü'agen. Aber 
■walnend uu' und pp' in den Sti-ahlenbüschelu besondere metrische Bedeutung haben, 
bleiben UU' und PP' Pnnktepaa,re ohne jede Auszeichnung in der Eeihe. Und 
während umgekehrt M mid M'CO in der Pnnkti'eihe besondere metrische Bedentung 
haben, bleibt mm' im Strahl eubüschel ohne jede Auszeichnung; m ist der Sti'ahl SM, 
m' ist der Parallelatrahl zui- Schnittgeraden durch S. In Figur 55 liegt der 
Paralle'sti-ahl m' zwischen u' und p im Winkel (vj Pi) = (u3 qa), folglich SM zwischen 
u und p' im Winkel (ui qi)^(v2pg); in Figur 56 liegt der Parallelatrahl m' 
zwischen a' und x im Winkel (vipi) = (u3P3), folglich SM zwiselien n und x im 
Winkel (vj pä) = (u, pi). 

Erkl. 227. Da in Figur 56 die Ordnungsstrahlen x rmd y auch die 
Ordnungspunkte X und Y ausschneiden müssen, ao liegt hiev M auch im Mittel- 
punkt Yon XY. Diese Beziebnng bleibt imbeeinflid3t durch jegliche Veräademng 
der sehneidenden Geraden, denn da xymm' stets vier hannoniache Strahlen sind, 
müssen auch die Punkte XYMMCO vier harmonische Punkte werden, also M 
Mittelpunkt von X Y, sobald MOO unendlich fern, d.h. die Schnittgerade pai-allel m'. 
Anders liegt die Sache bei Figui- 55 mit PP'. In der involutorischen Eeihe ohne 
Ordnungselemente liefert die Potenzpunkte jenes Punktepaar, dessen Abstände 
beiderseits M gleichgrofl werden, in dem invohtorischen Büschel ohne Ordnungs- 
elemente liefert die Potenzstrahlen jenes Sti-ahlenpaar, dessen Winkel beidereeits uu' 
gleichgi'oB werden. Während also bei der Projektion das Zueammenlallen der 
Punkte Pi Pg in X, Qi Qa in Y und das Zusammenfallen der Sü-ahlen pi p^ in x, 
qi qi m y erhalten bleiben muß, ti-ifft dies keineawegs zu für Gleichheit von 
Strecken und Winkeln. Daher sind PP' in Pignv 55 keineswegs Potenzpunkte, 
M keineswegs Mittelpunkt von PP'. Mao hat also festzuhalten das bemerkenswerte 
Ergebnis : 

Satz. Bei Projektion involutorischer Gebilde werden unverändert 
Igen die Eigenschaften der Ordnungspunkte und Ordnungsstrahlen und 
deren harmonischer Beziehung zu den gepaarten Elementepaaren, nicht aber, 
die Eigenschaften der Poteuzpunkte bezw. Potenzstrahlen und des Mittel- 
punktes bezw. dei' zugeordneten Noi-malsti'alilen. 
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Trage 61. Welche Besonder- 
heiten bezw. Spezialfälle von 
involu torisehen Verwandt- 
schaften können durch besondere 
Einzelwerte der Potenz auf- 
treten? 

Erkl. 228. Die iiivolutorische Ver- 
wandtschaft in einer Prmktreihe otlev 
eiaem Strahlenbiiaehel ist jedenfalls fest- 
gelegt durch ein beliehij,'ee Anfangs- 
element imd den Wert der Potenz, 
also durch Pnnkt M \uid +k* oder durch 
X und Y oder P nnd P' hezw. d\irch u, u' 
und +k^ oder dnrch x imd y, oder p nnd p'. 
Aui der Punktreihe siad alle Prmkte 
gleichwertig his auf den rmendlich feraen, 
welcher als einziger besondere Eigen- 
schaften aufweist, hei dem Strahlen- 
httschel sind sämtliche Stralilen ohne 
Ansnalime gleichwertig. Dalier wird es 
allein der Wert der Potenz sein, 
welcher Verschiedenheiten der invohi- 
torischen Verwandtschaft hervorbringt; 
nnd zwn siad die Potenzwerte Null 
imendhch und + 1 diejenigen \^ ehhe 
hesondeie Beziehungen entstehen lassen 
let/teie am heim StnlilenhlistheJ eibteie 
hei beideilei Gebilden wobei noth in 
dei Punktieihe die unendlich feine Lage 
eme-i Aiä'it,ing'<elementea BeiUcksi htigmio 
eiEoideit 

Eikl 229 ]Siclt nui diioh he 
lechnende Behandlung ins dem Gien/ 
veite dei Poteiv gelingt min 7u dei im 
zweiten 4bnchnitt iiebenhteheu lei 4.iitnoit 
er) teiten hesiiideien A t euiei m^olu 
toiBthen Punktleihe t, ndem auch iis 
dei PiKUi 5"» (S S 115) «halt u an lie 
selbe Besondeiheit wenn man namlich 
die Senkieehte t duicli einen dei festen 
Punlte H (odei Kt lea Kieisbu^icheh 
hmiui hgelien Ußt Dnin lallen MX"i 
bezw. MPP' mit H (hezw, K) znsammen, 
und jedev Kreis des KveishUsehels hat 
dann den ehien Selinittpunkt m diesem 
Punkte MH, den anderen heliebig sonstwo 
auf t, einer der Kreise durch H nndK 
heiflhrt tU in H=S, der kleinste aller 
Kreisti ist dei' NuUkreis H selber, 
welihev P und P' in H zusammenfallen 
läßt. 



Antwort. 1) Da bei positiver 
Potenz eine involntoriache Ver- 
wandtschaft mit Ordnungselemen- 
ten, bei negativer Potenz eine 
solche ohne Ordnungselemente auf- 
treten muß, so erhält man eine 
dazwischenliegende Art von 
involutorischer Verwandtschaft, 
wenn der Wert der Potenz "'wieehen 
diesen beiden Größengebieten steht, 
also den Wert + Null bezw. + un- 
endlich annimmt. 

2) Ist bei der involutorisehen 
Punktreihe MX'=0 bezw. MP.MP' 
=0, so muß Punkt X {also auch Y) 
bezw. P (also auch P') mit Punkt M 
zusammenfallen. Zwischen X 
und Y bezw. zwischen P und P' ist 
aber von ^edem Punktepaar stets 
der eine Punkt enthalten, also 
muß bei versehwindendem Werte 
der Potenzgröße von jedem 
Pnnktepaar der eine Punkt in 
den Punkt M hineinfallen ; bezw. zu 
jedem sonstigen Punkt der 
Reihe ist der Pnnkt M der zuge- 
ordnete. Dasselbe geht auch hervor 
aus der Gleichung MA.MA'^+0: 
auch hier kann der Wert nur 
entstehen, wenn der eine der beiden 
Faktoren gleich Null wird. Der 
andere Faktor bezw. die andere 
Strecke kann dann jeden be- 
liebigen Wert annehmen. 

3) Ist bei dem involutorisehen 
Strahlenbüschel tg-(ux)=übezw, 
tg(up) .tg(up') = 0, so muß wegen 
der Tangentenfunktion auch <$ (ux) 
^{uy)^=0 bezw, <J(Qp)^^{up')^^0 
werden folglich muß Strahl x {also 
auch y) bezw. p (also auch p') mit 
u zusammenfallen. Zwischen x 
und y bezw. zwischen p und p' ist 
aber von jedem Strahlenpaar 
stets der eine Strahl enthalten, 
also muß bei verschwindendem 
Werte der Potenzgröße von jedem 
Strahlenpaar der eine Strahl in 
den Strahl u hineinfallen; bezw. zu 
jedem sonstig -.'n Strahl des 
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»kl. aao. JJie iii Figur 52 ver- 
schieden erscliein enden Involutionen I 
und II, je naclideni t die Potenziuiie 
Kwisehen HK oder außerhalb HK ti'.fEt, 
verlieren ihre Unterscheidung, wenn t 
dnveh H selbst hindiu-eli^eht indem beide 
Alten gern eins im m die nPue dritte 
Art llheigehen lei Punkt JVI entspiieht 
dann in\olutoiisch mitt mii dem un- 
endlieli fernen M sondern jedem be- 
liebigen Punkte dei Reihe ei mag einer- 
seits odei indet&Pits M gelegen sein: 
Äucli beim Kj eiifbÜBchel zweitei 4.it 
entsteht die ne\ie 4it Involutioa wenn 
die seimeidende Geiide t duiih Ten 
gemeiimamen Bei ulinmgap unkt lUei Kieise 
hmluicli t^eht z B jedesmii wenn die 
Äxc diebes KieisltlBchels als t genommen 
wild dagegen kann da? Kieisbnschel 
diittei Alt CPign 54) keine Involution 
diesei neuen \it hefein da diese kieise 
keinen gemeiusimen Imikt besitzen 

Erkl ^31 Da die I igentümlichkeit 
dei neuen Art vcn Involution kerne aus 
sihbeßlich metiieche nt aondem nur m 
lei /uoidnnng illei Elemente d s Ge 
hildew zu einem einzigen dpi,welben 
besteht sc bleibt auch die Alt diesei 
Involution eihaltei bei Pnjektion dei 
Reilie ins beliebigem Punkte Die Alt 
von StiiUenln^olutinn beim Stialden 
bllsdiel weklie im bitten u d iieiten 
ibsclmitt Hebenstehen dei \ t\* > t he 
handelt ^^lld seht tatsHdihLli duith em 
fache Piojektion aus dei voiiaPn In\o 
lutKu m dei Punktleihe liervoi Und 
z-nai entsteht die Line (^) odei andeie (4) 
Air je nachdem dei eiu/ebie Strahl, 
mit-wekhein alle anleienm oltitorisch 
gepaait veideii als u lei u' be- 
zeichnet -«nd limgekelnt eizcugt auch 
die neue Alt Invil tun eines liiisdiels 
lui jedei Sthnittgeiaden wiedei dieselbe 
neu Art Im liition m dei I^unktreilie, 
mdem lei \oii Hauptsti ihl u bezw. u' 
ausgeHchnittcne Punkt zum I ml t Jl bezw. 
\ (dei P wild 

Fikl 23i Zum a iea;ez ei ebneten 
Stuhle u ist bei iiesei Art \on Strahlen- 
Iii'ioluticn jedei andeie Stiahl zuge- 
oidnet luuutei also jedenfills auch der 



Büschels ist der Sti-iilii u der zu- 
geordnete. Dasselbe geht aiieli 
hervor aus der Grleichimg 

tg(ua).tg(ua') — +0: 
auch hier kann der Wert nur 
entstehen, wenn der eine der beiden 
Faktoren gleich Null, also hier der 
eine der beiden Winkel gleich 0" 
oder 180° wird. Der andere Faktor 
bezw. andere Winkel kann dtmn 
jeden beliebigen Wert an- 
nehmen. 

4) Da bei dem involutorischen 
Büschel zweierlei PotenzgröÖen 
mit reziproken Werten auf- 
treten, so ist mit tg*(ux)=+0 zu- 
gleich festgelegt tg^(u'x)^ctg^(ux) 
^+ unendlich. Also muß der 
zweite Potenzwert unendlich sein, 
wenn der erste Null ist, und um- 
gekehrt. Würde also tg- (u x) bezw. 
tg (u p) gleich unendlich gesetzt, 
so wäre gleichzeitig tg"'{u'x)^0 
bezw. tg-(H'p)==0; folglieh würde 
nun von jedem Strahlenpaar der 
eine Strahl mit u' zusammenfallen, 
dei andere beliebige Lage haben. 
Was oben vom Strahle u gilt, würde 
jetzt vom Strahl u' zu sagen sein. 

o) Ist bei einer involutorischen 
P u n k;t r ei he MX-=^00 oder 
MP.RIP'^cxD, so müssen X und 

Y bezw, P und P' von M unend- 
lich großen Abstand haben. 
Also liegt entweder M im End- 
lichen, und dann müssen X und 

Y bezw. P und P' mit dem un- 
endlich fernen Punkte M' nach 
dessen entgegengesetztenEiehtungen 
zusammenfallen; oder es liegt 
X bezw, P im Endlichen, und dann 
müssen M und X bezw. M und P' 
gleichzeitig mit dem unendlich 
fernen Punkte der Eeihe zusammen- 
fallen (s. u, 7). Im ersten sowie 
im letzten Falle verliert aber 
der im Endliehen liegende Punkt M 
bezw. P völlig seine- ausgezeich- 
netfe Eigenschaft als Mittelt)unkt 
oder Potenzpunkt der Reihe, denn 
nicht nur zu M bezw. P ist der 
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zu u senkrechte ii'. Mißt man die 
Winkelgrößen von diesem Sti'ahle u' aus, 
nnter Berti eksielitigung des Znsammen- 
fallens jedes ziigeordneten Strahls a' 
mit «j so wird 
ctg (u' a) . ctg (w' a') = ctg (u' a) . etg (n' u) 

^ ctg (n' a) - ctg 90° = 0. 
Man kann also dem Stralile u', obwohl 
er nur einer von den vielen zugeordneten 
Sti'ahlen ist, dennoch die Eigenschaft 
als zweiter Axensti'ahl zu sehreihen, da 
wegen des rechten Winlteis zu u das 
Pvodiikt der Kotangenten dei' von u' 
aus gemessenen Winkel immer noch gleich 
bleibt dem Produkt der Tangenten der 
von 11 aus gemessenen Winkel. Umge- 
kehrt erhält man 

tg(ii'a) tg{n'i') — tg{u'a) fe(u'n) 
= tg in' ij tg ^0" = CO, 
nnd da und OO leziproke Werte smd 
so iiiassen flti die beiden Asenstiahlen 
stets beide Weite wechsebeitig zusammen 
auftreten. Man eihält also den 

Satz: Wild fiii ugeud einen btiahl 
eines Büschels als Ä^enstialil dis 
Tangentenpiodukt dei imolutoiischen 
Beziehung gleich Null, odei ds'i Kotan 
gentenprodukt gleich unendlich, so 
sind alle Stralilen des Büschels zu 
diesem einzigen zugeordnet; wird für 
irgend einen Strahl als Axensti'ahl das 
Taugentenprodukt gleich uneadlich 
oder das Eotangentenprodukt gleich 
Null, so sind alle Sti'ahlen des Büschels 
zn dem Normalstrahl jenes Stralils 



Eitl. . 238. Der vorige Satz zeigt, 
daß für den invohitorischen Strahlen- 
blisehel die beiden Poteiizwerte Null 
mid unendlidi /Air gleichen neuen Art 
von Involution führen. Anders ist 
dies hei der Punktfeüie. Der Potenz- 
wert Null zwar liefert als ein- 
deutiges Ei'gebnis die neue Ai't der 
Involution. Der Potenzwert Unendlich 
aber liefert bei der Punktreihe dreierlei 
Unters cheiduLig, eigentlich sogar viererlei, 
woraus aber nur zweierlei verschiedene 
Ergebniese entstehen : 

a) Hat mau eine Punktreilie ohne 



gepaarte Punkt M' bezw, F' im- 
endlieh fern, sondern auch zu 
jedem anderen Punkte der Eeihe 
ist der unendlich ferne Punkt zu- 
geordnet, weil die ganze äußere 
Strecke der Punkte XY bezw. MM', 
innerhalb welcher sonst der eine 
Punkt jedes Punktepaares liegen 
muß, in den unendlich fenien 
Punkt ztisammensehrumpft. Auch 
MA,.MA' = + co kann nur erfüllt 
werden, wenn einer der Faktoren 
unendlich großen Wert hat ; der 
andere Faktor kann dann beliebigen 
Wert besitzen. 

6) Man erhält also für Potenz- 
werte von der Größe Null oder 
Unendlich invohitorische Gebilde, 
bei welchen die Eindeutigkeit 
der Zuordnung verlorengegangen 
ist : alle Elemente des Gebildes 
sind zu einem einzigen Element, 
dieses einzige Element zu allen 
anderen zugeordnet. Dieses ein- 
zige Element ist bei der Punkt- 
reihe die Nullstrecke zwischen 
den zusaniiiienf allen den Ordnungs- 
punkten bezw. Potenzpunkten, 
welche entw^eder im Endlichen liegt 
und dann auch den Mittelpunkt in 
sich enthält, oder im Unendlichen 
liegt und dann jeden beliebigen 
Punkt im Endlichen als Mittelpunkt 
haben kann. Bei dem Strahlen- 
bilschel ist jenes besondere Ele- 
ment der Nullwinkel zwischen 
den zusammenfallenden Ordnungs- 
strahlen bezw. Potenzstrahlen, unter 
deren beliebig vielen zugeordneten 
Strahlen jedenfalls auch der dazn 
senkrechte Axenstrah! sich befindet. 



6' Jl' 



Ä' X A 



B C 



Figur 59. 

7) Ist bei einer involutorisehen 
Punktreihe die Potenz unendlich, 
also der Mittelpunkt samt dem 
einen Ordnungspunkt im Un- 
endlichen gelegen (s. o. 5), so liegt 
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Betracht die Punkte M P P'. Wird 
MP^^CX), so wird auch MP'^OO; 
und entweder MP oder MP' liegt jedes- 
mal inrierhalli einer Sti-ecke gepaarter 
Punkte (Figuren 51 I nnd 52 I). Ob 
also (al) M im Endlichen bleibt und P 
mit P' ins Unendliche rttckt, oder (a II) 
der eine Potenzpunkt im Endlichen bleibt 
und der andere mit M ins Unendliche 
lückt, jedesmal müssen A und A' 
durch eine unendlich gToGe Strecke ge- 
ti'ennt sein, also kami mu' der eine 
Punkt im Endliehen bleiben, der audei'e 
mufl ins Unendliche hinausriicken. 

b) Hat man eine Punktreihe mit 
Ordnungselementen, so kommen in 
Betracht die Punkte M X Y. Wii-d 
MX==MY = CO, so erhält mau vev- 
schiedenerlei Ergebnis, je nachdem 
(b I) M un Endlichen bleibt und X mit Y 
ins Unendliclie rückt, oder (b II) der 
eine Oi'dnnngspuukt im Endlii-ben bleibt 
niid der andere mit M ins Unendliche 
rückt- Im ei'steu Falle entsteht die 
gleiche Art Zuordmmg wie zuvor (a I und 
all), denn der eine Punkt eines jeden 
Paai-es liegt (Figuren 51 11 und 52 II) 
innerhalb XT, also im Endlichen, der 
andere außerhalb, also im Unendlichen, 
Im zweiten Falle aber bleibt im EndUihim 
der eine Ordmmgspunkt, von ■welchem 
beideraeits die Punkte der zugeordneten 
Paare ausein and enüeken. Daher entsteht 
aus dieser letzten Auitassungsweiiie eine 
neue Art der involutorischen Beziehung 
(Abschnitt 7 der nebenstehenden Antwort). 

Erkl. 234. Untersucht man, wie die 
voj'stehenden Ei-ortemnijeu sich ans den 
Figuren 52 bis 54 ergeben, so zeigt sieh 
das geraeinsame Ergebnis der Falle a I 
und a II aus Figur 52 I. Vtui Kwei 
Punkten AA' liegt stets def eine mner- 
halb, der andere außerhalb des Kreises 
der Potenzpunkte P P'. Damit also 
M P = MP' ^= OO werden kann, mriß 
dieser Kreis selbst rmendlieb groß werden, 
folglich die Punkte HK nnendlieh großen 
Abjtand erhalten, es kann also etwa H 
im Endlichen bleiben, K in; Unendliche 
lilcken. Dadurch werden alle Eiuzel- 
kreise zi\ geraden Linien duvcb Punkt H, 



nur der andere Ordnnngspunkt X 
allein im Endlichen, und zu 
dessen beiden Seiten liegen die zu- 
geordneten Punkte. Nvtn kann die 
Gleichung MA.MÄ' = MX^ stets 
durch Einführung der Strecke MÄ 
als örundatreeke auf die Fonii ge- 
bracht "werden : 

MÄ(MA+ÄA')=(MA+AX)^ oder 

MÄ^ + M Ä . A A' = MÄ^ 

+ 2MÄ-ä"x + A~X^ 

Hier fällt M A"^ beiderseits fort, und 
durch_pivision der übrigen Glieder 
mit MÄ entsteht: 

AX^ 

MÄ" 



AA' = 2AX+- 



Läßt man nun in dieser für jede 
involutorische Punktreihe geltenden 
Gleichung M A unendlich groß 
werden, so entsteht für das letzte 
Glied der Wert Null, und es bleibt 
AA' = 2Ä"X, oder 
1 , 



AX — XK'-- 



-AA'. 



Man erhält also eine involutorische 
Punktreihe aus lauter solchen 
Panktepaaren, welche beiderseits 
des selbstentsprechenden Ordnungs- 
punktes X in gleichem Abstände 
liegen: je zwei symmetrisch zu 
X liegende Punkte sind zuge- 
ordnete, 

8) Während unter den Strecken- 
größen zwischen und CO keine 
besonders ausgezeichnete sieh vor- 
findet, ist unter den Winkel- 
größen noch besonders zu nennen 
diejenige, für welche der Potenzwert 
tg* (up) bezw. tg^ (ux) gleich der 
Einheit wird. Setzt man wie 
früher zunächst tg- (up) = l, also 
tg (ii p) . tg (u p') ^= — 1 , so wird 
< (u p) - +45", < (u pO = -45», 
man hat einen involutorischen 
Strahlenbüschel mit gleichlaufen- 
den Einzelbüseiieln, wobei die 
P(ileiizstr;ihleii p]i' smf einander 
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weiclie durch je eine Hälfte der unend- 
lich fernen G-eraden ke geschlossenen 
Kreisen ergänzt werden. Der eine 
Schnittpunkt mit t ist also stets im End- 
lichen, der andere stets im Unendlichen. 
Für Figiu- 52 II entsteht die gleiclie 
Bezieliimgs weise, wenn die Kreise aus- 
geavtet sind zu geraden Linien durch H; 
dann hat wieder jeder der mi endlich 
groÖen Kreise einen Schnittpunkt mit t 
im Endlichen und einen im Ünendliclien. 
Es ist aber in Figur 52 II für Erzeugung 
einer unendlich gi-ol3en Sti'ecke M X gsir 
nicht unbedingt erforderlich, daß diese 
Aueartung der Kreise eintritt. Denn da 
hier t außerhalb HK verlaufen muß, 
\ind M stets der Schnittpunkt von t mit 
HK ist, so kann man unendlich ferne 
Lage von IM auch dadurch erzielen, daß 
maji t parallel zu HK verlaufen läßt. 
Dann liegt t symmetrisch zur Mittel- 
senkrechten OJNQ, wird also von jedem 
Kreis in zwei zum Schnittpunkt sym- 
meti'ischeu Punkten getroffen. Einer 
der Kreise berührt t im Schnittpunkt 
selber, dieser Beilllirungspunkt wird zum 
Ordnungspunkt Z, und in gleichen 
Abständen zu deren beiden Seiten liegen 
die gepaai-ten Tunkte TT', UU', VY' 
(vergl. Figur 54 rechts). Man hat also 
die im Abschnitt 7 der nebenstehenden 
Antwort erörterte Art der Involution. 

Erkl. 235. Die vorgenamiten Aus- 
nahmefälle der involutori sehen Beziehung 
bleiben in Übereinstimmung mit dem Satze 
24, wonach beiniAufti-etenzweierOrdnmigs- 
elemente je zwei zugeordnete Elemente 
zu diesen harmonisch liegen mllssen. 
Denn wemi einerseits von vier har- 
moniselien Elementen zwei zugeordnete 
zusammenfalten, so muß von dem 
anderen Elementepaar auch noch das 
eine Element mit jenem gleichen zu- 
sammenfallen. So erhält man die 
nicht mehr eindeutige Beziehung, daß zu 
jedem beliebigen Punkte bezw. zu jedem 
beliebigen Sti-alile nur der einzige 
besondere Punkt bezw. der einzige 
besondere Sti'ahl hai-moniseh zugeordnet 
ist. Und wenn audergeita der eine von 
vier haL'monischen Funkten unendlich 
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senkrecht stehen und mit den 
Normalstrahlen uu' beiderseits je 
gleiche Winkel von 45" bilden. Für 
jedes beliebige Stx'alilenpaar wird 
auch tg (na) tg(ua')=— 1, also 

tg {na') = -^ ,- -,— i = — ctg (n a), 

und folglich <5; {n a'} = 90" + (u a), 
denn tg (90" + ii a) = — - ctg (u a). 
Demnacliwird(na')— (ua)^(aa') = 90'': 
Der zngeordnete Strahl zii einem 
gegebenen ist also immer nm einen 
rechten Winkel gegen jenen 
weiter gedreht, die zugeordneten 
Normalstrahlen verlieren ihre aus- 
gezeichnete Eigenschaft, indem 
jedes zugeordnete Strahlenpaar 
senkrecht steht, der involutorisehe 
Büschel hat nicht nur ein, sondern 
beliebig viele Paare von Äxen- 
strahlen. Man erhält einen Büschel 
der in Figur 53 bezw. 60 dargestellten 
Art, welcher durch Drehung eines 
rechten Wink eis um seinen 
Scheitel entsteht, indem stets 
der eine Schenkel desselben zum 
anderen Sehenkel involn- 
toriscli zugeordnet ist. 

9} Setzt man endlich tg*(ux)^+l, 
so wird <J (ii x) ^ <$ (y u) = 45", 
man hat einen involutorischen 
Strahlenbüschel mit entgegen- 
gesetzt laufenden Einzel- 
büeeheln, wobei die Ordnungs- 
strahlen xy aufeinander senk- 
i'echt stellen und mit den 
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Elia 236 

dinl enl leise 

lution ohne Ordnungselemente der 
Name ^elliptische Involution", für 
jene mit Ordnungselementen der 
i^Iame „hyperbolische InTolntion" 
(Bvkl. 185 und 187) entaiommen Aviirde, 
nennt man die da^wischenliegonde Art 
von Involution, bei ■welcher alle Elemente 
einem einzigen ungeordnet sind, die 
„parabolische Involution". Nun sind 
die im siebenten Abschnitt nebenstehender 
Antwort erörterte Punkt Involution und die 
im neunten Abschnitt behandelte Sti'alilen- 
involutjon Invohrtioneii mit Ordnungs- 
elementen, also eine besondere Art 
der hyperbolischen. Und wegen der 
gleicligroßen Strecken bezw. gleichgroßen 
"Winkel je zweier gepaarten Elemente 
beiderseits der Ordnungselemente nennt 
man dieselbe die „gleichseitig- 
hyperbolische Involution'^, Die 
im achten Abschnitt obiger Antwort be- 
handelte Sti-ahleninvolution aber ist eine 
solelie ohne Ordnungselemente, also 
eine besondere Art der elliptisclien; und 
wegen ihrer engeren Beziehung zum Kreis 
nennt man sie die „zirkuläre Strahlen- 
involution", oder auch die recht- 
winklige oder orthogonale Strah- 
leninvolution, weil je zwei gepaarte 
Strahlen senkreelit zn einander stehen. — 
Endlich kann auch noeii jede gewöhnliclie 
oder besondere Punktiuvolution durch 
Pi'ojektion auf die unendlich ferne 
Gerade Übertragen werden als eine 
Pnnttinvolntion auf unendlich fernem 
Träger, oder sie kann durch Projektion aus 
Erzeugung eines involutorischen Parallel, 
verschiedenen Giittnngen \'erwendet werden. 
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jedes beliebige Strahlen paar wird 
auch tg (n a) tg (u a') ^ 1, also 



tg (u a') = 



- ctg {u a), 



tg (n a) 
folglich (uaO = 90"— (na), denn 
tg {90" ^ u a) ^= ctg (u a). Der zu- 
geordnete Strahl a' zu jedem ge- 
gebenen ist also von u' um einen 
ebensolchen Winkel zurück- 
gedreht, als a vom anderen 
Normalstrahl u vorwärts gedreht 
ist: beibeiderseitigem Winkelabstand 
von 45" von uu' fallen die beiden 
gepaarten Strahlen in einen Ord- 
nungsstrahl X bezw. y zusam- 
men, um dann von x bezw. y 
aus wieder in entgegengesetzter 
Drehungsrichtung von gleicher 
Winkelgröße auseinanderzurücken. 
Man erhält also einen Büschel der 
in Figur 61 dargestellten Art, 
welcher durch zwei entgegengesetzt 
kongruente Strahlenbüschel gebildet 
wird: zugeordnet sind je zwei 
Strahlen, welche mit den Äusgangs- 
strahlen x bezw. y nach ent- 
gegengesetzten Riehtungen 
gleichgroße Winke! bilden. 



einem unendlich fernen Punkte zur 
strahlenbUscliels von jeder der 



y Google 



134 Projektivisclie (neuere) Geometiif. 111. 'reil. 

Erkl. 237. Setzt man bei den beiden letztgenannten Arten der Strahlen- 
involutioii statt des Tangenten produktes der Winkel von u das Kotaugentenprodukt 
der Winkel von \i' an, so wird in Figur 60 <^{u.^) = 15", (n a') = 90", also 
(u'p) = 45*', (n' p') = 135° bezw. (u'p') ^ —45, also ctg (u' p) - ctg (u' p') = —1. Wird 

dann aueh gesetzt Ct2(ii'a).cta;(u'a') = — 1, so foM ctgfn'a')^^ - ; / ; = — tg(ri'a), 

ctgCu'a) 

also (u' a') = 90" -|- (u' a) Illr stumpfen Winkel (u'a'), oder (ii'a') = (u'a) — 90'^ für 

spitzen Winkel (u'a'). Beides bestätigt Figur 60. — In Figur 61 dagegen ist 

-^(iix)^45, (nu') = 90", also (u' x) = 45 luid etgHu'x)=l. Setzt man also 

ctg (u'a) . ctg(u'a'} = 1, so fclgt wieder ctg (,u' a') ^ "tü-7" '""S" ^^ ^^ U^' ■'), iil»" 
4(n'a') = 90»-(n'a), 

Erltl. 238. Oberträgt nüm die Winkelmessungen in den beiden vorgenannten 
Fällen von den Ansgangsstrahlen ri bezw. n' auf die Ausgangsstrableu p bezw. p' 
und X bezw. y, so ist im erateren Falle (Figur 60) <J (ri a) = (u p) + (p a), 
<^{ua')^=(^ip) + {pa'); also ergibt die Beziehung (Ha') = 90*'-l-Cua) die folgende; 
(n p) + (p a') = 90° + (u p) + (p a). Hier fällt (np) beidei-seits weg, imcl es bleibt 
(paO^^SO^ + Cpa), d. b. p, p' liaben dieselbe Beziehung als Axeii strahlen, wie u, u'; 
und ferner 90°=(pa')— (pa)=(i)a') + (ap)=(ap)+(paO = Caa'). — Filr Figur 61 
ergibt sich ebenso <J (u a) = (u x) + (x a), <^ (u a') = (n s) + (x a')j also liefert die 
Beziehung (ua') = 90" - (ua) die folgende: (u x) + {xa') = gO" - (ux) — (sa). 
Hier fäUt (ux) nicht weg, sondern verdoppelt sieb links, so daß 2 (ux)-|-(>:a') + (sa) 
= 90". Nim ist aber (u x) = 45", 2 (n x) = 90", also bleibt (x a*) -|- (^ a) = 0, 
(xa') = -(sa), 

Erkl. 239. Die Strahl eninvolution nacli Figur 60 kann nacli dem bisherigen 
auf vier verschiedene Weisen erzeugt werden. In obiger Antwort geschieht es 
durch Festsetzung des Wertes — ■ 1 ftlr die Potenz. Gleichbedeutend ist 
zweitens die Zusammenlegung zweier kongruenten gleichlaufenden StraJilen- 
büachel mit senki-editer Lage e'n l 1" 1 ' u d f 1 1' h j d ^ li ten 

Strahlenpaares. In Figui- 53 ei t t nd l Ib St hl n 1 t 1 tt 1 reh 

Projektion der auf der Axe des Kr U1 1 1 H I u g 1 tt P mkt 1 tion 
ai\M dem einen der feiten Punkte HlKEnwt 1 tl ggs- 

weise ebenfalls mehr geometrische "Vti It bullt hl '^atz 25, 

daß ein uivolutoiiselies Gebilde b t n t t 1 1 Uk 1 1 is wllilte 

Elementepaare. Man wähle näml 1 Btmnu ulnlt wP are 

senkrechter zugeordneter ße den dm j 1 fall 1 S 1 nk 1 des 

einen rechten Winkels diejenig nd d Inßntin also 

entsteht eine Invohition ohueOlnun^ Im t, Idad Stihl npiai'e- 
beide senki-echt zu einander stehen, so kann man das eine als un', das andere 
als a a' bezeichnen. Dann ist jedenfalls 

tg(ua)tg(ua') = tg(ua)tg(na + 90") -= tg(ua) . - ctg(ua) -= — ~^= - 1- 

Folglich hat man die in ubiger Antwort 8 beliandelle Art dei' Strahlen involu tion 
mit Potenzwert — 1. 

Ei'ld. 240. Ebenso erhält mau vier verschiedene Entstehimgs weisen für die 
Strahlenmvolution nach Figur 61, In obiger Autwoi-t geschieht die Bestimmung 
durch Festsetzung des Wertes 4^1 ftlr die Potenz der Involution. Gleich- 
bedeutend ist zweitens die Zusammenlegung zweier kongruenten uugleich- 
aiifeuden Stralilenbllschel : dabei erseheinen der in beiden Büscheln zur Deckung 
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Vigm- 62. 
gebiaclite AusgmgbBtnhl unl sein senkrechter als die Ordnuugstralilen x, y, ihre 
Winkelhaibiei enden ak die zugeordneten NormalstraJälen u, i\' (Figur 61), Als dritte 
kommt hierzu die Ei-zeiigung beim KreisbUschel z'weiter Art (Figur 62). Nach 
lükUiimg 210 entsteht auf jeder Sekante eine invohitorische Eeihe, und nach 
Erkläning 214 wird jede dieser so erzeugten Reihen aus dem gemeinsamen 
Berflhnmgspimkt H dni'ch eine Sti'aJileninvolution proji3iei't. Nun gibt es aber (ilr 
jede Sekante des Kreisbtlachels irgend zwei bertlhrende Ki'eise und Q; und für 
den Punkt M sind am Ki'eise Tangentenabschnitte MH = MX, am Kreiee Q 
Tangentenabschnitte M H = M Y, folglich ist M X = M H = M Y, daher X H Y ein 
rechter Wiukel. Die Schenkel dieses rechten Winkels mlissen aber nach Satz 24 
je zwei sonstige zugeordneten Strahlen der Involution harmoniscli trennen, also 
sind diese Geraden x und y die Winkelhalbierenden jedes gepaarten Strahlenpaares 
der Involution. , Und hieraus ergibt sich, daß jede auf beliebiger Sekante des 
Kreisbüsehels (Figur 62) erzeugte Punktinvolution von H aus durch eine 
gleichseitig-hyperbolische Strahleninvolution nach Figur 61 projiziert 
wb'd. Endlich kann dieselbe besondere Strahleninvolution auch erzeugt werden 
auf Grund der Bestimmung einer Sti-ahteninvolution mittels zweier senkrechten 
Ordnungsstrahlen. Dann folgt die Eigentümlichkeit entweder aus der Winkel- 
halbierenden Eigenschaft senkrechter harmonischer 8ti-ahlen, oder aus der Aufstellung 

(sy) 
des Potenzwertes: Es wird nämlich tg^(ux)^= tgMi^iy)=^ tg^~^ = 

alsi! 



= tgU5= + l, 



L neunten Teile obiger Antwort. 



c) Invulutorische Beziehung^ 
frage 63. Auf welche Weise 
liefern Viereck und Vierseit am 
einfachsten die involutorische Be- 
ziehung in Punktreihe oder Strahlen- 
büschen 

Erkl. 24i. Der Inhalt nebenstehender 
Autwort ist bereits angedeutet in der 
Antwort der Frage 51. — Die Vierecke 
der Figur 63 haben sämtlich gemein- 



n am Viereck und V i c r s e i t. 

Antwort. 1) Gehen durch die- 
selben zwei Punkte E und F einer 
Geraden (Figur 63) je zwei Gegen- 
seiten beliebig vieler einfachen 
Vierecke AiBCDi bis Ai^BCDia, 
so schneiden die Difigonalen dieser 
Vierecke auf der Geraden EF jedes- 
mal zwei Punkte JLx und Ks aus, 
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sa)n'';.äiefEclipiiukte B und 0, also die 
Seite BC, sowie die Kichtnngeii CE, BE 
der Seiten CD und BA. Es bleiben 
also feet die drei stai-k ausgezogenen 
Geraden CE, BE und OF, und dalier 
sind aat den beiden ereteren die Punkte 
Ai bis Ai3 bezw. ü^ bis D^^ zur Ver- 
meidimg der Bucbstäbeiihänfang nur durcli 
die entsprechenden Zilfenr angegeben. 
Veränderlich ist nur noch die stets 
dnreh F gehende Viereckseite AD. Man 
würde aber zu jedem Punkte Hs ai\f 
EP denselben zugeordneten Punkt Kx 
erhalten (wobei der Zeiger x jedesmal 
eine beliebige der Zahlen von 1 bis 12 
ia der Figur bedeuten kann), wenn auch 
andere Geraden durch E und F benutzt 
wurden. Denn nach dem Fundameatal- 
satze Über die harmonisclie Bezieliung 
ain Viereck muß die zweite Diagonale 
jedes Vierecke durch Es gehen, dessen 
erste Diagonale durch Hz gellt, wahrend 
' a dnrch E und F gehen. 



Et'kl. 342. Bezeichnet man für den 
Augenblick (wie in Erlilärung 27 des 
n. Teils) die Reihen der Punkte H bezw. 
K als Punkti-eiben h bezw. k, sowie der 
Reibe nach C als 8i, EBÄ als t^, F als 
So, EOD als ta, B als Sa; so l'^t man 
in Fignr 63 die Zuordnung 

hÄSiT^tiÄSoÄtäASäÄk, 



Figur G3. 

welche mit E und F vier har- 
monische Punkte bilden. Nach 
Satz 24 bilden aber nun je zwei zu- 
sammengehörige Punkte H K ein 
involutorisch gepaartes Pnnktepaar 
der involutorisclien Punkt- 
reihe auf Träger EF, welche die 
Punkte EF als Ordnungspuukte 
hat. Man kann aber auch die iii- 
volutorische Eigenschaft der Eeihe 
nachweisen durch die ursprüngliebe 
Beziehung der beiden mit je zwei 
doppelt entsprechenden Puakte- 
paaren zusammenfallenden projek- 
tivischen Punktreihen (Antwort der 
Frage 50). Es bildet nämlich die 
Gesamtheit der Viereeksdiagonalen 
C H, bis C Hiä einen Strahlen- 
büschel mit Scheitel C, und schneidet 
auf der Vierecksseite E B A eine 
Punktreihe Äj bis Ai-i aus; die 
letztere Punktreihe wieder ist per- 
spektivisch zur Punktreihe der 
Punkte Dl bis Dis auf der Viereck- 
seite ECD durch Vermittelung des 
Strahlenbüschels mit Seheitel F, 
welches gebildet wird durch die 
Gesamtheit der Viereckseiten F Ai Di 
bis FAiaDja. Die Punktreihe Di 
bis Diä endlieh wird projiziert auf 
die Punktreihe Ki bis K,i durch 
den StraMenhüsehel mit Scheitel B, 
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folglicli li A k als pi'fijektiviseiiePimktreilieii 
auf gleicliem Träger, üad wegea Aer 
Einile\itigkeit der havmoniseheii Bezielmug 
maä zu jedem Punkte der Reilie h dei-- 
selbe Punkt von k zugeliören, als ivenn 
man jenen Punkt als Pimkt von k nähme 
lind den siiigehörigen von li koustniiei'te- 
So liefert das Viereck BCAiDj duvcli 
die Reihenfolge Hj, HiC, Ai, FA„ Di, 
BDi, Kl das Punktepaar H^ K^, und 
sodann daß Viei'eek BCAsD^ durch die 
Reihenfolge Hg, HgO, Ab, FÄb, D8,BD3, 
Kg das Punktepaar Hg Kg, welches mit 
dem Pnnktepaar Hi Kj identisch ist. 
Ebenso wird der zugeordnete Punkt zum 
imendlich fernen gefunden sowohl durch 
das Viereck CBAiaDu, als auch durch 
das Viereck CBAiDi- 

Erkl. 243. Man bestätigt leicht an 
Figur 63 die EigentUmliehkeiten der in- 
volutoriHOhen Pimktreihe: Die Orduimge- 
punkte Bind selbateutsprechende Punkte 
H^ Ka, Hg Kg; Mittelpunkt der iiivoln- 
torisehen Reilie ist der dem unendlich fernen 
Pmikte Hi2 K4 zugeordnete Punkt Hi Ki,, 
zugleich Mittelpunkt der Ordmmgspnnkte. 
Zu jedem Punkte zwischen H3 und H^ 
gehört ein Punkt K außerhalb EF und 
umgekelnt; denn die Punkti'eiheu Hi bis 
H,2 nndKi bisKi2 haben entgegengesetzte 
Durchlaufsvichtung; ist einPunkt Hb ebenso- 
weit vom Mittelpunkt H4 nach rechts ent- 
fernt, wie etwa H,; nach links, so liegt anch 
der Punkt Kg ebensoweit nach recLta vom 
Mittelpunkt hezw, vom Ordnungspunkt P, 
wie derPunktKgnachlinks vom Mittelpunkt 
bezw. vom Ordnungspunkt E u. s w. 

Ei'kl. 244. Als Gegenecken der y.ur 
Verwendung gelangenden V i e r s e i t e 
könnten auf E und C F jedesmal zwei 
ganz beliebige Punkte ausgewählt wei'den. 
In Pigui- 63 haben alte Viei-seite ge- 
meinsam auf CF die Punkte B und F 
als Uegenecken, auf CE die Ecke E, 
so daß nui die einzige Eclte Di bis D^ 
auf CE verändeilich ist und damit der 
Eckpunkt Ai bis Ai^. Daher haben 
sämtliche Vieisei' gemeinsam die 
Seiten BE und EF, veränderlich die 
Seiten BD und FD. Bezeichnet man 
also hier mit hj bis hi^ bezw. ki bis k^ 



welciier gebildet wird durch die 
Gesamtheit der Vierecksdiagonalen 
BKi his'BKis. Es ist also jeden- 
falls die Punktreihe der H projek- 
tivisch verwandt zur Punktreihe 
der K auf demselben Träger EF; 
und zwar gehört zu einem beliebigen 
Punkte von EF beidemale der- 
selbe Punkt als zugeordneter, ob 
man den Punkt auffaßt etwa als 
Ht und konstruiert dazu K7, oder 
als Kn und konstruiert dazu H». 

2) Liegen auf denselhen zwei 
Strahlen CDE und CBP eines 
Punktes C (Figur 63) je zwei Gegen- 
ecken beliebig vieler einfachen 
Viei-seite BEFD, bis BEPDi^, so 
werden die Nelieneeken Ä und K 
dieses Vierseits aus dem Seheitel C 
als dritter Nebenecke jedesmal durch 
zwei Strahlen CAx oder CHx und 
CKx projiziert, welche mit CDE 
und CBF vier harmonische 
Strahlen bilden. Nach Satz 24 
bilden aber nun je zwei zusammen- 
gehörige Strahlen ■ C Hx und C Kx 
ein involutorisch gepaartes Strahlen- 
paar des involutorischen Strah- 
lenbtischels mit Scheite) C, 
welcher die Strahlen CE und CF 
als Ordnungsstrahlen besitzt. 
Man kann die involutorische Eigen- 
schaft des Büschels aber auch nach- 
weisen durch die ui-sprüngliche 
Beziehung der beiden mit je zwei 
doppelt entsprechenden Strahlen- 
paaren zusammenfallenden projek- 
tivisehen Strahlenbüschel (Ant- 
wort 50). Denn die Gesamtheit der 
Nebenseiten C Ai bis C -' oder 
CHi bis CHi-; bildet wied'... ^men 
Strahlenbüschel perspektivisch zur 
Punktreihe Ai bis Ais auf der ge- 
meinsamen Seite E B aller Vier- 
seite; dieser ist perspektivisch zum 
Strahlenbüschel der veränderliehen 
Viereckseiten FÄiDj bis PAisDiä 
mit Scheitel F, dieser zur Punkt- 
reihe Dl bis D12 auf der festen Seite 
CDE aller Vierseite, diese zum 
Strablenhüschel der veränderliehen 
Viereckseiten B Di bis B Dji 
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die 8ti-alileii von C nach den PimkteD 
Hl bis Hi3 liezw, Ki bis Ki^, so erliält 
man etwa zum Strahl lio den zugeord- 
neten Sti'alil k(| dm-ch die Reihenfolge 
hg, As, FAa, Dg, BD3, K,, kg = h^- 
Und genau ehenso muß rllcliwÄrts ent- 
stehen hj, Ai, PAj, Dl, BD,, Kl, ki=h8. 

Erkl. 245. Bezeichnet man wieder 
wie ohen C als Si, EBA als t^, F als 80, 
ECB als tj, B als S9, so hat man an 
der Fignv 63 die Zuordnung 

SiÄtiÄSoÄt^ÄSä, 
folglieh Sj^ A 8; als zwei projektivische 
Stralilenbüschel mit gemeinsamem 8cheitel. 
Und wegen der Eindeutigkeit der har- 
monischen Beziehung muß zu jedem Strahl 
des Bllschels l^ bis h^ derselbe Sü-ahl 
k[ bis h^2 zugehören, ob mau die Reiheu- 
folge der Konstruktionen in der einen 
oder anderen Edehtung durchlituEt. So 
liefert das Viereck BEFDi^B (mit ein- 
sprmgendem Winkel bei B) zum Pavallel- 
strahl hia // E F den zugeordneten ki^ 
nach dem Mittelpunkt von EF, und um- 
gekehrt das Viereck B E F D^ B (iiber- 
sclilagenes Trapez) zu dem Strahl hi 
nach dem Mittelpunkt von EF wieder 
den Paralielsfrahl Iq zu EF durch C. 

Erkl. S46, An dem iuvolrttorisehen 
Büschel mit Scheitel C in Figur 63 er- 
kennt man die EigentUmlithkeit der 
Strahleninvolution: CE und CF sind die 
selbstentsprechenden Ordnungsstrah- 
len, jedem Strahl im Innenwinkel ECF 
entspricht ein Strahl im Außenwinkel, 
denn die 8ti-ahlenblisehel hj bis hij und 
kl bis ki2 haben entgegengesetzte Um- 
lauf srichtung: erstere entgegen, letztere 
mit dem Uhrzeiger. Unter den zugeord- 
neten Stralilenpaaren befindet sieh ein 
Paar senlü'echte Stralilen (vgl, L^ kg bezw. 
hii kii in Figur 63), welche als Äxen- 
strahlen u und u' zu bezeichnen wären. 
Und die Wmkel je zweier zugeordneten 
Strahlen mit diesen Sb'ahlen unterliegen 
dem Satze der konstanten Tangenten- 
produkte, Wenn also etwa hio und h^^ 
oder hl und h, beiderseits gleichgroße 
Winkel bildeten mit hu bezw. kn, so 
müssen auch km und ki^ oder k, und k. 



mit Scheitel B, und letzterer end- 
lich zur Punktreihe Ki bis Kn, 
und somit zum Strahlenbiisehel CKi 
bis CKis der Nebenseiten des Vier- 
seits mit Scheitel C Es ist also 
jedenfalls der Strahlenbiisehel der 
C Hx projektiviseh verwandt zum 
Strahlenbüschel der C Kx mit gemein- 
samem Seheitel C; und zwar gehört 
zu einem beliebigen Strahl von 
beidemale derselbe Strahl als zu- 
geordneter Strahl, ob man den 
Strahl auffaßt etwa als CH7 und 
konstruiert dazu K7 , oder als 
CKn und konstruiert dazu CHg. 

3) Sind auf einer G-eraden 1'j F 
nach dem ersten Teile dieser Ant- 
wort beliebig viele zu E und F 
harmonisch zugeordneten Punkte- 
paare konstruiert, so erhält man 
nach Antwort 50, 4 auch ohne die 
obige direkte Ableitung stets einen 
involutorischen Strahlen- 
büschel, wenn man die Punkt- 
reihe der HK aus irgend einem 
Scheitel C oder B oder P pro- 
jiziert: die Projektionsstrahlen nach 
den Ordnungspunkten E und P 
werden die Ordnungsstrahlen; 
ixnd involntorisch gepaai't werden 
die Strahlen nach je zwei zugeord- 
neten Punkten Hs Ks der Beihen. 

4) Sind durch einen Scheitel O 
nach dem zweiten Teile dieser Ant- 
wort beliebig viele zu CE und CP 
harmonisch zugeordneten Strahlen- 
paare konstruiert, so erhält man 
nach Antwort 50, 4 auch ohne die 
obige direkte Ableitung stets eine 
invoiutorisehe Punktreihe, 
wenn man den Strahlenbüschel der 
C H, C K durch irgend eine Gerade 
E F oder B K oder sonstwie sehnei- 
det: die Sehnittpunkte mit den 
Ordnungsstrahlen C E und C F 
werden die Ordnungspunkte;, 
und involntorisch gepaart werden 
die Schnittpunkte mit je zwei zu- 
geordneten Strahlen C Hx C Kx, 
des Büschels. 

5) In allen den eben erörterten 
Fällen entsteht aber immer nur 
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Ijeidei-seits gleielie Wmkel lnUleii mit iin 
oder mit kij. Daß dei Paiallelstiali! 
5iiä//EF zugeordnet ist dem Stiahl ki» 
nai-li dem Mittelpunkt von EF, ist eine 
'^elbstveretändliclie Bezieliung /wischen 
Stiahlenbllachel und Pi\i(ktieilie bildet 
abei 1 emeswegs eine tliai nktei ibtiselie 
Eigeiisrliift den im ilntoiHclitn Bllstlieh 
als ^olihen. 



die (ine <\ev beiden Arten von 
Involution, nämlich die (hyper- 
bolische) mit zwei Ordnuugs- 
elementen, in keinem Falle die 
andere (elliptische) Art ohne Ord- 
nungselemente, weil die auf der 
Nebenseite des Vierseits ausge- 
schnittenen Punkte stets zu den 
/wei Seiten harmonisch liegen. 



Likl Hl. Dei ei«te und /neite leil 
oben?tehei«der Autwt li iiad im le\t 

duicliaus dualietiMch dm h^ Htint und knmten auch an der Zeiclmiing in daaüsti- 
echei begenttberstellung bebaitdeU weiden \.u Figni' 63 trifft letzteres nicht zU 
aue dem Grunde, neu die g( meiusamen ntid \ ei »nderlidieii Elemente der Vierecke 
bezB Vierseite sieb dem \ngp iei=!chieilen /ugen: eineraeite entbalten alle icur 
Konstiuktion der Punkbeihe H K leiwaiidten \ierecke drei geraeinBarae und eine 
verAndeihche Seite iK) /wei ^eiÄndeiliehe Eckpunkte, anderseits eutlialten die 
zui' KonstiTiktion ilei Stiahlenbüschel h, k -veiwendeten Vierecke di'ei gemeinsame 
und einen verändei beben Eckpunkt, also zwei i ei Inderlicbe Seiten. Dalier 
mußten aucli die Poimen veiatbieden lusfalleu duidi welche m Erklärmig 242 
vuid 245 die projektiv isebeii Verwindtaebiften diigestellt wurden. 

Ei'ltl. 248. Ea bedarf keinei benouleien Diwtbnung, daß der Punkt B der 
Figur (53 ebensowohl als Scbeite! eines mvoiuti i iii hen BUschels erscbeint, wie 0. 
Aut,b dort sind BF und BF Ordnungsstiahlen, abet BK und BK^ sind nicht melu' 
alh Axeustiahlen autzufaasen da hie kernen i echten Winkel bilden. — Auch jeder 
dei Funkte lei ZLiehenebene nicht nui B uud < kann als Scheitel eines involu- 
toiiscLen Sti ahleabütcheJ« auftieten wenn min \on ihm ans die Reihe der H, K 
piojwieit und auch jede beliebige Geiade dei Lbene lufier EF kann als Träger 
emei m\olut iianbpu Piinltieil e 'luEtieten ivenn min sie mit den Sti'ahlen des 
bcbeitela C zmn Schnitt b mgt Min hit dihei em e iif ichee Mittel, durch lineare 
Konstiuktion einp m-volutoii he Punktreihe oder einen involu- 
toiiBchen Stiablenbuscbel \o!Istindig dai/ustelleii, wenn dessen Ord- 
nungselemente gegeben sind. Gleiche Behandlung Ehr Involutionen der 
anderen Art oder ohne gegebene Orduungselemente ergeben sieh ans den folgenden 
beiden Antworten. 



Trag« 63. Welches ist das wich- 
tigste Vorkommen der Involution 
am vollständigen Viereck! 

Eckl. 249. Die sechs Figuren 64 bis 69 
zeigen die verschiedenen Fälle, welche 
für den nebenstehenden Satz iu Betracht 
kommen. Ihre Unterscheidung im ein- 
zelnen erfo^ in der Antwort dev fol- 
genden Fi-age 64. Die Buchstaben für 
den Text beider Beweise I uud EL aber 
sind in jeder der sechs ITiguren in geuan 
".er Weise angeordnet. Der Stu- 
ide wird also gut tun, den Beweis 



Antwort. Das wichtigste Auf- 
treten der involutorisehen Beziehung 
am vollständigen Viereck betrifft 
eine Punktinvohition und besteht 
in folgender Tatsache: 

Satz 27. Die drei Paar Gegen- 
seiten eines vollständigen 
Vierecks werden von jeder be- 
liebigen Geraden geschnitten in 
drei Paar zugeordneten 
Punkten einer involutorisehen 
Piinktreihe. 
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dieser wichtigen Sätze der Keilie iiacli 
an jeder der zngeliör enden sechs Figni'eii 
durchzuUben. Zusammen mit dem apHtei' 
folgenden Satze 31 und 32 von den kon- 
jugierten Elementen bei einev Kurve 
zweiten Grades kann der Hat« als der 
gi'undlegendete der Involution stlieorie an- 
gesehen werden. Und diese Wichtigkeit 
laßt es aueh gerechtfertigt erscheinen, 
alle dieae Beweis arten hier wieder- 



Ei'kl. 250. In jeder der Figuren ist 
die sehneidende Transversale aufgefaßt 
als gemeinsamer Träger zweier 
zu sammenfallen de u Punkt reihen 
ti und 1^, von deren jeder sechs 
Funkte in Beti-acht kommen, namlieh 
die Schnittpunkte mit den sechs Viereek- 
seiten, aufgefaßt einmal als Punkte 
der Reihe ti und das andere Mai als 
Punkte der Punktreilie t^. Und es wird 
der Nachweis geliefert, daß jedesmal, 
wenn in der einen oder in der 
anderen Punkti-eilie irgend einer der 
sechs Schnittpunkte herausgenommen wird, 
dann der projektivisch zugeordnete Punkt 
der auf der Gegenseite liegende Schnitt- 
punlct ist, Daau ist aber nicht not- 
wendig, jedes einzelne Paar der 
Punkte zu beliandelu, nSimlicli 



Hoveis I. 
Zum Beweise veri'älirt iUEiii genau 
wie in der in'sprünglielien Behand- 
lung der involutorisciien Punktreihe 
in Antwort 52 zu Figur 47 und 48. 
Bezeiclmet man in Figur 64 bis 69 
als AiBiC, die Schnittpunkte dreier 
beliebigen Viereekseiten mit der 
Schnittgeraden, als Aä B-> C-> die 
Schnittpunkte ihrer Gegenseiten, 
so ist zu untersuchen, ob bei pro- 
jektivischer Zuordnung dieser 
drei Punktepaare das Doppelt- 
entspreehen eines und folglich 
aller drei Punktepaare eintrifft, 
welches für die Involution grund- 
legend ist. Man bezeichnet also 
den Punkt Cg der Reihe tj als Di 
in ti und sucht den dazugehörigen 
Punkt D-i in t. auf. 

Zu dem Zwecke wählt man zu- 
nächst die durch Di gehende Gerade 
des Vierecks als neuen Träger ts, 
um die Behandlung der zusammen- 
fallenden Punktreihen ti und t* auf 
verschiedene Träger überztifühi-en. 
Man projiziert al-so aus Si die Punkt- 
reihe ti aixf tg und erhält dadurch 
A,BiCiD,ÄA^BftC,,D3, wobei 
D, = Di=a iht. 



yGoosle 



über ilie hivoliitoiisclien Gebiklr. 



141 



in ti: A, B,,C,.C;=D, A.,=Hi|B.,=Ki 
in U: !A.jB3iCiiDj=Ct|A,=Hä:Bi=Kä' 
VielmeM' genügt es iiiicli Satz 2i, für 
ein Paar das Doppeltentsprechen nacb- 
znweisen, weil dann dasselbe für alle 
Paare eintreten muß. Die znsammen- 
gehßvigen Punkte jetlee Paares siad auch 
an der Figur gleichaiiig bezeichnet, 
nämlich Aj nnd Aj durch Sternchen, Bi 
und Bä durch Striche, Ci und C-. dm-eh 
dickere Punkte. Und es ist im ersten 
der nebenstehenden Beweise der Nach- 
weis des Doppeltentsprechena geführt 
iltr das Punktepaar OiD2 = C3Di, im 
zweiten Beweis Ülr das Pimktepaar B^ B^ 
bezw. B^Bi. 

Erkl. 251. Man kann den Gedanken- 
gang des ersten Beweises kurz dai-stellen 
in der Formel: 

tiASiÄtgÄSoÄtiÄSäÄ^ 
folglich tiÄt^. Denn man liat in ge- 
schlossener Aufeinanderfolge die Be- 
ziehungen: 
A, B, Ci Dl Ä As Ba C« D3 Ä A^ B^ Cj D.^ 
ÄAäBäOäDo. 
Man kann abei den Gedanltengang auch 
m dei Wei'ie abändern, daß man jede 
dei beiden Punkti'eihen ti und t^ einzeln 
auf einen anderen Träger ilberti-ägt, 
nämlich t^ mittels l-*i-ojektion aus S^ auf 
tg, mid t; mittels Projektion au_8 Sj auf ti- 
Daduii-h entsteht t^ A 8, 7Y f^ und 
täASjAt.!. Betrachtet man aber die 
auf t-i und ti 80 ediaiteuen Punktgruppen, 
so zeigt sidi, daß Ca, 4 identisch sind, 
und daß je zwei der anderen entsprechen- 
den Punktepaare A3A4J BsB^, DsD^ auf 
Strahlen desselben Scheitelpunktes 
Ai ^= §0 zu 1 legen _ kommen. Hieraus 
schließt man, daß t.^ASoAti, und folglich 
auch t^ Atj. 

, Ei'kl. 252. An der Figur kann der ei'ste 
Beweis noch vielfache Abänderungen 
erfahren: Als t,, und t^ dienen irgend 
zwei Gegenseiten des Vierecks, als Sj 
bezw. Bi je irgend einer der auf t,,, 
bezw. tg liegenden Rckpunkte des Vierecks : 
dann wird zu 8» jeweils der Schnittpmikt 
der Gegenseite von 8,83 mit der Trans- 
versalen, und daK Doppeltentupvechen 



Nimmt man nmi wieder, wie in 
Antwort 52, Ai als Projektions- 
scheitel So, nm die Punktreihe ta 
auf die durcli Ci gehende Gegen- 
seite des Vierecks als Träger t.i zn 
projizieren, so entstellt 

A3B3aD3ÄA4B4 04D.(, 
wobei diesmal C3 = C4 nnd D4 = Ci 
ist. — Wird endlicli noek (}ie Pnnkt- 
reihe U zurückprojiziert auf den ur- 
sprünglichen Träger t^ ans dem 
Scheitel S), so kommt jeder der 
ursprünglichen Schnittpunkte der 
Viereekseiten auf den Schnittpunkt 
mit der Gegenseite, nämlich 

A4B4aD.,ÄÄäB2C2D3, 
wobei nun Ci=Di nnd Dä^D4.= Ci 
wird. Man hat also wirklich in 
den P^mkten AiBiCDiÄÄaBäCaDa 
projektivisch zugeordnete Punkte, 
von welchen das eine Paar Oi Di 
und Cäl*2 doppelt entsprechend 
ist. Folglich sind nach Satz 24 
alle Paare doppelt entsprechend, 
und die Punktepaare Ai A3, Bi Ba, 
CiCXi sind zugeordnete Punkte 
einer involutori sehen Punkt- 
reilie. 

Bewcifi Tl. 
Faßt man (in Ij'igur G4 bis 69) 
ins Äuge die Schnittpunkte Ai B, Di 
der Transversalen mit den durch 
den Eckpunkt B» gehenden Viereck- 
seiten und nimmt hinzu den Schnitt- 
punkt Bg mit der Seite Ba B4 als 
Gegenseite zu Bi B«, so entsteht 
durch Projektion dieses Pnnkte- 
paares ans der erstgenannten Ecke 
Ba auf die letztgenannte Gegenseite 
BjBi die Be7iehung 

A,BtD,BäÄB4G^Ba. 
Nun bleibt nach den Sätzen 6 a 
und 6b in Erklärung 315 des I.Teiles 
diese projektivische Verwandt- 
schaft bestehen, auch wenn von 
den vier Elementen B4GSäB2 zwei 
beliebige Paare unter einander ver- 
tauscht werden; also entsteht durch 
Vertaiischung von B4 mit Sä und 
von G mil. B^ die Beziehung: 
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Sdetel '^ e legPii acli den lo t n t 
B beze ebneten I lu kte \ den ^d e t 1 
So n ol dem P nkte B n 1 min e 1 alt 
wiedei Alb Doiipeltentspieclien vun C^ D 
ebenso als ^eiin man S^ nicli Rj S in 
& So m B odei % nach 134 '^ narb 
Bg % niUi A -beilegt Die gleichen 
A eiäadeiuiigen dei Scheitelpunkte sind 
d«iu auch bei Yfiitau&cbaiig dei li i^ei 
% und tj diiifbftbibai Will mau dnieb 
den Woitlmt des eisten Beweises das 
Dcppelteutspiecheu van b und B indi 
■neibcn, eo w-llilt man die beiden duicli 
Bi nnd B. f,ehendeu Viei eckaeiteu als t^ 
nnd ti nnd zwei luf dmeu liegende 
Eckpunkte des Vieiedts iK % u id S; 
Wild z B S- B zu ts Sj Bi 7U t^ 
gezahlt so krtimen aunobl bi luil S 
als audi Sg beibehalten ■fteulen 

Erkl 258 Um den Beweis in \ei 
sciiiedenen i-btudeiungen diuchzufüiiien 
ist es ntsara in dei ligni uicb die 
Punkte A| und A B^ und B in den 
^ei-uandten Pnnktiei! cn /n be/eidmen 
etwa wie in EikHumg 250 als H nnd 
H K. nnd k^ andi ^ lelleicht den 7111 
^eiraittelnug \on t, imd t dienenden 
Sibeitel Si ils 813 ebeiis b /wischen 
t und 1^ ils ^2 4. und etwi Si ik ^!i4 
Jedenfalls muß ile indi bei 1 estbaltung 
d(i uispiUng liehen Beweisfolge 

tiAS, AtaÄSoÄtiÄSjÄt, 
der Pimkt Hj nadi H-, odev 1^ nach K^ 
nbergefflirt wevden. Diesem Zwecke 
dient z. B. in Figur 64 bis 69 die an- 
gedeutete Yerbindimgsgerade Ön S-j für die 
Ülfei-fiilming von A^ = H, iu H^ = A^ 
beKW. i'on Äj=Hä in Hj^Aj. 



B C S, B. Ä S, Bi B4 G. Wird diese 
letztere Punktgruppe min wieder 
d ö lein Projektionescheitel S^ anf 
len rsprüng liehen Träger t;- zurück- 
1 roi ziert, so entstellt 

S2BäB4GAÄ2B,r)sBi. 
H e lach ist ÄiBiDiB.ÄAäBaD,Bi, 
und man bat daher wieder in 
den Punktepaaren Ai A^, Bi Bs, 
B| Dj, Ba Bi projektivisch ver- 
wandte Punkte der Art, daß das 
Puaktepaar B, Bs auf doppelte 
Weise entsprechend ist; folglieb 
sind alle Putiktepaare doppelt 
entsprechend nnd bilden eine In- 
volution. 

Beweis IU. 

Setzt man den Beweis I oder 
Be^^ eis II des nuten folgenden 
Satzes 28 als bekannt voraus, so 
bedarf es gar nicht melir der 
dualistischen Durclif ührnng 
dieses Beweises, sondern man kann 
umnittelbar auf Grund der Polari- 
tatg Übertragimg den Satz 27 als 
Gegenstück des Satzes 28 aus- 
spieeben. Denn bei Zugrunde- 
legung einer beliebigen Punda- 
mentalkurve entspricht dem voll- 
standigen Vier seit mit seinen 
ILckpunkten ein vollständiges Viereck 
mit seinen Seiten, und den involu- 
torisch gepaarten Verbindungs- 
btiahlen des Projektionsscheitels 
mit den Gegenseiten des Vierecks 
die involn toriseh gepaarten 
Schnittpunkte der schneiden- 
den Transveraalen mit den 
Gegenseiten des Vierecks. 



Krkl. 254. l>cv loistehnuli /weite Bf weis dis&it/Li 
nialigev Projektion der Pnnl t;,iuppen und 1 onntr linmi li 
werden, wie der erste Jedorh midit deiselbc 1 111 
der sonst nicht häufig m den \ 01 liegenden ^eometn 1 
findet, nümlich von dei 1 eHthiltmi„ dei Piojektmi 1 
Püar Blemenien innerhalb mn Punkt„nippe Dif 1 
:iliei- )ils in (1;ls Ochht il 1 Mißlie/iehunsen Lni„ieiten(l u 
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Beweis dagegen wivd miv dadurch iinwes entlieh verlängert, daß die Beweisführung 
für eben diese Vertausclibarkeit dieser Elemente teilweise in denselben aufgenommen 
ist, hat aber dafitr vor dem zweiten den Vorzug dei' Selbstäindigkeit und dev rein 




geometi'isclien DnreMiiln-ung, Denn er beniit sieli auf keinen fernstehenden Sat«, 
sondern bringt die Beweisführung in fortlaufender Reihe reiner Pi-ojektionen 
zum Ziele. 

Ei'kl. 255. Selbstverständlich künnte mau die beiden Beweise I und II auch 
in maßgeometrischem Gewände vorftihren, indem man das Gleichbleiben der 
Doppelverhältnisee bei den Projektionen bezw. beim Vertauschen Kweier 
Elementepaare benutzt. So würde der erste Beweis die Gestalt annehmen: 

(Äi Bi C, DO = (Ag Bg O3 D3) -= (Ai B4 O4 D4) = (Aj B3 Ca D^) = (Ag B^ Di Ci), 
folglich sind A1A2, B^B^, CiC3 = D2Di zugeordnete Panktepaare einer involu- 
torischen Punktreihe. Und ebenso entsteht un zweiten Beweise: 

(A, Bi D, B,) = (Bi G Ss Ba) = (8^ Bj B4 G) = (A. B. D^ Bj, 
folglich sind A^'A^, D^ Dj, B^ B^ zugeordnete Punktepaai'c einer involutorisclien 
Punktveihe. 

Erkl. 256. Die Pfeile an den beiden auf der schneidenden Geraden vereinigt 
liegenden Pmikti-eihen geben die DurelilaufsricLtung in der jeweils Bb er einstimmenden 
Punktfolge au, also in Figur 64 auf t^ : A^ B^ C D K n 1 n cL rechts durchs 
Uneudliehe wieder nacli HiAi, auf t, von A^ nack 11 d icls Unendliche nach 
B^C^C^KäHj, also entgegengesetzte Urala f htm 1 e ier Reilien. Bi 
Figur 65 foigen in ti aufeinander: Ai Bi Dj Hj ui 1 cl I ks durchs Unendlieke 
Kl C] ; auf t^ von A^ ebenfalls nach links durchs Une dl ehe B Dj Hg Kg O^, also 
gleiche Umlaufsrichtung in beiden Eeihen, In Fig 66 st 1 e Puuktfolge auf tj 
von rechts nach links: Ai C, B^ Ki Di H„ auf tj As Cg B^ Ka D, H^ von links nach 
rechts, also wii-der entgegengesetzte Reihenfolge. Nun ist alier gleicJie oder 
ungleiclie Reihenfolge der' Einzeb-eihon für die involutorisehe Reüie daliin ent- 
scJieidend, ob es eine Livolution oline oder mit Doppel el erneuten ist. Und deiunach 
wird eben diese letüte Unterscheidung gegründet auf die Pieihenfolge der Einzel- 
punktreiihen bezw. auf die dadm'ch festgelegte Art der gegenseitigen Trennung 
zugeordnetei' Punktepaare: \gl. die folgende Antwort ß4. 
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Frage 64. Welclie Art von Punlft- 
involution entsteht auf verschieden 
liegenden Scbnittgeraden der Gegen- 
aeitenpaare eines vollständigen 
Vierecks ^ 



Antwort. 1) Die Feststellung der 
Involutionsart, welche auf jeder 
Transversalen entsteht, geschieht 
am einfachsten durch die Lagen- 




Erkl. 257. :\r;-|ii kann die iiebeii- 
ßteliende Untersiicliuiig auch von anderem 
Gesielitspunkte aus diirchfülireu : Faßt 
man näiTÜicli irgend drei Eckpunkte 
des Vierecks, k. B. Ä4B8B4 zu einem 
Dreieck zusammen, das eine der Seiten 
als Gnuidseite hat, so kann dieses TJi-eieck 

m der Ti'ansverealen nur auf zweierlei 
We S6 ^es 1 n tte wei'den : erstens so, 
daß f de b le Seiten derselben null 
und 1 e ode o daß auf getrennten 
Se te ene 1 z ei Ecken des Vierecks 
i ege I je le der beiden Fälle ist 
da V e le z tersclieideu die Lage 
des vierten Eckpunktes emerseits im 
Innenraum bezw. in einem Selieitelwinkel- 
raum an der Spitze des Dreiecks oder 
in den an der gewSlhlten Gmndseite ent- 
standenen Außenraumen des Dreiecks. Je 
nacli der Lage dieses vievten Eckpunktes 
entstehen dann auf der Transversalen ge- 
trennt oder ungeti'ennt hegende Strecken 
der Schnittpinikte auf Gegenseiten, und 
man kommt durch allgemehier gehaltene, 
aber etwas wenigev Übersichtliche Unter- 
suchung der Einzelfälle zu demselben 

Ergebnis, wie in nebenstehender Durch- 

filhnmg in unmittelbarer Anlehnung an 

die Figuren seihst. 



Veränderung von einer beliebig 
gewählten Anfangslage ans: Dabei 
hat man aber zu unterscheiden 
zwischen den beiden Arten des 
Vierecks, ob nämlich, wie beim 
Viereck erster Art in Figui" 64 bis 
66 keine Ecke innerhalb des 
Dreiecks der anderen liegt, oder ob, 
wie beim Viereck zweiter Art, in 
Figur 67 bis 69 eine Ecke inner- 
halb des Dreiecks der drei anderen 
liegt. 

2) In Figir]- 64 liegt die Trans- 
versale des Vierecks der ersten 
Ai-t so, daß alle vier Ecken des 
Vierecks auf derselben Seite 
der Schnittgeraden liegen. Und die 
in entgegengesetzten Rich- 
tungen laufende Eeihenfolge der 
Buchstaben in ti und U zeigt, daß 
dabei eine Punktinvolution mit 
Ordnungspunkten entsteht. Das 
Punktepaar A1.Ä3 liegt ganz außer- 
halb der beiden Paare Bi Bg und 
C1C2, und von letzteren wird CiCj 
von B^Bj umschlossen. Also liegt 
der Mittelpunkt der durch diese 
Punktepaare bestimmten involu- 
torisehen Punktreilie zwischen A^ 
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ErU J58 Bei den drei Vierecken 
dei rigmeii 04 bis 66 liegen die vier 
Fclipiinkte so daß wenn man dieselben 
diufh enien emfn^'Iien Gevadenzug oder 
m einficliei Aufemand erfolge verbindet, 
em konnexes "\ieierk entsteht, oder ein 
übeiieklagenes ^ leieck, keinenfalls 
abei em konkaves Viereck mit ein- 
spimgendfm Wmkel. Bei den drei 
^I6lecken dei Tigiu'en 67 bis ßH aber 
liegeu die viei Fckpunkte so, daß, wenn 
man dieselben in einfacher Aufeinander- 
folge daielt emen Gei'adenzng verbindet, 
stets ein konkaves Viereck, d. h. mit 
emspimgendera Wmkel entsteht. Man 
kann diiiei iiieh das Viereck der ersten 
Art kui7weg als konvexes Viereck 
bezeichnen weil nuter den in seinem voll- 
ständigen Vieieck enÜialteiien di'ei ein- 
fachen Aieiecken neben den zwei ttber- 
sthligenen Vieieeken auch das einzige 
kjn\exe A leieck auftritt. Und das 
"\i6ieck dl /HPiten Art kann man 
als konkaves Viereck bezeiclmen, 
weil von den in seinem voUetaaLligeii 
Viereck eutlialteKeii drei einfachen Vier- 
ecken jedes ein konkaves Viereck, d.h. 
ein Viereck mit einspringendem Winkel 
ist. — Beim vollständigen Vierseit ti-itt 
solc';e Unterscheidung nicht auf, denn 
unter den in einem beliebigen vollständigen 
Vierseit enthaltenen drei einfachen Vier- 
seiien befindet sieh jedesmal ein kon- 
vexes, ein konkaves \nid ein üb erschlagen es 
Viereck, wobei alle sechs Eckpnnkte des 
vollständigen Vierseits je zweimal als 
Ecken auftreten. 

Erkl. 259. Von den vier Eckpunkten 
eines beliebigen Vierecks, ob erster oder 
zweiter Art, können zn beiden Seiten 
einer Geraden liegen: und 4 oder 
1 und 3 oder 2 und 2 oder 3 und 1 
oder 4 und 0, Da der ei-ste und illnfte 
sowie der zweite und vierte Fall gleieli- 
bedeutend sind, so hat mau dreierlei 
Fälle zu unterscheiden; und diese sind 
dargcHtellt mit und 4 in Figur G4 bezw, 
67, mit 1 und 3 in Figur (i5 bezw. 68, 
mit 2 und 2 in Fignv 66 bzw, 69. Die 
nebenstehende Erörterung zeigt, daß der 
erste und dritte Fall für die vorliegende 

Sachs. Pm.iuktiviäUhe (iiuiiuvu) l* 



«ml B|, von den Ordnrings- 
pnnkten Hegt der eine zwischen 
Ai und Ä-i, der andere zwisclien 
Ol und C>. 

3) Denkt niaii sieh mm diese 
Transversale (Figur 64) um einen 
ihrer Punkte, z. B. um Ä^, nach 
oben gedreht oder statt desseu um 
ihren unendlich fernen Punkt ge- 
dreht, d. h. parallel verschoben, oder 
auch beiderlei Ortsverändernngen 
unterworfen, so bleibt die oben- 
genannte Art der gegenseitigen 
Lage der Punktepaare ungeändert, 
indem nur ihre gegenseitigen Ab- 
stände wechselnde Größe erhalten; 
also bleibt auch die Involution eine 
Involution mit Ordnungs- 
punkten, so lange die Trans- 
V er aale beim Viereck erster Art 
alle vier Eckpunkte des Vierecks 
auf gleicher Seite läßt. — Geht 
dabei die Schneidende durch die 
Nebenecke Ca 4 des Vierecks, so 
fallen die Schnittpunkte der Gegen- 
seiten S,Ci und SäCs in denselben 
Punkt Cs! zusammen, und Cm wird 
ein Doppelpunkt oder Ordnungs- 
punkt der Involution. Und nach 
dem Durchgang der Transversalen 
durch den Punkt C«^ vertauschen 
bloß die Punkte des Paares Ci Ca 
ihre Benennung, nicht aber ihre 
Lagebeziehung zu den anderen 
Piinktepaaren BiBg bezw. Ä1A2. 

4) Rückt die Transversale aber 
durch einen der Viereeks- 
punkte, z. B. Bu in Figur 64 hin- 
durch, so daß sie in die Lage der 
in Figur 65 gezeichneten Schnitt- 
geraden kommt, so hat sieh die 
gegenseitige Lage der Punktepaare 
verändert, indem die zwei äußeren 
der drei Viereckseiten durcli B;i ihre 
Lage zur mittleren gerade ver- 
tauschen. Der Schnittpunkt Äi der 
Seite Ai Ba Bi rückt dadurch auf 
die entgegengesetzte Seite der 
Sclmittpunkte B, mit S, B„ und Ca 
mit SjBg; Daher liegt jetzt ein 
Punkt des Pnnktepaares Ai A5 
innerlialli deis Puiiktopaares Bi B^ 

tu, Teil. U) 
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Betiaditiins wiedei jede^smal gleichweitig 
sind, also braucht min um noch zu 
tiiiterscheiden zwischen dei Lige dei 
jenigeE sclmeidendeii teiaden, welche 
und 4 bezw 2 \ind 2 also z^iei geiade 
Anzahlen dei Eclcpnnkte lon einandei 
trennt und deijenigen Tianaverankn, 
■welche 1 und 3 also zwei ungeiide 
An/ahleu dei Lekpunkte des Aieiecka 
von einandei tieiint Und im tndeigebnis 
stimmen tlbeiein dei eiste Fall beim 
koni exen und dei zweite beim konkiiTen 
bezw dei eiste Tall beim konl^aven und 
der zweite beim konnexen \ieieck. 

Ei'kl. 260. Die sechs Figuren 64 bis 69 
zeigen je dreimal Involution mit und 
dieimil ohne Oi dnungspunkte nlmlich 
eisteie"« zweimal beim konnexen \ieiecl 
(64 66) und einmil beim lonka^en (.(."i) 
letzteies einmil beim konvexen Aieie k 
(t 5) lind zweimal beim konkaven (,6 i 6 t) 
Die Punktinvolutionen mit Oidnnnf,s 
pnnkten m Figni bO und tb sind duich 
ganz gleithutige Punktepme bestimmt 
nAmlich diei emandei ums Lliließ ende 
Paare Man eikennt ilso daß diesell en 
alle demselben Hilb-^tialil dei involn 
toii&elien Keihe angeh len mhssen daß 
sie also den einen Oidnungbpmkt alle 
einschheßen den aiideien sant dem 
Mittelpunkt alle nussohheßen milssen Er 
kann sich also nni noch danim lianleln 
die Lage dei letztgenannten lusge 
BChlossenen Punkte auf dei einen oclei 
anleieu bflite allei voihmlenen Pmkte 
paaiefestzustellen Di/udient lei Umstand 
daß allen Punkten de Icurzen Stiecke 
zwischen dem Mittelpunkte und einem 
Ol dnungspunkte nlle äußeieii Pimkte des 
Halbstialilsentspie hen Dannuinriffui 1 6 
A C <A (,; so muß \ dem Mittel 
piinkt nühei liegen il \ iclgliel iei 
Mittelpunkt leclits \ n A^ in Figui i^ 
abei i8tAiC*<A üi folglich \ nihei 
beim Mittelpunkt lei Mittelpunkt leelits 
von A — LinSachei gestaltet sicli lie 
Feststellung m Fit^i b4 weil d itP nkte 
paaie dei I eideiseitigen Hall '.tiahlen dei 
Reilie V iliegen also liegt dei Mittel 
punkt zwischen A unl B dei eme 
Oidnu5''spunkt m eil all desemenl le 
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bezw. CiCä, folglich müssen alle 
Punktepaare einander gegenseitig 
trennen, man hat eine Punkt- 
involiition ohne Ordnungs- 
punkte erhalten. Das zeigt auch 
die gleiehlanf ende Reihenfolge 
der Einzelpiinktreihen an Figur 65; 
und der Mittelpunkt der involn- 
torischen Reihe liegt innerhalb der 
von jedem der Punktepaare Äi Aa, 
Bi Bä, Ci 0. überdeckten Pnnkt- 
streeke ÄiBi, — Geht insbesondere 
die Schnittgerade durch den Eck- 
punkt Bg selbst hindurch, so fällt 
von jedem der Punktepaare Ai A^, 
Bi B:;, Gl Ca der eiue Punkt in B« 
hinein, also hat man eine un- 
eigentliche Involution nacli 
Vntwort 54, 1. 

5) So lange nun die Sclmittgerade 
weitergedrebt oder verschoben wird, 
ohne einen der Eckpunkte zu über- 
schreiten, so bleibt die gegenseitige 
Lagebeziehung der Punktepaare 
Tsieder ungeänrtert; also bleibt auch 
die Art der Involution dieselbe, bis 
durch neue ' Überschreitung eines 
der Eckpunkte die Richtung der 
Gegenseitenpaare, also auch die 
gegenseitige Lage der Punktepaare 
m der Weise vertauscht wird, daß 
em Punkt eines Paares in ein bezw. 
zwei andere Paare hineinriickt, bezw. 
aus einem bezw. zwei anderen 
Paaren heraustritt. Und immer 
während die Transversale durch 
diesen Eckpunkt selbst hin- 
durchgeht, liegt dieser zu ver- 
tauschende Punkt mit den End- 
punkten der zwei anderen Paare 
^ ereinigt, also weder innerhalb 
noch außerhalb. 

6) In Bestätigung dieser bis- 
herigen Erörterungen entsteht wie- 
der eine Involution mit Ord- 
nungspunkten, wenn aus der 
Lage der Transversalen in Figur 65 
durch Überschreitung der Ecke B* 
jene in Figur 66 hervorgebracht 
wird. In der Tat schließt jetzt das 
Puiiktepaai- A| Äj das Paar Ci Cj 
ein, und dieses auch noch das Paar 
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Ai A.,, der andere hmei'lialb der heklen 
Paare B,E., Ci G,. 

Erbl. 261. Von den PuBkünvolntJoueii 
oliae Ordnungspmikte in Figur 65, C7, 69 
sind ebenialls je drei Pimlttepaare vor- 
handen. Bei dieser Involntionsart kann 
die Lage der Punltte gar niett anders 
sein als so, daß jedes Paar jedes andere 
Paar tvennt; nnd jedes Paar scIüieBt den 
Mittelpunkt in sich, so daß stets ein 
Punkt jedes Paares auf dem einen, der 
andere Punkt auf dem anderen Halbsü'ahl 
der mvolutorisehen Reihe liegen muß. 
Daher mtlssen von den sechs vorhandenen 
Punltten der Reüie auch drei auf der 
einen und drei auf der anderen Seite 
des Mittelpunktes liegen, also der Mittel- 
punkt zwischen den beiden innersten der 
sechs Punkte: A^Bi in Figur 65, Aa Bi 
in (!7, B^ Ca in Figur 69. Man könnte 
nnnmelo- noch fragen, wo bei diesen drei 
involutoriselienReilieii die Pofenzpunkte 
liegen, also die zugeordneten Punkte, 
welche beiderseits gleiciien Abstand vom 
Mittelpunkt Laben und daher die kleinste 
Sti'ecke aller Punktepaare zwischen sich 
einschließen. Die Lage dieser Punkte 
ISlßt sich ohne Einzel konstmktion nur 
nach dem Augenmaß abschätzen mid fällt 
in Figur 65 ungefähr mit CiCo KUBammen, 
in Figur 67 einerseits zwischen Bi Ci, 
anderseits zwischen B^C», in Figur 69 
ziemlicli nahe bei A^Aj, nämlich innei- 
halb At nnd außerhalb A,,, 

Erkl. 262. Als besondere Einzelfälle 
sind in nebenstehender Antwoi"t bereits 
erwähnt das Hindurchgehen der Trans- 
versalen dui'ch eine Nebenecke oder 
durch eine Hauptecke des Vierecks. 
In beiden Fällen liefeni die beiderlei 
Viere cksarten (konkave und konvexe) 
jeweils liberBinstiiaiuendes Ergebnis. In 
der Nebenecke nämlich entsteht infolge 
des Zusammentreffens zweier Gegenseiten- 
Schnittpunkte ein Ordnnngspunkt der 
Involution. In einer Haupteeke laufen 
je drei von den sechs Viereckseiten zu- 
sammen, aUo fallen dort auch die Schnitt- 
punkte, nämlich je einer von jedem 
Gegenseitenpaare zusammen, nnd die drei 
außerhalb liegenden Punkte sind alle 



BiBa. Also Hegt der eine Ord- 
nungsyunkt zwischen B1B3, der 
andere samt dem Mittelpunkt 
der Eeihe außerhalb Ai A.^, und 
zwar in Figur 66 rechts von Ai- — 
Weitere Behandlung der Trans- 
versale am Viereck erster Art ist 
auch nicht mehr erforderlich, denn 
Überechreitimg einer weiteren 
Ecke z- B. 85 bringt wieder Figur 65 
hervor, und Überschreitung der 
zwei Ecken 82 und 81 führt zurück 
auf Figur 64. 

7) Ebenso braucht man beim 
Viereck zweiter Art (Figur 67 
bis 69), wobei eine Ecke innerhalb 
des Dreiecks der drei anderen liegt, 
eigentlich nur eine Lage der 
Transversalen zu untersuchen, um 
dann die erhaltene Involntionsart bei 
jeder Übersc\jreitung einer Ecke 
mit der anderen zu vertauschen. 
In Figur 67 läuft die Schneidende 
so, daß sie alle vier Eckpunkte auf 
derselben Seite liegen hat. Die 
gleichlaufende Reihenfolge der 
Buchstaben in ti und t^ und die 
Lage der Punktepaare zeigt, daß 
hier eine Punktinvolution ohne 
Ordnungspunkte entsteht, denn 
das Punktepaar Äi A^ trennt das 
Paar Ci C^, und jedes dieser beiden 
wird wieder getrennt durch Bi Ba. 
Der Mittelpunkt dieser Reihe Üegt 
also innerhalb der Strecke AaBi. 

8) Geht die Transversale durch 
eine Ecke, so entsteht wieder eine 
uneigentliche Involution in- 
folge des Zusammenfall ens der 
Endpunkte von jedem der drei 
Punktepaare. — tJb ersehreitet die 
£!chneidende die Ecke Sa in Figur 68, 
so vertauschen die Seiten S^ Ää und 
Ss Ba ihre Lage beiderseits von 
Sä O3, also rückt A2 aus Ci Ca 
hinaus und Bg in Ci Ca hinein, das 
Paar Ai Äj umschließt C^ Ca nnd 
dieses wieder Bi Bj ; Die Involution 
ist eine solche mit Ordnnngs- 
punkten; der eine derselben liegt 
innerhalb Bi Bä, der andere samt 
dem Mittelpunkt der Reihe 
10* 
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inen zugeordnet Man hat also 
Art der Involution, bei welclier 
die Eindeutigkeit verloren gellt, indem die 
Bämtliehen P nkte 1er involiitorisclien 
Reihe z e p e u ^en zugeordnet sind, 
näialicli 1 e f,QaÜ I e oder parabolieche 
Involuti n — Es I & en sicli nooli zwei 
andere Lu zelfalle a ilstellen. nämlicli das 
Hindui'cl gel e de T ansversaleii durcli 
zwei Nebenecken oder (lurc.li zwei 
Haupte eken. Der erstere Fall liefert 
diese beiden Kebenecken als Ord- 
nuiigspuakte der Invohition und dazu 
ncch ein Piinktepaii von dem übrigen 
&egen%eitenpiaie Dei let^teie Fall ist 
gleielibedentend mit dem Ziiiamnienf allen 
dei Tran&veisalen mit einpi ^ lereckseite 
belbei dal ei entstehen iibeiliaupt iiui' 
diei Schnittpunkte liHmlidi die zwei 
Haupteeken selber und eine der Neben- 
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außerhalb A| Ä:., iiiui zwiir in 
Figur 68 rechts von A-.. — Wird 
noch eine Ecke Überschritten, so 
entsteht in Figur 69 wieder die In- 
volution ohne Ordnungspiinkte, 
denn von den Punktepaaren AiAä, 
Bi Ba, CiCä wird jedes durch jedes 
andere getrennt; der Mittelpunkt 
liegt zwischen Bi und C;. — Weitere 
Verschiebung der Transversalen 
führt wieder auf Figur 68 und 
Figur 67 zurück. 

9) Man kann also das Ergebnis 
der Untersuchung folgendermaßen 
zusammenfassen : 

Satz 27a. Die Punktinvolution 

der Schnittpunkte einer beliebigen 

Geraden mit den G-egenseiten paaren 

eines vollständigen Vierecks besitzt 

wei Ordnungspnnkte, wenn 

d Transversale die Eckiiunkte 

lem konvexen Viereck (erster 

A t) in gerader oder beim koii- 

1 a V e n Viereck (zweiter Art) in 

gerader Anzahl trennt; die 

I volution besitzt keine r d - 

ngspunkte, wenn die Trans- 

rsale die Eckpunkte beim kon- 

xen Viereck in ungerader 

1er beim konkaven Viereck in 

g rader Anzahl trennt. 



bl I, 1 I 1 b P It d 

E kl nl t l -n 1 t m w 1 

d u ntl 1 I 1 t b b 

der durch einen I' ckpunkt gehenden 

TianMeisiIen denkt man siüi denselben 

beliebigen Punkt -io gelegt da£ ei zusammen mit dei \ebtnerke Xk beiden t il 

jnnkte \on em'vndei tiennt jdei nicht tiennt b hat mm die Involution ohne odei 

mit Ol dnuugsp unkten Nui dnicti diese Mehi Llentigkeit dei Eiaebmaee ist eimöglicht 

diiB beideilei ^leiecke (komeieb uni konkaves"! aus loihei iPisdnedeneilei Iiiivel 

iii&tlnden /u gleidiem <>iRn//iiitind Mnen kmneu bnin Ülieig;ing dei lians^eitilen 

in die lieietk-jeite _j^^ 



Eikl 26^ Dei eiste Imstind d\ß die Imointion dei bLlmittpuiikte \ou 
gleieliei iit bleibt bei behebigei Diehiuio <dei A cibdiiebimg dei linis\eibilen 
so lange letzteie nui keinen 1 ikpunkt ilbeischioitet /nsammen mit dem /weiten 
Umetiud daJ3 jele xni dei li tusieisilen hebende Isebenetke einen Oidnungsptinkt 
liefert gestattet ein L iiideie Bestimmung dei auf beliebiu,ei Iimsveisileu luEti etenden 
Involution ils ui &atz 27a ■\\ob6i mtn uich lie Untei Scheidung dei beiden Alten 
des ^leieiks enfbehien kann Die an! bellet ig ei liaii^^eisalen entstehende 
Pi\nktinvolution ist eine solelie init odei ohne Oiduuugspunkte, je 
nachdem diese Transversale sich nur ohne oder mit Überschreitung 
eines Eckpunktes so veraciiieben bezw. drebeu läßt, daß sie durcii eine 
Nebenecke des Vierecks hindurch geht. Ist dabei ohne Überschmtuiig einer 
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Ecke die Vei^-tJuebini^ in eine Nebeiiecke möglicli (z. K. Figur ii4 iijuili 0,, ;, 
Figuv 66 uud 68 nach GJ b ist immer aiicli \>v9cliietnm^ in ^wei "Vebeiieckeii 
möglich (Figm 64 und 6b \m\ b^ jeTesmil auch nicli (lem SeltiiittpiiJil t \cu '*, S 
und BgBi), da ja ein Oidnungt>piinkt nie ^eteinzelt auftieten kann Nach die em 
Vei'sehiebungsvoiging k Innen sogai auch unmei die Stieeken dei Sehnittpnnkte 
benrteitt werden, mneilialb deien die Oi duuagspniikle auf dei Tians^eisalen hegen 
mitsBeii: es sind die teti ecken m leiis 11 en T\ ml eh ii men In C-t gensLiten mncilalh 
deren aucli die '^ebcifoWi 11 t li U / B I I 1 i 4 i e^ni t 

und ebenso A, Av. 



l""rage 65. Welches ist das wich- 
tigste Vorkommen der Involution 
beim vollständigen Vievselt? 



Antwort. Das wichtigste Auf- 
treten der involiitorischen Bezielmng 
beim vollständigen Vierseit betrifft 
eine Strahleniiivolution und besteht 
in folgen : er Tatsache: 




Erkl. 264. Die beiden Fisuveu 70 
unl l seien ns hupfend all A I 

"Noikrramens dei Sti'alilenin !to n 
Viel fielt niedei Denn ma 1 t be 
Viei«e t nicht die Untersel e d ^ le 
zw leilei Liigebeziehimgen ue El 
niente wie beim Viereck. \ bh hie 
können gtlfgf weiden so behebig al» 
man vnW ei wiid jedesmal ein konvexes, 
ein emapungendeb und ein übersehlagenes 
Vieiec 111 dem vollständigen Vierseit 
enthilton npiii Die ünterscheidang der 
beideilei Alten \on Invohition wird in 
dei E( luvenden Antwoi-t 66 diii'chfjeführt. 



J lU ^65 
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In 



jeder der Fi- 
ist der ,Sc.beitel der 



fSatz 28. Die drei Paar Gegen 
ecken eines vollständigen Vier- 
seits werden aus jedem beliebigen 
Scheitelpunkt projiziert durch 
drei Paare zugeordneter Strah- 
len eines i n v o ! u t o v i s c h e n 
S t r a h 1 e 11 1) ü fi c h e 1 s. 

Beweis I. 

Bezeichnet man in Figur 70 und 
71 als av bi Ci die Verbinduogs- 
geraden dreier beliebigen A'ierseit- 
ecken mit (iein Sclieitel S, als a» bj Cj 
die Verbindungsgeraden ihrer 
Gegeiieeken, so ist zu unter- 
siicbeu, ob bei ])ro,iek t i vi scIiot 
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projizierenden Sti'alileu an£gefaJ3t als ge- 
meinsamer Scheitel zweier zii- 
saicraenfallenden S.ralilenbllecliel 
81 und 85. von deren jedem seclis 
Sü'ahlen iu Beti'aclit kommen, nSmlicli 
die sechs Verbindnngsgeradea nach den 
Ecken des Viereeits — aufgefaßt einmal 
als Sti-ahleii des Btischels 81, und das 
anderemal als Strahlen des Büschels 8^. 
Und es wird der Nacliweis geÜefevt, daß 
jedesmal, wenn in dem einen oder in 
dem anderen 8trahlenM8chel irgend 
einer der sechs Sti-ahlen hei'aiiagenommen 
wird, dann der projektiviaeli ungeordnete 
8trali! die Yerbindungsgerade nach der 
Gegeneoke der vorigen ist. Dazu ist es 
nicht notwendig, jedes einzelne Paai' 
zu behandeln, nämlich 
in S],: ai]b;i|ci Id^^^Ci lhj=^ao lk|=bä 
in 83: a^ Ibälcä |dj^Cjj]iä=ai|k;^=b,. 
1 lelmelu genllgt en nach Satz 24 fui 
ei]i Paai dis Doppeltentspi ecJien nach 
zuTi eisen v,pA dann dasselbe ftli alle 
Paaie emtieten muß Diese zuoammen 
gehdtigen St olilen wind auch 11 dci 
Fit,Tii gleichaitig be7ei(.linet ninili(]i 1^ 
und 1 duich lang^^estiKhelte 1 mien bi 
und b dmih anagezogene Linien ci mid 
c duich kurzgestiichelte Linien Lnd 
e« iht im eisten der nebenstehenden 
Beweise dei \a hweis de? Doppelt 
entapieclienf. ^efühit ftti das 8tiililen 
paai Ci d =^ d| im zi^eiten Beweist 
flii dna bliihlenpiai b b^ be/w b b^ 

Eikl 2b6 Dei G-edaukengan^ des 
eisten Be"eises kj,nn ziiaimmengef ißt 
weiden m dei t Di-mel 

S Ät Ab Ät ÄbiAt ÄS 
folglidi S^\& Denn nin hit 111 KP 
schl Mtenei AufemxndciFdge die Be 
7ip]iun;,eii 

aab,c.jdj7\aab3tBilBÄa.ib.iC4d47\a2b2(.v.d2, 
Man kann aber auch den Gedankengang 
dahin abändern, daß man jeden der 
beiden StrahSeubilscliel S| und Sj ein 
zehi aiiE einen anderen ScJieitei llber 
ti'Slgt, nümlich S; durch Träger tj auf Sr, 
und S, durch JTräger t, aufS^, _Da(lni'c]i 
enteteilt : S, Ä t, A 8;^ " und 8., A f. A 8j . 
Betiiichti't mau nbc;' die hi Sj und Rj 



Geometrie, lii. Teil. 

Znordniing' dieser drei Strali- 
lenpaare das Doppeltent- 
sprechen eines und folglich 
aller drei Strahlenpaare ein- 
trifft, welches für die Involution 
grundlegend ist. Man hezeichnet 
also den Strahl <h des Büschels S^ 
als dl in Si und sucht den dazu 
gehörigeu Strahl d^ in So auf. 

Zu dem Zwecke wählt man zu- 
nächst den auf di liegenden Eck- 
punkt des Vierseits als neueu 
Scheitel Ss, um die Behandlung 
der zusammenfallenden Büschel Si 
und Si auf verschiedene Scheitel 
überzuführen. Man proiiziert also 
erst Büschel Si (aihic^di) auf eine 
Seite ti des Vierseits, und die 
Schnittpunkte wieder ans Sa als 
neue Büschelstrahlen S« {an bs e« ds), 
so daß entsteht: 

aj hl Ci dl A aa b« c^ ds, 
wobei d;j = dl = Cä ist. Nimmt man 
nun weiter a^ als vennittelnden 
Träger to, um den Strahlenbüsehel 
83 in projektivische Beziehung zu 
setzen zu der auf Ci liegenden 
Gegenecke des Vierseits als Scheitel 
Si, so entsteht: 

asbsCi ds Aat bj Ci dj, 
wobei diesmal Ca^Ci und d4 = c^ 
ist. — Wird endlieh noch dieser 
Strahlenbüschel S^ wieder in pro- 
jektivische Beziehung gebracht zum 
ursprünglichen Scheitel S^ unter 
Vermittlung der Viereckseite tj als 
Träger, so kommt jede der ursprüng- 
lielien Verbindungsgeraden der Vier- 
seitsecken auf die Verbindungs- 
gerade mit der G-egenecke, nämlich 

a^bi c-i dj Aa^ba c. d-,, 
wobei nun C2 = di und di = d4 = Ci 
wird. Man hat also wirklich in den 
Strahlen a, bi Ci ili 7\ a-. h-i e^ d.; pro- 
jektivisch zugeordnete Strahlen, 
von welchen das eine Paar c, di 
und Ca dg doppelt entsprechend 
ist. Folglich sind nach Satz 24 
alle Paare dopielt enlsprecliend, 
und die Strahlenpaare aj iu, bi b^. 
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so erlmlteiien Sti'alileiigruppeii, so zeigt 
aicli, daß 03,4 identiscli sind, iiud daß je 
zwei der anderen entsprechen den Sti'alden- 
paare a^aj, br.bt, dg di dnrcli Pmdite 
dereeiben Geiaden ai = to lundurdi- 
gelieii,_ HieiAus 9flilieJit man, daß 
8,,Äfo7\8i, und folglich auch SiÄSj. 

Ei'kl. 267 Dei eiste Beweis l«inn 
a.n der Figni nocli vielfaelie Ali Änderungen 
erfahren. Als S3 und S^ können irgend 
zwei Gregeneiken des Viersrits dienen 
als tj he/y. t je iigend eine dei dui h 
Ö4 bezw 83 gellenden Seiten des A lei 
seit« dann wiid zu t, jeweils die A ei 
limdiingsgeiade dei Gegenecke /um 
Punkt (ti t ) mit dem Scheitel &i und 
disDoppeltentapiechenwud nachgewiesen 
fUi die beiden Piojektionssbaldeii na h 
S, und S So Itann m Figni "0 und 
71 untei Beibehaltung 1 ">u S, Si und t^ 
anstelle des liägeist veiwandt weiden 
die mit bj bi/eichnete Geiade und an 
statt rilgei %, die Geiade b,, und mm 
erhalt ^^ledel das Uoppeltenispi echen von 
Cjdo ebenso als wenn t mit bj, t mit to 
t) mit bj^ odei t, mit bi t; mit hg, t^ 
mit a, yeitauscLt Ähnliche \ eitodeinngan 
dei iK^ci smd 'iiich bei Umwechsinng 
dei Scheitel S ""^ "^4 dui difühibar ^\ill 
man dmcli den Woitlaut les eisten Be 
weises die Dop p eltentepi e eben lon b, 
und bj naditt eisen bo wälilt man die 
beiden luE b^ und b^ hegenden \ieiseits 
ecken als S und &i und /wei diinh 
diese ImidiiLhgelitnden Seiten des \iei 
seits ils t| und t Wild 7 D ft b ) 
als s , (tj bi> als b^ gew ililt so 1 onnen 
sowohl t^ und t als Audi t^ beibehilten 
w ei den 

Eikl 268 {.Tm den Beweis nueischie 
denen Abtiidcimi^en duu Jtzufllhi ui, ist 
esiatsam, in dei 1 igin auch die Stnhlen 
ai imd V b| und b in den ^eiw mdten 
Stiablenblitdieln ?u be/eKlmen etn 1 \Me 
m Eikluuiig 2bb iK h und h k und 
kl auuh tw i den /m ^el1n^ttlung mh 
bi und Sk dienenden liigei t| ih ti^i 
ebenso t zw ladio 1 S^ und S; als t niid 
to als t,ji — ledenHllB muß abei iidi 
bei 1 estli iltiiiig_ dei_ u i_s p iji n „_l 1 c h c n 
Bewcisfolge S 7\t^T '^ ^t^'^^i'^t AS 



Ci c^ sind zugeordnete Strahlen 
eines involutoriselien Strah- 
len bü sehe Is. 

Beweis II. 
Faßt man in Pignr 70 iiiuf 71 
ins Äuge die Verbindtingsgeraden 
a^ bi dl des Projektionascheitels S^ 
mit den auf der Seite bg liegenden 
Vieveeitaecken und nimmt hinzu 
die Verb indnngsger ade bj mit der 
Ecke {ba bi) als Gegenecbe zu (bi bs), 
vo entsteht durch Herstellung der 
projektivisehen Verwandtschaft 
zwischen dieser Strahlengruppe und 
dei letztgenannten Gegenecke (bäb4) 
als Sebeitel unter Veriuittlung der 
ei stgenannten Seite ba als Träger 
die Beziehung: ai bi d, ba A b^ g ts bg. 
Nun bleibt nach den Sätzen 6ä, b 
m Erklärung 315 des I. Teils diese 
p o^ektivische Verwandtschaft be- 
stehen, auch wenn von den vier 
Elementen b4 g t^ b? zwei beliebige 
Paa I e unter einander vertauscht 
weiden; also entsteht durch Ver- 
tau&chung von b^ mit t^ um! von 
g mit bj die Beziehung: 

bigto b^A täbsbig. 
Piojiziert man die Schnittpunkte 
dieser neuen Strablengnippe mit 
dei Seite t^ wieder aus dem ur- 
sprünglichen Scheitel Sj, so entstellt 
t b= bj g A a^ bi da bj. Hiernach ist 

ai bi dl ha Ä a.. bj ds b , , 
und man hat daher wieder in den 
Stiahlenpaaren a^ a^, bi b^, di d^, 
b bi projektivisch verwandte Ge- 
raden der Art, daß das Strahlen- 
paar bib- auf doppelte Weise 
entsprechend ist; folglich sind 
alle Strahlenpaare doppelt ent- 
spieehend und bilden eine In- 
^ oliition. 

Steivels lii. 
Setzt man den Beweis I oder 
Beweis II des früher aufgestellten 
Satzes 27 als bekannt voraus, so 
bedarf es gar nicht mein- <ler 
duilistischen Durchfülirniig der 
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I übe 



dei Stiihl ] iif I le k lut t 
geitthit «euleü Zu deiuZiecke müßte 
z B in Pifnii 70 und 71 nrch t md tj 
ztim Schnitt gebiicht uiil ^s^ mit dem 
Sehn ttiMinl t \eibmiden %\ei(len 



\ rsteiienden Beweise I iiiid 11, soii" 
(lern man kann umiiittelba- auf 
(iiund der Polaritäts-Übertragung 
den Satz 28 als Gegenstück des 
Satzes 27 aussprechen. Denn bei 
Zugniüdelegung einer beliebigen 
Fundamentalkurve entspricht dem 
vollständigen Viereck mit der 
Sclinittgeraden seiner Seiten ein 
vollständiges Vierseit mit dem Pro- 
jektions Scheitel seiner Eckpunkte, 
und der involutorischen 
Paarung der Schnittpunkte mit 
den Gegenseiten entspricht die 
mvolu torische Paarung der 
Verbindungsgeraden des Projek- 
tionsseheitels mit den Gegen- 



txkl 2(>'J Ebeiit. wie m leii voiaii 

gehenden I ikln Hingen dei liiLilt dei 

frllheien Biklänmgen 249 bis i'id in eut 

spieehendei Umändeiiuig Mi die Stiolilen 

invjluhon wiedeieisehemen mißte so 

kann iiich dei Gegenstand dei EikUiungen 

2o4 und 255 ganz wörtlich hieihei ilbei 

nc mmen w ei den bezüglich des Gregciisat/es 

z-wiBcheii den beiden Beweiagangen I nnd 

n untev sich oder in Hinsicht ihrer Voi- 

fUhi-uiig in i-ein geometrischer oder mehi' 

zahlenmäßiger Form dnreh Benutzung der 

Doppelverhältnisse. — Ebenso EUlivt die 
Beachtung der den Strahtenbii schein in 

den Figuren 70 und 71 beigesetKten Pfeile ani (iic Untoi'scheiduiig der beiden Arten 
der Involution und damit auf die der Antwort 64 gegenüberzustellende und hiei'- 
näelist folgenden Frage 66, Denn in Figur 71 hat man im Büschel S, den Umlauf 
mit dem Uhrzeigev durch die Büschelstrahlen in der Reihenfolge bid| 3jki Ciliibi 
und im Büschel 8^^ die Reihenfolge derselben Sti'ahlen b* d^ a^ kj e^ I15 bv ebenfalls 
mit dem Uhrzeiger; es besteht also StraJdenhivolutiou mit gleichlaufenden Ein/.el- 
bUscheln, folglich ohne Ordnungselemente. In Pignr 70 dagegen zeigt im 
Bflscliel S[ die Reihenfolge der Strahlen bi d, ai lii Cl ki den Umlauf gegen den 
Uhrzeiger, aber im Bllechel S3 die Reihenfolge derselben Sti-ahlen bad^a^häCakg 
die Umlaufsrichtung mit dem Uhrzeiger. Demnach liegt hier Strahleainvolutiün 
mit entgegengesetzt hiufenden Binzelbilscheln vor, und folglich mit Ordnungs- 
et r ah lea. 



frage 66. Welche An. 
Strahlen Involution entsteht in 



Antnorf. 1) Die Feststellung der 
luvolutionsart, welche in jedem 
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seliiedeii liegenden Projektioiis- 
scbeiteln der Gegeiieckenpaare 
eines Vierseits? 

Ei'kl. 270. Von <len fünf Figuren 
70 bis 74, iö welchen die Projektion der 
Eckpunkte des Vievseite wiedergegeben 
ist, entlialten zwei Involutionen mit 
Ordnungsstry.il len, nliinlioh Figuren 
70 und Td, die drei juideren Figiiren 
71, 72, 74 enthalten Involutionen olnie 
Ordnungsstrahlen. In den beiden ersten 
Fällen sind die mit den Buchstaben 
bezeldmeten Halbstndilen a,;, h^.,, c^^ 
die Strahlen dreier Panre, welche den 
einen Oi dnnngsstiahl zwischen sich 
scliheßen, den andeieu im gemeinsamen 
Hehen\\mkel! lume luisLhließen liieeer 
ümstnnd hit ibei bei dei Stuhlen 
mxolutnn nicht die Bedeutung wie dei 
enthpi ( i ende bei dei l'unktm\ oliit on 
denn man dibtte nm den Huri -staben 
bi üdei b ]e m den ent Ci^engeset/ten 
Halbbtnhl iiischuihen rtinn ]\^<. du 
eine üidnungsstiahl im ^emeuisimen 
Wiuked.ium (i, a ) und (cj, o ) dei 
andeip im Winkebnuui (b, b ) Die 
Axensf 1 alilen dei Iniolution sind ji.des 
mal die aufeinaiidev senkreclit stellenden 
involutorisch zugeordneten Halbiemngs- 
geraden der Winkel dieser Ordnungs- 
strahlen, also in Figur 7ü zienilieli genan 
C] und «j selber, iu Figur 7B ein 
Strahtenpaar, welches den Winkel b, b;, 
noeh nmsi'hließt. 

Ei'kl. 271. Hei der Stndileninvolution 
oiine OrdnungsiJtriihien sind die 
Axenstrahlen eheni'alls die einander 
zugeordneten Schenkel eiiicK senkrecht 
stehenden Stralilenpaares, also '/,. B. in 
Pignr 71 ziemlicli genau diu Strahlen 
a^ a^. An Stelle der nicht vovliandeneu 
Ordinmgsstrahlen ti'eten hier die PoteuK- 
stralilen p y auf, deren Winkel von den 
Axenstrahlen halbiert werden. Das 
wären in Pignr 71 etwa uwei Strahlen 
zwischen (b, d^) und (b^ d;,). Denn 
< (a, dj < (ai d,), aber < (a, bj 
^ (all bg), also wb'd zwischen den 
Winkelgröi3en (aj di) und (ui bj ein 
Winkel (ai p,) hegen, dem ehi gleich 
gvoßei- Winkel (;i, p._>l entspricht 



Projektionsseil eitel erzeugt wird, 
geeehielit am einfachsten durch die 
La genveränderniig von einer 
beliebig gewählten Anfangslage ans- 
So hatte man in Figur 7ü die Lage 
des Projektionsscheitels innerhalh ■ 
des einzigen geschlossenen 
vierseitigen Kaum es, welchen die 
vier Seiten eines Vierseits jedesmal 
umgrenzen. Die entgegengesetzt 
gerichtete Reihenfolge des Strahlen- 
uralaut's b I d i ai ■ h i e , k i gegen 
bj dj a^ h... c-2 k-, zeigt, daß 'dabei 
eine Strahl eninvolutio \ mit Ord- 
nungsstrahlen entsteht. Das 
Strahtenpaar aj a* wird ganz um- 
bchloasen von Cj Ci, und dieses 
wieder von b] h-.. Daher liegt von 
den Ordnungsstrahlen der Involution 
der eine zwischen a, &■<, der andere 
im Nebenwinkel der Strahlen bi ba. 
2) Denkt man sich den Selieitel- 
pnnkt Siä der Figur 7il irgend 
welchen Verschiebungen innerhalb 
des geschlossenen Viereck raumes 
unterworfen, so bleibt dabei offen- 
bar die obengenannteÄrt der gegen- 
seitigen Lage der Strahlenpaare 
ungeändert, indem nur ihre gegen- 
seitigen Neigungswinkel wech- 
selnde Größe erhalten; also bleibt 
auch die Involution eine Involu- 
tion mit Ordnungsstrahlen, so 
lange der Projektionsscheitel inner- 
halb des gleichen von den vier 
Seiten des Vierecks gebildeten 
Eaiimteiles verbleibt. — Kommt 
dabei insbesondere der Scheitel etwa 
auf die Nebenseite des Vierseits 
zu liegen, so fallen die Projektions- 
strahlen b, und ba der Gegeiieeken 
(bs ti) und (bi ti) in denselben 
Strahl g zusammen, und g wird ein 
Doppelstrahl oder Ordnungsstrahl 
der Involution. 

3) Rückt aber der Projektions- 
seheitel S in Figur 70 über eine 
der Vierecksseiten, z. B. bg, 
hinweg, so daß er in die Lage 
des Pi'ojektionsscheitels S in Fig. 71 
gelangt, so hat sieh die gegenseitige 
Lüge der Strahlenpaare verändert, 
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iwiselieii den Wiiikelgrößeii (ai h->) mid 

Von den Sh'alileupaareii der Pigiir 72 
sind dem recliteu Winkel am iiiiclisten 
die Strahlen bi b^ ; deren stumpfer Winkel 
wird schon spitz, wenn ba nacli dg, b^ 
nach der Verlilngenuig von &i gedrelit 
wird, also sind Äxenstrahlen zwei zu- 
nächst auf bi nnd b^ in der RiclituHg 
gegen den Uhrzeiger folgende Strahlen, 
der eine in dem kleinen Winkel {bo dj), 
der andere senkrecht dazu. Und 
Potenzstrahlen werden zwei Sti'ahlen, 
die in derselben Umdi-eliungeriehtnng 
folgen anf a^ and »2, beiderseits gleieh- 
geaeigt gegen die vorbestimmten Axen- 
strahlen, der eine im Winkel voa h^ mit 
dem verlängerten a, , der andere im 
Winkel von a^ mit dem verhingerten bi- 
— In Figur 74 liogt der eine Axen- 
strahl jedenfalls in dem den drei 
Strahlenpaaren (,b, b ) (i a ) (ci Cä) 
gemeinsamen Winkelianm (,o b«), der 
andere aber aenkiecht da7i\ im gemein- 
samen AuBenwinkelnvume lei von b, 
mit dem verlängerten e. gebildet wird. 
Und die beiden Poten/Bti ihlen liegen 
demnacli in umnittelba ei iNacliharscliaft 
der 8tra!ilen a^ und i nimlieh beider- 
seits gleidigeneifit gegen die ^ orTieMtim in- 
ten Axenatniiilcn 




Krkl. 272. Als besondere l'iinxelfälle 
sind in iiebeiiKtfliender Antwtirt bereits 
erwähnt die Lage des VrojektionssRhe ite 



indem die, Strahlen ai und e^, welche 
bei Fignr 70 zwischen bt nnd % 
lagen, nun in Figur 71 außerhalb 
des Winkels bi a. und zwar in um- 
gekehrter Folge zu liegen kommen. 
Daher liegt jetzt ein Strahl des 
Strahlenpaares innerhalb nnd einer 
außerhalb des Winkels bj h-i, folg- 
lich müssen alle Strahlenpaare ein- 
ander trennen; man hat eine In- 
volution oh neOrdnuügs strahlen 
erhalten, wie sich auch aus der 
gleiehlanfendenUmlanfsfolgeder 
Einzelstrahlen in Figur 7] ergibt. 
— Liegt insbesondere der Projek- 
tionsscheitel auf der Seite bn selbst, 
so fällt von jedem der Strahlen- 
paare ai aa, b| ba, Ci Cj ein Strahl 
in b^ hinein, also hat man eine 
uneigentliche Involution nach 
Antwort 54, 2. 

4) So lange nun der Punlit weiter 
V rsclioben wird, olme eine der 
Viereekseiten zu übersehreiten, so 
bleibt die gegenseitige Lagebe- 
ziehi ng der Strahlenpaare wieder 
ungeändert ; also bleibt auch die 
Art der Involution dieselbe, bis 
d rch neue Ueberschreitnng einer 
Seite die gegenseitige Lage der 
Strahlenpanre in der Weise ver- 
tauscht wird, daß ein Strahl eines 
Paares in ein bezw. zwei andere 
Paare hineinrückt bezw. aus einem 
bezw. zwei anderen Paaren heraus- 
tritt. Und immer, wenn der Scheitel 
anl' einer Seite selbst liegt, 
liegen diese zu vertauschenden 
Strahlen mit dem einen Strahl der 
anderen Paai'e vereinigt, also weder 
innerhalb noch außerhalb. 

5) In Bestätigung dieser bis- 
herigen Erörternngen entsteht eben- 
falls eine Involution ohne Ord- 
nungsstrahlen, weuii die Fig. 70 
statt durch ueberschreitnng der 
Seite b« in Figur 71, jetzt durch 
üeberschreitungderSeiteaiiuFig.Ta 
übergeführt wird, wenn also der 
Scheitel in einen der beiden ge- 
schlossenen dreiseitigen Räume des 
s vollständigen Vierseits verlegt wird. 
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auf einer Xebenseite bezw. Diügoiirtle 
odei "ivi emei Hauptseite ile^ Yiei&eits 
la dei Neljeiibeite helltut liit mm inu 
lidi lulol^e des Zusimmentillens /neiPi 
zugeoidneteu Piojektiousstialileii emeii 
Oidni\iigsstia!il der Iu\o]uti(ii üud 
auf dei Hiuptbcite hegen je die \ h 
den secliM Eckpunkten also fallen m hese 
Hauptseite (bei ^ eibmdimgsst] alilen 
nämlicli je eme vm ledem G-egeiiecken 
paaie ^usimiflen und die diei iiißeilialb 
begenden PiojektKnbStiaJilen yiid lUe 
diesem einen /ugeoidnet Maai bit nW 
diejenige Alt dei Inyolntim bei welolei 
die Eindeutigkeit \ciloien j;elit, mdem 
sämtbclie Ötiablen des in^obitoiiecbui 
BUscbels /« etilem einzigen /ugeoidnet 
sind, nambcli die uneigeiitbulie odei 
piiabohscbe Iniolutiüii — Ps linsen 
Sieb notb /T*ei andeie Eni/tlfllle aui 
stellen n^mlith die Lage dei Pi jekti mi 
eeheiteh auf /^\ci ^ebellselten tdei 
•ml zwei Hauptseiteil Pei eisteie 
Fall befeit ilirse bei len hebenseiten ils 
Ol dnungsstialilen dei Im liition und 
dazu nocli em Sttibleiipaai nacli leni 
ubiigen Cregeiieckeiipa ( e Dei let/teie 
Fall ist glei bbeleutend mit dem llin in 
fallen clesPiojektioiisbclieitels iiieii eiA lei 
seitseckpunkt aelbei , dabei entstellen 1 1 ei 
Inupt um diei Piojektunssti il I n 
mmhcb be 7^ei Haupt».eittn eil ei iiid 
eint dfi >>ebensut(n lud ils / <■ i 1 
net zu let/teifm Pi ijcktio is-iti il 1 1 i 
jedei beliebige Stiilil dm li dei 1 ok 
puukt seilet «elteu als \ eibind ui^isfnbl 
dieses Punktes mit sub selbe; Denn 
diL beiden 'leiten Aiei len ein iiidei /u 
ge idmt ils eui Pwai und da/u daif 
em zueites Sti ililetipni beliebg bnizu 
tiett,ii 7U1 end„iltigeii Bebtimmiing dei 
Im ihitiLU Üeiikt m in sicJi di se i III ii^ 
bleibenden beliebigen tetrab! ebeufilN m 
eine dei Seiten beilegt bi 1 tt iniii 
Tviedei de uneigeiitliclie Iinoliiti ii wie 
oi en bei dem inl emei Seite liegen 
den Piojektioiissclieitel denkt man sich 
denselben i cliebigeii bfi ilil n gelegt 
diß ei zusammen mit dei "Nebenseite die 
beiden Seiten ^ n emandei tieiiiit idei 
nicbt ticniit 1 it nun de Im li t n 

Ine dfi mit Oidimiigs'ifi bk 
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— Offene R ä u tu e enthält das 
Vierse.it im ganzen s ets acht. Davon 
stoßen zwei, wie in Fig'itr 71, mit 
einer Seite an das geschlossene 
Viereck an und liefern Involutionen 
ohne Ordnungsstrahlen; zwei 
ajidere stoßen je mit der einen S.ite 
an die geschlossenen dreiseitigen, 
auf einer anderen Seite an die 
obengenannten offenen Räume an 
und liefern aus i>eiden Gründen Invo- 
lutionen mit Ordnungsstrahlen, 
ebenso wie derjenige fünfte Kaum, 
V. elcber an beide Dreiecke zugleich 
angrenzt. Es fehlen also nur nocli 
die drei ofTenenScheitelwinkelrämne, 
deren einer (Fig. 73) vom Selieitel- 
ninkel des geschlossenen Vierecks 
gebildet, die andern (Fig. 74) je von 
einem Kclieitelwinkel der ge- 
schlossenen Dreiecke. Durch Ueber- 
fuhrung des Projektionsscheitels aus 
emem der angrenzenden Neben- 
läume ergibt sich für den ersteren 
das Auftreten der Involution mit 
Ordnnngsstrahlen, für die zwei 
andern aber ohne Ordnungs- 
'.trahlen. 

6) Man kann also das Ergebnis 
der Untei-suchung folgendermaßen 
zusammenfassen : 

Satz 28 iu Die Strnhlenin vo- 
lutiou der Verbindimgsstrahlen 
eines beliebigen Punktes mit den 
(Tegeneekenpaaren eines vollstän- 
digen Vierseits besitzt zwei Ord- 
nungsstraliien, wenn der Pro- 
]ektionsscheitel innerhalb des 
geschlossenen Viereckranmes liegt 
oder durch eine geriidzahlige 
Überschreitung von Seiten von dem- 
selben getrennt liegt ; die Involution 
besitzt keine Ordnungsstrahlen, 
wenn der Projektionsscheite! durch 
eine ungradzahlige Übersehrei- 
tutig von Seiten vom geschlossenen 
Vierecksrauiue getrount liegt. (Vgl. 
Fig. 75.) 
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Ei'kl. 273 lii ÄiiEj;ilje i2 uulI jj ilei A.utp,abensaramhiiin im bclilus'se iles 
ersten Teiles dieses Leliibudieh ^^ u ntoligewieaen diß diiidi iiei ^ei'ide Lmien 
im ganzen elf getiemite R.iume m dei Fbene ei/eugt weidpii diei ^ehtlilosHeiie und 
aclit offene. Diese Plume ynd in Figiii 7o i uidi Bnilistiben be/eiLlinet nämliih 
« Via ^- Ein gesdilu^'^enei Itmm '< wu<l lon illeii Mei Seiten begienzt, in ihm 
liegt der ProjebtijnHstlieitel in iis 70 \a ilm gicn/ n die zwei dieilmig tiegienzten 
oiFenen Eäuime :' deien eistei in ti^ d den Piojektioii^hclieitel enthält Ebenso 
gi'euKen an « die beiden dreilmig geadiioeaenen Räume <* f, deien eistei in Pig 72 
den Projektioiissdi eitel en h vIt Fs iolgf dei em/ige oflene vieiliiiig bigienzte Raum ^, 
zwei dveiliiiig be„ien/te offen Panme i, iiud endlich die ^weüiuig begieiiztea 
offenen Räume ' ■' i We^in deien \ei8i.hiedenei Bedeutung ist dei Piojektiona- 
scheitel in Figiu 73 im liinin ' iiil-isui 74 1 1 Raum / iiodi be^ondeis daifie&tellt 

Erlil. 274 \on den icht offenen I uimeu ii in,,en )e 7\\ei dmüis Unend- 
lidie mit ein iiidi i /uiammen n Imheh ei sti n-i iS mit ) beidi im Scheitel 
Winkel miiin f %, z^^eiteiis und / beide im fetheitehMiikelnum ^ /, diittens ^ und ', 
beide im Sdieitelwmki haiim u i und endlidi iieitens '; und > beide nn Scheitel 
wiiikeli'aum (' * Fig; 7i giebt iln jeden dei Rnime die Be?eidmung ub die 
Verlegung des Piojel tumssdieitels ni denselben eine Imolutisn mit odci ohne 
OrdnungSBtrahien liefeit Die flliil duuli Stiiehe bezeidmeten Päiime « '; 
.'J ' liefen» Involutionen mit Oi dnungiytiahlen, die mit Punkt lei an g bi zeichneten 
Räume ß Y A i / I hetein Imohitioncn ohne Oi dnun^sati ahleii Man sieht, 
dafl je zwei duichs Lnendlithe zusammen Unkende Kiiume gleiche Involutions- 
iit liefern, da man ant dem einen in den andeven ohne Überschreitung eiiiev 
Vieieckbbeite gelangen kami Isimmf min )e zwei solcher zusammen als einen 
Doppeh mm f,o hat mm in diei l.uiracn " C -\- ^^ ti -[- die hyperbolische, 
m iiei Riunien i\ f ' + './+•' die elliptische Involution, auf den äcireii 
selb 1 die iniabolisthe und m den Fckp nkten Kclbst imb (stimmt r Itnolutinnj 
wotUr jede der genannten gewählt werden kann. 

Erkl. 275. Der erste Umstand, daß die Involution der Projcktiüussti'ajilen \-<iu 
gleicher Äi't bleibt bei beliebiger Verschiebung des l'rojektionsadieitela, so lange 
letzterer nur keine eiiiKelne Seitenlinie ilb erschreitet, zuearamen mit dem zweiten l'mstanil. 



y Google 



iiivdhitüvisuhe BeKiolmii^i 









weiten (h 



(k-a. 



157 



daß jede etwa dureh (Ten Projektioiisscli eitel gehende Nebeiiaeite einen Oi'*limiigsstrali] 
liefert, gestattet eine andere Bestimmung dev in beliebigem SclLeitel entstehenden InvoUi- 
tionsart als in Satz 28a. Die in beliebigem Projelctionssebeitel entatfliende 
Strahleninvoliition ist nämlieh eine solche mit oder ohne Ordnungs- 
stvahlen, je nachdem sich diesev Scheitelpuivtt ohne oder nnu mit 
Übei'schreitung einer Seitenlinie so verschieben laßt daß ei auf eine 
Nebenseite des Vierseits zu liegen kommt. Auch 1 1^ 75 /leigt, daß die 
gestrichenen Räume nur diejenigen sind, durch welche die Neben^eiten hinduidi 
gehen. Ist dabei Yerichiebung des Scheitels auf eine Nebenseite mrfglich, so ist 
immer auch Vergchiebung auf zwei Nebenseiten möglich d h m den Schnittpnnkt 
zweier Nebenseiten, da ja ein Ordmmgsstralil nie veiem/elt auEtieten kann Je 
zwei im Unendlichen zusammenhängende DoppelrUume gehöien luih m diesei Hmiidit 
zusammen, indem ■/.. B. ', und !>■ den Schnittpunkt in ' und ' m i. besitzen 




Frag« 67. Welche Erweiternng 
erfahren die Sätze 27 und 28, wenn 
die Elemente des Vierecks bezw. 
Vierseits zugleich als erzengende 
Elemente einer Knrve zweiten 
Grades auftretend 

Sätze 16 nnd 16 a 
dieKCB Lehi'biU'liR 



Erkl. 276. Die 

des zweiten Teiles 
lauten ; 

Die Gesamtheit der 
in zwei ■ beliebigen 
Kni'Yenpimkten Qiier 
Si Sg) dm-ch deren 
Verbindung mit allen 
Mb rigeiiKui-veiip mik - 
ten (hier Bg B4 Qi 
Qa) gebildeten Gra- 
den liefert jedesmal 

zwei projekti- 
visch verwandte 
Srahlenbüschdl. 



Die Gesamtheit der 
auf zwei beliebigen 
Tangenten (hier t^ tj) 
durch deren Schnitt 
mit allen Übrigen 
Tairgenten(hierbab4 
I1 1ä) gebildeten 
Punkte liefert jedes- 
mal zwei projek- 

tivisch ver- 
wand tc 



Pinikt- 



Aiitivorf. DHiiiddievievEßkpnnkte 
dcö Vierecks in Fig. ti4 bis 6il zu- 
gleich Kiirvenp unkte einer Kurve 
zweiter Ordnung, so hat man ein der 
Kurve eingeschriebenes Vier^ 
eck, und auf der Transversale 
liegen außer den Schnittpunkten 
mit den Gegenseitenpaaren des Vier- 
ecks auch zwei Schnittpunkte mit 
der Kurve. Bezeichnet man alle 
Elemente in Fig. 76 ganz wie in 
Fig. 64 bis 69, also die Eckpunkte 
des Vierecks mit Si Ss B3 Bi und 
die neuen Kurvenschnittpunkte- mit 
Q] Qj, so werden die vier Kurven- 
punkte Bg B+ Qi Q-2 aus Si und Sa 
jedenfalls durchzugeordneteStrahlen 
zweier jirojektivischen Büschel Si 
nnd S.. projiziert. Man hat also 
Si (IJ.BiQ, Q,) Ä ä- (B, BiQ, Q.)., 
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Und der bereits in Antwort 63 nnd 65 
znr Verweiwliing gebrachte Sat'. 6b in 
Erkl. 315 dea ersten Teiles lautet: Wenn 
zwei Gvnppen von je vier Elementen 
zweier Geliilde projektiviach sind, so 
bleibt die Projektivität ancli dann be- 
stehen, wenn in einer der Gruppen zwei 
beliebige Paare der Biemente mit ein- 
ander vertauscht werden- 

Erkl. 277. So lauge die pi ijektn ische 
Verwandt« phaft dei I leniente m tig 7ß 
nnd 77 ansgednickf wiid dnip i die (mit 
gi'oßen hß/v 1 leinen lini bitaben zn 
schreibende) loiniel B (. ()i Q ^ C^ 
Es Qi Q bat die Be/ ehnn^, keinen 
bemei'kens^\ erten Inhiit denn es enf 
spreebeii sich nn'lit die (Te^enel mente 
des Viereikfi nnd ancb Aon den riementen 
Q ist jedes einfach sieb selb^.! /nge)ubiet 
Anch wtlide m diesei Ve wandtsoiuit 
dem Strahl Sj 5 bezw dem l'nnkt (ti t ) 
die Tangente im andern 'Scheitel be?w 
devBerHhiuiigapunkt des Äiideienliiaeis 
anzuordnen aeni, also nicht Ai und A» 
Nach dei \eitaa&chung dei I le 
meiite dei' einen Grappe aber sind zu- 
geordnet die Gegenelemente des 
Vierecks, darunter auch Ai und Äo, und 
— was die Hauptsache ist ■ — dem 
Elemente Qj entspricbt nicht wieder Q^ 
sondern Qa, i\iid in gleicher Eiclitung 
entspricht dem Element Q^ nicht Avieder 
Qi sondern Qi- Und dadnrch werden 
Qi Qs doppelt entsprechende Ele- 
mente, liea:en also involntorisch gc- 
1 nit 

Likl 27S 1 il I 1 1 st hr \d<n 
Bewe sfllhiinu tieten In 1 lemeiite 4, 
A nj a eist nacbtiäabcb hm/n Dis 
udiit bliB diiiei daß die Bewei&fiÜiiung 
mit den Punkten S^ S. le/w den 
.Kni\entangenten t, t diiichgefllhit ist 
Dasselbe tiifft 711 wenn B B^ bezw 
bq b^ gleichei weise benutzt A\eideu 
Wnide man abei alh btl^ehelscbeitel m 
liff 76 die Punkte Si und B, .dei S. 
undBi be/w tls Tiägei m Pig 77 die 
Geladen ti imd b^ odei t und bj tua 
wilden 10 winden die Elemente A und 
r be/w 1 und c im lenei« luftteten 



I Ge<nnetrie. IH. Teil. 

Folglich sind anch projektivisch 
entsprecliend die Schnittpunkte 
dieser Strahlen mit der Trans- 
versalen, nämlich Bi C-> Qi Q^ Ä 
C, B, Qi Q.. Nun hleibt aber die 
projektivieche Zuordnung dieser 
Punkte aufrecht erhalten, wenn 
man aush in der einen dieser beiden 
Punktg'TOppen das Paar Qi Q^ und 
zugleich das andere Punktpaar 
vertauscht. Dadurch entsteht 
B, a Qi Q, A B, C, Q, Q,. Und 
hierin liegt ausgesprochen, daß 
projektiviach zugeordnete Punkt- 
paare sind: zu Bi Punkt B-., zu Ca 
Punkt Ol, v.a Qi Punkt Q^ und auch 
in derselben Verwandtschaft zu 
Q3 rückwärts wieder Punkt Qi. 
Hier sind also Qi Q^ ein doppelt 
entsprechendes Punktpaar und 
folglich sind sämtliche Punkt- 
paare doppelt entsprechende, und 
sie bilden eine Involution. Der 
von den Punktpaaren Bi ., Ci s ge- 
bildeten Punktinvolution gehören 
aber nach Satz 27 auch die Punkte 
Ai Aa als zugeordnete Punkte an, 
folglich gesellt sieh nnn das Punkt- 
paar Qi Qi als viertes (involntorisch 
zugeordnetes) Paar den drei vor- 
handenen Pnnktpaaren A, ■, Bi C, 2 
noch, hinzu. 

2) Sind die vier Seitenlinien des 
Vierseits in Fig. 70 bis 74 zugleich 
Karventangenten einer Kurve 
zweiter Klasse, so hat man ein der 
Kurve um- bezw, angeschrie- 
b en es Vierseit, und durch den 
Projektionsscheitel gehen außer 
den Projektionsstrahlen nach den 
Gegeneekenpaaren des Vierseits 
auch zwei Tangenten au die 
Kurve. Bezeichnet man alle Ele- 
mente in Fig. 77 ganz wie in Fig. 70 
bis 74, also auch die Seiten des 
Vierseits mit ti t2 bg b^ und die 
neuen Kurventangenten aus S mit 
qi q-2, so werden durch die vier 
Kurventangenten bg b^ q^ qa auf 
ti und t^ jedenfalls zugeordnete 
Punkte zweierprojekti vischen Punkt- 
reihen t| und t> ausgeschnitten. 
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uml B^ 3 bi s erst naelitrüglicli Iuhzu- 
kommen. Man hat also vievevlei Äiie- 
wahl für die Dni-elifiiliTiing des Beweises 
nnd kann dafür im Voraus auswälilen, 
welche Blpmentenpaare im Beweis auf- 
ti-eten sollen und ■ welche nicht. — und 
■nn die Kurve 7\i ilen ge 
1 Elementen jede heliebi^e 
Lage Itabeu Denn da eme Knue eist 
durch fünf Elimeiite emdeiitia; hestimmt 
ist so kann maa /u de» \iei Punkten 
m Fl^ 7b nuili emen heliebifien fünften 
Pnnkt odei eme lan^ente dmcli einen 
dei g(„ebeucn Punkte wählen bezw zu 
den -4 lei Tangenten m Fu 77 eme 
beliebige fünfte (>ei ide odei pmen Be 
ilihiiin^spunkt TOf iinei dci pe^ebenen 
1 angenten 

Eikl 27« Da? von den Knnen 
echnittpmikten auf dei Ti ansvei salen 
be/w von den Kun eiitin^enten aus dem 
Pintektionssch eitel gebildete Elementen 
pi« oiduet sieii selbsüeistHndlicli ein 
in diejenige In\ olutiont,ai t, welche dnich 
die %At/e 27a und 28a bestimmt ist 
Daher muß in Fig. 76, wo die Paai'e 
Ai a Bi , Ol 2 wie in Flg. 64 einander 
iiieht trennen, auch das Punktpaar Qi j 
als ein nngetrenntee Paar erscheinen. 
Ebenso sind in Fig. 77 die Sti-ahlenpaare 
%« toi j ei 2 wie in Fig. 70 unge- 
t rennt, folglich wird auch das Tangen- 
tenpaar qi ein ungetrennteg Strahlen- 
paar, indem das Paar a^ ä S^™z inner- 
lialb qi .1, die Paare b, .> c, ^ ganz außer- 
halb qi 1 liegen. Dagegen ist in Fig. 78, 
welche nadi Fig. 65, und in Fig. 79, 
welche nacJL Fig. 71 hergestellt ist, 
jedes Paii A, B^ l; bzw i bi 
Ci ^ duich jedes indeip Elementenpaai 
innen und nuöen getrennt und dihei 
liegt auch m Fig 7& das Praiki[)\ir 
Qi ä nnd m Fig 79 das bttahlenpaai 
li a so daß es von jedem anleien 
Strahlenpiai mnen nnd inßen >retiennt 
wird heiv, daß dieses Eleinnitenpaai 
selbei jedes an lei e innen uml außen 
trennt. 

Erkl. 280. Wird in Fig. 76 die 
Ti'ansYersale so viel weiter nach unten 
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Man liat also ti {hg b^ q, q^) Ä ta 
(b» bj qi qa). Folglieh sind atieh 
projektivisch entsprechend die Pro- 
jektionsstrahlen nach diesen Schnitt- 
punkten aus dem Seheitel S, nämlich 
hl Cä qi Qä A Ci bä qi q^. Nun bleibt 
aber die projektivische Zuordnung 
dieser Strahlen aufrecht erhalten, 
wenn man auch in der einen dieser 
beiden Strablengmppen das Paar 
Qi qi und zugleich das andere 
Strahletipaar vertauscht. Da- 
durch entsteht bi c. q^ q^ Ä bo c, 
q^ qi. Und hierin liegt an 
aproehen, daß projektiviseh zuge- 
ordnete Strahlenpaare sind: zu bi 
Strahl h., zu c. Strahl C|, su qi 
Strahl qi, und auch in derselben 
Vei'wandtseba! t zu q^ rückwärts 
wieder Strahl qi. Es sind also q^ 
q-: eindoijpelt entsprechendes 
Strahlenpaar, unl folglieh sind 
sämtliche Strahlen paare 
doppelt entsprechend, und sie bilden 
eine Involution. Der von den 
Strahlenpaaren bt ■, Ci g p:ebildeten 
Strahleninvolution gehören aber 
nach Satz 28 anch die Strahlen 
üi Bi als zugeordnete Strahlen an, 
folglich gesellt sich nun das Strahlen- 
paar qi q^ als viertes involutorisch 
zugeordnetes Paar den drei vor- 
handenen Strahlenpaaren a, ■> bj 3 
Ci 2 noch hinzu. 



3) Nan können aber durch die- 
selben vier Punkte S, S^ B« B4 
des Vierecks in Fig. 76 "beliebig 
viele umgeschriebenen Kurven zwei- 
ter Ordnung gehen, und ebenso 
können an dieselben vier Tangen- 
ten t, t^ bfl b.i des Vierseits in 
Fig. 77 beliebig viele ein- bezw. 
angeschriebene Kurven zweiter 
Klasse gelegt werden, — und bei 
jeder dieser Kurven gilt für die 
Scheitelpunkte Q^ » bezw. für die 
Tangenten Qt 3 dieselbe involutori- 
sche Einordnung unter die Blemen- 
tenpaare der durch die Gegenseiten- 
paare bezw. die Gegeneckenpaare 
im Voraus festgelegten Involn- 
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verlegt, daß sie die Kiii-ve nicht melir tionen avif der selineidendeiiTraiis- 

in zwei Punkten Qj Qa sclmeidet, siindeni versalen bezw. in dem projicieren- 

iii einem Pmikte berührt, so fallen zwei den Scheitelpunkte, 
involiitoriscli Kugeordnete Punkte in einen 



Doppelpimkt Kiieai 
BevUhrungapnnkt Q, ; 



der vereinigte 4) Man erhält also folgenden 

wichtigen, gewöhnlich nach seinem 



Ordnun^spunkt der Involution Lieo't Entdecker Desargnes (1639) be- 



Ti al F 76 n 

1 1 ß t I It 1 

t fft 1 ( 1 S 1 tti U 

M p It 1 11 li 1 p 

j kt 1 G t mm 

1 d 1 S h t(p kt n ß 

1 Ib 1 £ 1 f 1 1 1 

td 1 b ä 

dl P ikt| 1 I 1 t 

als dessen Vevbindniigsgerade eben die 
Ti'anBversale, d. h. eine reelle Gerade arit- 
gefiiiJt wird, welche der TrHger der 
involutorischen PnnktreUie ist. In An- 
lehmmg an Satz 27a findet man, daß in 



Fig. 78, wo die Involution keine reellen bilden 



Ordnringselemente Jiat, aucii wii'klicli die 
Gerade gar nicht so gelegt wetden kann, 
daß sie die Kurve heilthrt — ■ oder nm- 
gekehvt: daß dnvch die vier Gvund- 



ten Doppelsatz für Vierec-k nnd 



S tz 39. Die zwei Satz 30. Die 

S h littpnnkte zwei Tangenten 

n beliebigen aus einem belie- 

S hnittgeraden bigen Scheitel- 

nt ieder durch pnnkte an jede 
de "ier Haupt- die vier Hanpt- 
ecken eines voll- Seiten eines voU- 
8:ändigen Vier- ständigen Vier- 
ecks hindurch seits berührende 
gehenden Kurve Kurve zweiter 
zweiter Ordnung Klasse bilden ein 
zu- zugeordnetes 



geordnetes Strahlenpaar 
Punktepaarder- derselben Strah- 
selben .Punkt- leninvolution, 

Involution, welche in diesem 



pnnkte des Vierecks in Fig. 78 (oder welche auf dieser Scheitel durch 



, 67, 
wefdei 



gar kehie Knrve gelegt 
welche jene Trj 



Transversalen seine Verbin- 

durch ihreSchnitt" dvingsgeraden mit 



sale berührt. Anderseits aber gibt es punkte mit den den Gegen- 



in Fig. 76 (bezw. 64, 66, 68) 
Oi'dnungspunkte der Involution, und 
daher gibt es unter allen duL'ch die vier 
Gnmdpunkte d^rFig. 76 (besiAv. C4, äG, 
68)gelie]idenKu!'ven gerade zwei, welche 
die dort gegebene Trans\ersale b e - 
1 ilhi en eben m je eii em der Ordnunga- 
punkte dei Imdntion Die eine Kurve 
wird eine FllipSL seui nur wenig ver- 
schieden \on du in 1 1^, 76 vorhandenen; 
die andeie wiid eure Hyperbel sein, 
(Seien emei Ast ol eüialb der Tranaveraalen volution. 
duich die mci Eckpunkte geht, wilhrend 
der andeie die rian%\evsäle von unten 



Gegenseiten- eokenpaaren 
paaren des voll- des vollständigen 
ständigen Vier- Vierseits be- 
ecks bestimmt stimmt wird. — 
wird. — Berührt Liegt derScheitel- 
die Ti'ansversale punkt auf der 
dieKnrve,sowird Kurve, so wird 
ihr Berührungs- seine Tangente 
punkt zu einem zu ei]iem O r d - 
O r d n n n g- ö - n u n g s s t r a h 1 
punkt der In- der Iiivoluliou. 



zwischen C^ und C^ berlihrt. In Fig. 66 
I Hyperbeln, welche die Transvale in den Ordnnngsp unkten 



und 68 Bind es ] 
bcillln en 

Eikl ^81 Denkt man sich in Fig. 77 den Projektio nascheitel in deimelben 
Außeniiura veilegt welcher die Kurve selber enthalt, und in welchem nach Fig. 75 ~ 
die gleiche Alt \on Strahl eninvoliition entsteht, wie Fig- 77 aelbat aufweist, so 
kmn dei Scheitel S so nahe an die Kurve heranrttcken, rtafl ei' keine zwei Tan- 
genten mein „estattet ondern nnr noch eine einzige, indem S seibat zum lvur\'enpunkt 
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wird. Paiin fallen zwei involutoriseh angeordnete Straliien in einen Doppetatralil 
zusammen, die vereinigte Bei'ühningsgerade tjx a ■wird zu einem Ordniiugsstralil 
der Involution. Rliclit der Scheitelpimltt vollends in die Kurve hinein, so gestattet 
er überhaupt keine Tangenten mehr au die Kurve. Man spiicht dann wohl aucli 
in der projektivischen Geometrie von imaginären oder idealen Tangeuten ans einem 
innerhalb der KiU've liegenden Punkte an die Kurve, von einem imagiuäi'en oder 
idealen Sti-ahlenpaar der Involution, als dessen Schnittpunkt eben der Sclieltel- 
punkt, d. li. ein reeller Punkt aufgefaßt wird, welcher der Scheitel des involutoriseh en 
Strahlenbiisehels ist. In Anlehnung an Satz 28a findet man, daI3 in Fig. 79, so lange 
die Involution keine reellen Ordnimgselemente hat, auch wirklieh der Scheitelpunkt 




S giir nicht so gelegt werden kann, diiß eine dem Vierseit angeschriebene Kurve 
durch ihn hindui-ch gellt, — oder daü den vier Tangenten der Fig. 79 (oder 71» 
72, 74) gar keine Kurve ein- oder angeschrieben werden kann, welche 
dui-ch jenen Scheitel geht, bezw. welche in die Räume /3 y d e z X der Fig. 75 
hineinkommt. Anderseits aller gibt es in Fig. 77 (bezw. 70, Ti) zwei Ordnunga 
strahlen der Involution, und daher gibt es unter allen die ^^el Tangenten dei 
Fig. 77 (70, 73) belehrenden Kurven gerade zwei, welche dnicli den dort 
gegebenen Scheitelpunkt hindurchgehen, eben mit der Tangenteniichtnng je 
emcs dei Oidnungsstrahleu dei Involution Die eine Km-\e ist in Pig 77 und 7ü 
eine sein sehmale Ellipse, wekhe anflechtstehend m den Winkeln (ti t>) und (ba bi) 
benihit und den zwischen \ und a^ verlaufenden Oi dnungssti ahl :iui 'langente hat, 
die indeie Kiu\e ist eine mmdei sehmale Ellipse welche qneihe^end in den 
Winkeln (t^ bj) und {t b^) beiUhit In S hit je eine divon einen dei Oidnungs 
stnhlen dei Imolution /ui Pnngente In Fig 73 smd beide Kunen H^-peibeln, 
eine iußeist schmile, welche in den Winkeln ganz bei S,, und S^ bei'Hlirt und den 
zwischen e und c \eiliufenden Oidniingsstiihl ?ui lingente hat, die andere 
ziemlich flache liit den mdeieu Uidnun^s'itiahl m S aiu lingente. 
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Trage 68. Zn welchen Ergebnissen führt eine Behandlung der 
vorigen Sätze 29 und 30 nach der Art der Überführung der Sätze von 
Paskai und Brianchon vom Sechseck auf andere Vielecke! 




Figiir 81. 



Evitl. 282, Will man tli-n niLh-^tehemlen Beweis üiclit als GrenzübergaBg 
aondera in selbständigem Aulbau duichfühien so wird man wieder die projektivischen 
Gebilde vei-wenden, durch ■welche die Kiu-ve erzeugt ^vird, iudem man berück- 
sichtigt, daß dem Verbindungssti ahl zweiei Bflsehelscheitel die Tangeate bezw. dem 
TrSgersehaittpunkt der Bei-IÜiimigspunkt zugeordnet werden muß, nämlicli B mit S^ 
oder Sg bezw. b mit t^ oder tg. So wüd in Fig. 80 mittels der Scheitel S^ und B 
entstehen 8i {83 B Qi Qa) Ä B (83 B Q^ Q^), also aiif der Transversalen A^ 0^ 
Ol Qa A O2 Ai Qi Qg; letztere Gruppe dui-ch paarweise Elementeavertauscliung 
A Ai Cg Qa Q,; also diese Grappe Ai Ca Qs Qx Ä Ag C^ Q^ Qg, d. h. Qi Qs 
involntorisch doppelt entsprechend. Ebenso wird in Fig. 81 mittels l'i'ager ti und b 
entsteheji ti {1^ b q, qa) Ä b (t^ b qi qg), also im Seheitel 8: ag e^ qi q^ Ä Ci ai 
qt q2 ; letztere Gruppe durch paai-weise Elementen vertäu achung A ai Ci % qi ; also 
diese Giiippe ai Ci q^ qi A a^ Cj Qi %, d. h, q^ qa invohitorisch doppelt ent- 
spreehend. 



Antivort. 1) Läßt man in Fig. 76 
bezw. 78 zwei benachbarte Punkte 
des Vierecks auf der Peripherie der 
Kurve zusammenmcken, so nähert 
sich die Länge der Sehnenstrecke 
immer mehr dem Werte Null, und 
die Sekante wird beim Zusammen- 
fallen der beiden Kurvenpunkte 
zur Tangente im Punkte B3 ,1. Die 
Sekanten von S^ und Sa nach B3 und 
Bi, welche bisher die Punkte Big 
Ci a getrennt geliefert hatten, fallen 
zusammen und ergeben nur noch 
die Punkte Ci und Ca, indem Bi 
mit Ci und Ba mit C* zusammen- 
gerückt ist. Dabei bleiben aber die 
Punktpaare Aj 3, Ci 2, Qi » wie zu- 
vor involntorisch gepaart, imd man 



1) Läßt man in Fig. 77 bezw. 79 
zwei benachbarte Seitenlinien des 
Vierseits längs der Peripherie der 
Kurve zusammenrücken, so nähert 
sich die Größe des Tangentenwinliels 
immer mehr dem Werte 0" bezw. 
180", und der Tangentenschnittpunkt 
wird beim Zusammenfallen der 
beiden Tangenten znm Ktirven- 
berührungepunkt auf der Tangente 
bg 4. Die Schnittpunkte von t^ und 
ti mit bs und bj, welche bisher die 
Strahlen bi s Ci ., getrennt geliefert 
hatten, fallen zusammen und er- 
geben nur noch die Strahlen Ci und 
Cg, indem bi mit c^ und b» mit Cg 
zusammengerückt ist. Dabei bleiben 
aber die Strahlenpaare au Cia qi 3 
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erhält (Fig. 80) den Satz von 
Desargues fürs Dreieck nebst Tan- 
gente : 



Satz 39a. Die zwei Sehnitt- 
punkte einer beliebigen Schnitt- 
geraden mit jeder Kurve zweiter 
Ordnung, welche durch die drei 
Eckpunkte eines gegebenen Drei- 
ecks hindurchgeht und in einem 
derselben eine gegebene Gerade 
berührt, bilden ein zugeordne- 
tes Punktpaar derselben Punkt- 
involution, welche auf dieser 
Transversalen bestimmt wird durch 
die beiden zugeordneten Punbtpaare 
ihrer Schnittpunkte mit der gege- 
benen Tangente und deren Gegen- 
seite sowie mit den beiden übrigen 
Seiten des Dreiecks. — Berührt 
die Transversale die Kurve, so wird 
ihr Berührungspunkt zu einem 
Or d n u ngs p u n k- 1 dieser Involution . 
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wie zuvor involutoriseh gepaart, und 
man erhält (Fig. 81) den Satz von 
Desargnes fürs Dreieck nebst Be- 
rührnngsptinkt: 

Satz 30a. Die zwei Tangenten 
aus einem beliebigen Scheitel- 
. punkte an jede Kurve zweiter 
Klasse, welche die drei Seiten eines 
gegebenen Dreiseits und davon die 
eine in einem gegebenen Punkte 
berührt, bilden ein zugeordnetes 
Strahlenpaar derselben Strah- 
leninvolution, welche in diesem 
Scheitelpunkte bestimmt wird durch 
die beiden zugeordneten Strahlen- 
paare seiner Verbindungsgeraden mit 
dem gegebenen Berülimngspunkte 
und dessen Gegenecke sowie mit den 
beiden übrigen Ecken des Dreiseits. 
— Liegt der Scheitelpunkt auf der 
Kurve, so wird seine Tangente 
zu einem Ordnungsstrahl dieser 
Involution. 




2) Läßt man in Fig. 80 aucli noch 
die beiden übrigen Eckpunkte des ur- 
sprünglichen Vierecke auf der Peri- 
pherie der Kurve zusammenrücken, 
so muß auch deren Sehne in eine 
Kurven tangenteübergehen,sobald 
'die beiden Eckpunkte in einen 
Kurvenpunkt zusammenfallen. Da- 
bei fallen aber auch die beiden bis- 
her getrennt laufenden Dreieckseiten 
S, Bg und Sa Bi, der Fig. 80 in 
eine Gerade zusauunen, und die 



2) Läßt man in Fig. 81 auch noch 
die beiden übrigen Seiten des ur- 
sprünglichen Vierseits längs der 
Peripherie der Kurve zusammen- 
rücken, so muß auch deren Schnitt- 
punkt in einen Kurvenpunkt über- 
gehen, sobald die beiden Geraden 
in eine Tangente zusammenfallen. 
Dabei faUen aber auch die beiden 
bisher getrennt liegenden Dreiecks- 
punkte ti bs und ta bs der Fig. 81 
in einem Pnnkt zusammen, und 
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beiden von ihnen auagesclinittenen 
Punkte Ci a der Involution rücken 
zu einem Doppelpunkte Ci s zu- 
sammen. Man erhält also (Fig. 82) 
den Satz von Desargues für die 
Sekante nebst Beriihrungstangente : 

Satzä9lt. DiezweiSchnittpnnkte 
einer beliebigenSchnittgeraden 
mit jeder Kurve zweiter Ordnung, 
welche in zwei gegebenen 
Punkten zwei gegebene Ge- 
rade berührt, bilden ein zuge- 
ordnetes Punktpaar derselben 
Punktinvolution, welche auf dieser 
Transversalen bestimmt wird durch 
ihre Schnittpunkte mit den beiden 
gegebenen Tangenten als ein zu- 
geordnetes Punktpaar, und ihren 
Schnittpunkt mit der Berühnmge- 
sehne der beiden gegebenen Punkte 
als Ordnungspunkt, — Berührt 
die Transversale die Kurve, so wird 
ihr Berührungspiinkt zum zwei- 
ten Ordnungspunkt dieser Invo- 
lution, ' 




die beiden nach ihnen führenden 
zugeordneten Strahlen Ci ^ der In- 
volution rücken zu einem Doppel- 
strahl Ci3 zusammen. Man erhält 
also (Fig, 83) den Satz vonDesargues 
für den äußeren Punkt nebst Be- 
rührun^sehne : 

Satz 30b. Die zwei Tangenten 
aus einem beliebigen Scheitel- 
punkt an jedeKurve zweiter Klasse, 
welche zwei gegebene Gerade 
in zwei gegebenen Punkten be- 
rührt, bilden ein zugeordnetes 
Strahlenpaar derselben Strahlen- 
involution, welche in diesemScheitel- 
punkt bestimmt wird durch seine 
Verbindungsstrahlen mit den ge- 
gebenen Berührungspunkten als ein 
zugeordnetes Stralilenpaar, und 
seinen Verbindungsstrahl mit dem 
Schnittpunkt der beiden gegebenen 
Tangenten als Ordnungsstrahl. 
— Liegt der Scheitelpunkt auf 
der Kurve, so wird seine Tangente 
zum zweiten Ordnungs strahl 
dieser Involution (Fig. 85.) 




Figiu H5. 

Evkl. 283. Die Sätze 2!la iiiul :iOa gelten selbstverständlich aiicii lilr die 
Tsuigente in jedem anderen Eckprinltt des Breiecke Fig. 80 und für den BerUlirungs- 
piinkt auf jeder anderen Seite des Dreiecks Fi^;. Bl. Dann bleiben aber die an 
Fig. 80 und 81 bezeichneteu Elemente A^j 0,5 bezw. a^ ^ Ci ^ nicht ZT\geordnet, 
sondern es wUrdea in Pig. 80 Q, » zugeordnete Pnnkte einer zweiten Involution 
mit den Punktpaaren Aa 0^ und 0^ mit dem Sclmittpirnkt der Taugente in So, bezw. 
einer dritten Involution mit den Punktpaaren A^ C, und C^ mit dem Selmittpunkt 
der Tangente in 8i. Und in Fig. Sl wiU-den q^ % zugeordnete Stralilen einer 
zweiten Involution mit den Sti'ahlenpaai'eu a^ c^ und ci mit dem Sh-ahl zum Be- 
i-liln-imgapunkt auf t;, bzw. einer dritten Involution mit den Sb'aldenpaai'en a^ Ci und c, 
mit dem Strahl zum Berülirungspunkt auf tj. — ■ In den Sätzen 28 und 30 war also 
stets Q, a bezw. qi 2 ala ein viei'tes Paar zu drei vorhandenen Blementeapaaren der- 
selben Involutiouhinzngetreten, welches bei jeder Vertauscliung der gegebenen Kursen- 
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elenieiiie wiederkeLrte ^ in Satz 2aa iind 30a ti'itt Qi -j ([^ 3 stets imr als ei» drittes 
ni 7wei vorhandenen ELementenpaai'en hinzu von je einer der drei Involutionen, 
welche durch Veitansehmig der KniTenelemente entstehen können. Aber sowohl die 
vier KuivenpunUe dei Tig 76, 7H bezw. die vier Kni-ventangenten der Fig. 77, 79, 
all auch die diei Kuivenpunkte nebst einer Tangente in Fig. SO bezw. die drei 
Kuh entangeuten nebst einem Bei'ührnngepunkt m Pig M bestimmen enie einfach 
Unendliche Anzahl vrai Knnen, aus welchen uui duich Hinzunalime emes passend 
newllüteu fünften Flementefi die einnelne Kui\b bestimrat hei ausgehoben wiid 

Eikl a84 Eutspi echeiid den Ansfflhinngen dei Cilvliningtn 280 und 281 
hndet man diß in i[g 80 zwei Ordnuagsp unkte dei Involution bestehen, emei 
/wischen Q, Q, der indeie zwischen C!j Cj, und daß daher zwei Kurven mit 
den gigebeuen riementen möglich sind, welche die gewählte Transversale be- 
luhien Die eine Ht eine von der gezeiehneteu nicht sehr verschiedene Ellipse, 
welche zwischen Q, Qj beiUhrt, die andei'e eine Hyperbel, deren einer Ast hin- 
duichgeht duich Sj 8 B| im letzteren Punlste die gegebene Tangente Bg A^ be- 
lUhieud wählend ilii zweiter Ast die Tvansvei-sale zwischen C^ und C3 von unten 
hei beiUhrt Analog gibt es in Fig. öl zwei Ordaungsstrahleu der Involution, 
einen zwischen aj x, den andeien ira RebeiiwiKkel \on q^ \ Daliei gibt es 
Mich zwei Knnen nut den gegelenen Elementen \^ eiche duich den gewälilten 
Scheitelpunkt hmduichgehen Die eine \i,t eine Ulipse ans der m Pig, 81 
gezeichneten durch Erweiterung nacli unten zu eihalten eiche 111 b eine langente 
im Nebenwinkel von q^ q.j besitzt die '»adeie eine H^peibel deien unterer Ast 
in B eine zwischen Hi und i leilaufende lingente und b im o^gehenen Punkte 
berlilirt, während ihr oberei Abt im obeien Seh eitel wnikehiume lon ti t verläuft. 

Erkl. 285. Will man «litz 29b imd 3(lb ohne ( lenzUbeigang direkt be- 
weisen, so wählt man in Pig H3 ils ''cheitel die leiden BeiUhiungfcpnnl te 8 und B 
und erhält : 8 (B S Qt (Jj) Ä B (B =1 Q^ Q J also A, Qi. Q " A^ Q^ y 
A C Äi Qi Qa, folglich (li Q, in-s olutonbCh doppelt entspiechend und dabei 
Selbste ötsprechender Doppelpunkt Ebenso wnd in Fig 83 mit liagein t imd b 
entstehen: t (b t <ii q ) /" b (b t qi q ) also c 1 q^ q A ai c qi q \ c a^ q^ qi, 
folglich q^ qa invobitoi iscli doppelt entspiechend, und dtbei c selbstenftjpiechendei 
Doppelstrahl. Dabei tieten Q^.. bezw q^ als ein neues 1 lementenpaii liin/n zu 
der durch ein Elementenpaai und em Oidniings dement bestimmten Involution auf 
der 'lYansveisale be/w un Scheitel Und duich die in beiden Sätzen 29b und 3()b 
gleicherweise auffietenden Kun enelemente (TP) {1 P) (veigl Eikl 109 und 121 
des II. Teilf,) ist wiedei eine einfach imendbche Mannigfaltigkeit ^on Eunen 
bestimmt, ins welcliei die em^ein \oiliegende Kui\e duich em passend hinzu 
t,en4hltes Plement heMii&gehoben \\ncl 

Eitl 286 Di^ fünfte Kun enelement zu (PI) (PI) pflegte nun abei bishei 
bei dei Oidimngskune em Kunenpunkt bei dei Ivlasseiiknn e eine langeute /u sein 
Die riguien S2 und >^3 eiindgbchen unnmehi auch ^eitiusrhun^ diesei beiden 
Elemente Da nämlich m Pig 82 die Puiiktiu\oluticn aul dei Inns^cisalen zum 
voilnndentn Oi dnungspnnkt Cj mir noch einen zweiten luben kann so gibt 
es Ulli eine Kuiie zweitei Oiduung, welche in s und B die gegebenen Taugenten 
und aiiGeidem auch die gegebene l^iansveisale beriihrt und lefyteie Berillmmg 
muß im /Veiten Oi dnungspnnkt dei Involution stitthuden Ebenso hat die btiahlen 
nivilntion im Scheitel 8 dei lig "^d neben t.^ iiui nrcb einen zweiten Oidnnngs 
shahl e? gibt als« niu eine Ivni-ve zwdtei Klause weUlie t und b m den gegebenen 
Pimkteu beiilhit und lußeulem duich S geht und Ict/tPie lieitthmug muß den 
/\ oitei 01 l! II 1 i IiMhti n iK 1 iiv t 1 I 
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Evkl. ü87. Mit dieser letzteren Überlegimg kommt man aliev ;iiit' den in 
Fig. 82 iintl .S3 dargestellten Sclilußsatz der Sätze 29b und 301) Dieser Satz 
enthalt keine neuen Tatsachen, sondern bildet eine \ eiknupfung des voi'liegenden 
Gegenstandes mit schon fillher bekannt gewordenea Dmgen. Daß nämlich in 
Fig. 84 C und Q Ordniuigepunkte, e und q Ordnmigssti alilen dei InTolntionen sind, 
beißt nach Satz 24 nichts anderes, als daß C Q durch Ä^ Aj bezw. c q durch 
% a^ harmonisch getvennt werden. Und bei'eits inErkl. 165 bezw. Fig. 53b des 
n. Teils war auf anderem Wege nachgewiesen worden, „daß der Beillhnrngspunkt einer 
Tangente vierter liarmouischer Punkt ist zu ihren Sclmittpnnltten mit zwei anderen 
Tangenten und der Beilihnmgsselme der letzteren. " Und dasselbe Ergebnis in 
dualistischer Gegenüli erste Jlung ergab sieh in den Sätzen der Erkl. 209 des II. Teils 
als Ableitung aus den Sützen von Paakal und BrianeLon fUr Dreieck und Dreiseit. 
So hat lüan an den iiier lolgenden Figm-en 86—88 an einem Ki'eis (Fig. 86), einer 
Hyperbel (Fig. 88) und einem beliebigen Knrvenbogen (Fig 87) vereinigt die beiden 
Ei-soheiriungen: 1) daß auf jeder Seite des um- bezw. angeschriebenen Drei- 
ecks G H J der vierte liai-moniache Punkt zu Eckpunkten und Benihningspiinkt 
durch die Bei-Ulinuigsselme der beiden anderen Seiten ausgeschnitten wii'd, 2) daß 
in jeder Ecke des eingeschriebenen Dreieclts ABC der vierte harmonische Strahl 
zu Seiten und Kurventangente durch die Verbiudimgsgerade nach dem Schnittpunkte 
der Tangenten in den beiden übrigen Eckpunkten gebildet wird. 
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Fvage 69. Was für involutorische 
Eigenschaften der Kurven ergeben 
sich axm den Polar itatsbeziehun- 
gen der in bezug auf eine beliebig 
gewählte Grundkurve konjugier- 
ten Elemente! 

Ei'kl. 288. In Fig. 89' ißt p == ti a 
Polare zu P, und umgekehrt P Pol zu 
p, weil P Schnittpunkt imd p Berührungs- 
selme der Tangenten x und y ist; in 
Fig. 90 ist ebenso wie in Fig. 89 p 
Polare zu P und P Pol zu p, weil P die 
eine Selienecke und p Verbind\u^gerade 
der anderen Neben ecken ist im einge- 
schiiebeuen Viereck der Punkte Sj 83 
A IT oder Si 83 B T. Ans dei'selben 
letztgenannten Bezieliung geht auch her- 
vor, daß Ui Pol ZV a bezw, a Polare au 
Ui, und u Polare zu Ai bezw. Aj Pol 
zu u ist. Weini aber n Polare zu Ai, 
a Polare zu üi, und A^, L'i dieSelmitt- 
pnnkte von a, u mit p sindj so sind eben 
einerseits Aj und Ui zwei Punkte der 
Geraden p, deren jeder auf der Poiai'en 
des anderen liegt, also zwei konjugierte 
Punkte, und andereeits sind a und u 
2wei Sti-ahlen des Punktes P, deren jeder 
durch den Pol des andern geht, also 
zwei konjugierte Strahlen. 

Ei'ld. 289. Die Punktreihen auf \t 
und die Stralilenbüschel in P in Fig. 89 
Tuid 90 zeigen alle Eigentümlichkeiten, 
welche für involutorische Gebilde mit 
und ohne Ordnungselemente fiüher auf- 
gestellt wurden. In Fig. 90 ist auf p 
der Durchlauf A^ Bj d Uj Vi W^ gleich- 
laufend mit dem Durchlauf Aj B^ C^ 
U,VjWB,undkeinPunktpaai-AiA*,BiB2. 
C]_ C US« wild ^on emem dei indem 
innen imd außen getiennt, und di'jbelbe 
gilt füi Diuchlaul und I ige dei /uge 
h(Siig,en bhahlenbüsHiel mit Stheitel P 
In Pig 89 dagegen ist Ai Bi Ci \ Wi 
V^ U^ T enti,L^engebetzt dem Duidiliul 
A3 B; L, \ W A ü, T und in X bezw 
T findet Bege^mng statt und jedes 
Punktp^ii Ai A Bi Bj 0^02 wud ton 
jedem anderen nmen und außen getrennt; 
imd dasselbe gilt von den zugehörigen 
Stralilenbüsehehi mit Scheitel P und mit 



Antwort. Schon in der Antwort 
der Frage 21 und nochmals in der 
Antwort 22 wurde der Beweis ge- 
liefert für den Satz 8 bezw. 8a, 
daß polar zugeordnete Gebilde 
stets projektivisch verwandt 
sind. t>a von je zwei konju- 
gierten Elementen stets jedes eine 
sieh in vereinigter Lage befindet 
mit dem polar zugeordneten des 
andern, so gilt diese projektivisehe 
Verwandtschaft besonders auch für 
konjugierte Elemente, also für 
die konjugierten Punkte einer Ge- 
raden und für die konjugierten 
Strahlen eines Scheitels. Betrachtet 
man also in Fig. 89 und 90 die 
Gerade t als Träger zweier Punkt- 
reihen, nämlich der Punktreihe 
beliebiger Punkte ti und der Reihe 
der ihnen konjugierten Punkte 
tä, sowie den Punkt S als Seheitel 
zweier Strahlenbüsehel S und S"-, 
wovon das zweite die konjugierten 
Strahlen zu den Strahlen des ersten 
enthält, so ordnet man in jedem die- 
ser beiden Gebildepaai-e die konju- 
gierten Elemente einander^ zu 
durch_ die_ Beziehung S A t^ A Si 
Ä Sg A ts A S^ Dabei ist aber 
schon aus der Konstruktion ersicht- 
lich, daß zu einem Punkt Ai kon- 
jugiert ist Ui, und umgekehrt zu 
Ui wieder Ai, bezw. zum Strahl a 
konjugiert u, und umgekehrt zu u 
wieder konjugiert a. Man kann 
aber auch in der früher angewand- 
ten Weise sehreiben (Ai B] Ci üi 
X Y) Ä (Ui 1^ Ca A, X Y) bezw. 
(a b c u X y) A (u V w a s y). 
Aus beiden Überlegungen geht her- 
vor, daß die Gesamtheit sowohl der 
konjugierten Punkte der Geraden 
als auch der konjugierten 
Strahlen der Büschel projekti- 
visehe Gebilde sind, in welchen 
A U, a u und folglich je zwei zu- 
geordnete Elemente einander dop- 
pelt entsprechen, während die 
Elemente X Y, x y — wenn solche 
vorhanden yiud — je sifh selbst 
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den Doppelsh-ahlen x y. Mittelpunlit 
der involutoiischen Eeihe ist in Fig. 89 
seil) stvei-sfändl ich der Mittelpunkt der 
Sehne X T, in Fig. 90 ein Punkt 
zwischen Ag und Zj. Die Axenstrahlen 
des invohi torischen BHschels mit Scheitel 
P verlaiifen in Fig. 89 im Innenwinkel 
und Nebenwinkel der Sti'alilen P A^ und 
P Bj, denn <J A^ P Ag ist spitz nnd 
hei Bewegung des BUschelstrahls P Aj 
bis nach P Bi ist derselbe bereits in 
den stumpfen Nebenwinkel B[ P Bä über- 
gegangen; in Fig. 90 kann man ungefähr 
das Sti-ahlenpaar b v als Axenstrahlen 
ansehen, indem <^ B^ P Bj nahezu ein 
rechter Winkel ist. 



entsprechen. Daher erliült man 
die beiden Sätze: 

Satz 31, Die polar konju- 
gierten Punkte einer Geraden 

bilden eine involutorische 
Punktreih e,und die Schnittpunkte 
der Geraden mit der Kurve sind die 
Ordnungspunkte der Involution. 
Satz 31a. Die polar konju- 
gierten Strahlen eines Punktes 
bilden einen involutorischen 
Strahlenbüschel, und die Tan- 
genten von dem Punkte an die 
Kurve sind die Ordnungsstrah- 
len der Involution. 
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Frage 70. Welche Einzelbezielum- 
gen zeigen die Involutionen clor 
konjugierten Elemente für ver- 
schiedene Punkte und Geraden? 

Erkl. 290. Weim eine Gerade die 
KvuTe schneidet bezw. bei-tiliii bezw, 
nicht ti'ifft, so ist ihr Pol innerhalb bezw. 
anf der ICm-ve bezw. außerhalb der 
Kni-ve. Für eine Tangente ist aber 
der Beruh rnngspiinkt ziigleich der Pol, 
durch ihn geht für jeden Punkt der 
Tai^ente die Polare, daher ist er auch 
konjugierter Pankt zu jedem Punkt 
der Tangente. Die Pnnktinvolutioii auf 
der Tangente ist daher von der eigen- 
tümlichen Ai-t, daß alle Punkte zn einem 
und dieser eine zu allen anderen zuge- 
ordnet ist: die beiden Doppelpunkte sind 
mit dem Mittelpunkt der invohrtorisehen 
Reüie in einenPunkt zusammengefallen. 
— Wenn ein Punkt außerhalb bezw. 
auf bezw. innerhalb der Kurve liegt, 
m ist seine Polare eine schneidende 
bezw. berührende bezw. nicht schneidende 
Gerade. Für einen Kurvenpunkt ist 
also die Tangente zugleich Polare, auf 
ihr liegt der Pol rtti- jede Gerade duj'ch 
den Berühi-ungapnnkt, daher ist sie kon- 
jugieiie Gerade für jeden Strahl diu'ch 
den Beilihrnngspnnkt. Die Strahlea- 
involntion in diesem Punkt als BUschel- 
scheitel ist daher von der eigentümlichen 
Art, daß alle Sti'alilen zu einem nnd 
dieser eine zu allen anderen zugeordnet 
ist: die beiden Doppelstralilen sind mit 
einem der AxeuHtrahlen in einen Stralil 
znaamme Ufjef all en . 

Erkl. 291. Projizieit man die Pimkt- 
invohition der konjugievten Pmdtte auf 
p in Fig. 89 imd 90 ai\s einem belie- 
bigen Punkte tj, so entsteht dadnieh 
in Q eine Strahleninvolutioii derselben 
Gatfnng wie anf p. Das ist aber eine 
andere Invointion, als die im Punkte 
Q durch die Kurve erzengte Sti-ahlen- 
invohition der konjngierten Sti-ahlen durch 
(l — außer wenn Q, in den Polpunkt 
P von p fällt. — Schneidet mau die 
Strahlen Involution der konjngierten Strah- 
len dnrch P in l''ig. «9 und 90 durch 



Antwort. 1) Bei jeder Kurve 
bildet die Gesamtheit der konju- 
gierten Punkte auf einer schnei- 
denden Geraden eine Punktinvo- 
lution mit zwei Ordnnngspunk- 
ten, nämlich den Kurvenschnitt- 
punkten der Geraden. Dieselben 
Punkte auf einer berührenden 
Geraden bilden eineinvolution mit 
zwei im Beruh nrngspunkt zu- 
sammenfallenden Doppelpunk- 
ten , wobei alle äußeren Punkte 
diesem einzigen Berührungspunkt 
als konjugierte zugeordnet sind. 
Auf einer nicht schneidenden 
Geraden bilden die konjugierten 
Punkte eine Punktinvolution oiine 
Ordnungspunkte. 

2) Bei jeder Kurve bildet die 
Gesamtheit der konjugierten 
Geraden dnrch einen äußeren 
Punkt eine Strahlen Involution mit 
zwei Ordnungsstrahlen, nämlich 
den Kurventangenten aus diesem 
äußeren Punkt. Dieselben Geraden 
durch einen Kurvenpunkt bilden 
eine Involulion mit zwei in der 
Tangente des Punktes zusammen- 
fallenden Doppelstrahlen, wo- 
bei alle schneidenden Strahlen dieser 
einzigen Tangente als konjugierte 
zugeordnet sind. In einem inneren 
Punkte bilden die konjugierten 
Strahlen eine Strahleninvolution 
ohne Ordnungsstrahien. 

3) Die Punktinvolution der kon- 
jugierten Punkte auf einer belie- 
bigen Geraden wird aus jedem Punkt 
durch ein involutorisches Strahlen- 
büschel projiziert, und die Strahlen- 
involution der konjugierten Strahlen 
durch einen beliebigen Scheitel wird 
von jeder Geraden in einer involu- 
torischen Punktreihe geschnitten. 
Wenn insbesondere die Gerade selber 
die Polare des Punktes, bezw. der 
Punkt der Pol der Geraden ist, wie 
in Pig. 89 und 90, dann gelangen 
die Piinktiuvolution auf der Gera- 
den und die Strahleninvolution durch 
den Punkt in perspektivische 
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«ine beliebige (.e 1 q 8 et telt 
dailureh aiiJ j e ne P ikt ol t u 
(lei'Selben Gatti ng t e u 1 Das t 
aber eine aiide ein olat oa als il e f 
de]' Geraden q d i 1 d e Ku ve erzen„ie 
Pniiktinvolntion de konj gie teu P 1 te 
auf q -~ aiitiei 1 P 1 

p von P Tällt. 



Lage, denn jedes Punktijaar in p 
liegt «uf zwei zugeordneten Strahlen 
aus P, und jedes Strablenpaar von 
P geht dnrch zwei ziigeovdnete 
Punkte auf p. 



Frage 'i'l. Was für besondere ■ 
Punktinvolutionen erzeugen die 
einzelnen Kurvengattunge-u^ 

Eikl 292 Man bieiit ilme neiteien 
em, diß Hiciit etwa eine EUipbe bluß 
elliptische In^olntionen eizeugt eben so 
wenig eine Hypeibel bloß liypeibolHthe 
ii'jfl Vielmehl ei/eugt eine bestimmte 
Ellipse wf jedci sie bcliBeidenden 
Geladen eine li^peiboli'.rhe Involution, 
auf jedei beiiihiendcn eine paiibolBthe 
und nni inf jenei lußeihalb laufenden 
Uei'vdeii eine elliptische Iii% jlution Auch 
letzfeie Involutionen Bind medei ^ou 
eimndei veischieden je nich Li.^B dei 
Gejiden, und eine divon ist die lon 
diesei Ellipse luf dei unendlich feinen 
Oreiaden (izeugte luvolution nach deien 
Gattung alle londiesei 4it ihien Namen 
eihalten Ebensolche teiaclnedene In 
lolutiouen ei/eugt em tieis und iiui 
auf dei unendli'h teruen Geraden 
alle exist e t 1 e o a len Kreisen 
gle le ve e e zeugte sogenannte ab- 
sol te ode K e s toI tion mit 
d en t alle K e se gen e nsamen, also 
testl ege den m'ig A en Doppelpunk- 
ten Ah end m allgen e neu jede ver- 
sclue lene EU i se a i de miendUch 
fe nen Ge ale a cl v ele ene andere 
ellptscheln ol tourntve chiedeuen 
na^mi en Doppelp kteu e zeugt. 

Fikl dii \i 1 jede Hyperbel 
ei?eugt ellits Ig P ukt olalionen auf 
alle n cl t sehne deude Ge iden, d, h, 
solcl e welche 7wiscl e den beiden 
Asten e la fen 1 ge e parabolische 

f jede be tu e de li>ie holieche auf 
jele sehne de de ( e nlen auch auf der 



Aiitivort. Die Unterscheidung der 
verschiedenen Kurvengatt un- 
geu beruht auf deren Beziehung 
zui unendlich fernen Geraden, 
Qud auf dieser erzeugen sie ver- 
schiedenerlei chartvkteristische In- 
volutionen. 

1) Bei der Ellijjse ist die un- 
endlich ferne Gerade eine nicht 
schneidende Gerade, und daher 
wird auf der unendlich fernen 
Geraden durch jedeEUipse der 
Ebene eine Involution ohne 
Oidnungspunkte bestimmt. Aus 
diesem Grunde nennt man über- 
haupt eine Punktinvolution ohne 
Oidnungseieinente eine ellipti- 
sche Involution. Um zu einem 
beliebig gegebenen Punkt der un- 
endlichfernenGeradendenkonjugier- 
teii Punkt in Bezug auf eine be- 
hebig gegebene Ellipse aufzusuchen, 
konstruiert mau etwa mittels 
zweier Parallel tangenten oder zweier 
Parallelsekanten die Polare dieses 
Punktes, welche ein Durchmesser 
der Ellipse sein muß, und bringt 
diesen wieder zum Schnitt mit der 
unendlich fernen Geraden. Der so 
erhaltene unendlich ferne Punkt ist 
der konjugierte zum vorigen, 

2) Ein Kreis erzeugt auf der 
unendlich fernen Geraden ebenfalls 
eine elliptische Involution, da ja 
der Kreis eine besondere Ellipse 
ist. Weil aber jeder Kreisdurch- 
messer auf der Tangente seiner 
Kurvenpunkte senkrecht steht, so 
gehört hier zu einem in beliebiger 
Eiehtung liegenden unendlich fernen 
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imendlicli fernen. Unil zwar entstellt 
auch hier wieder eine vors cliie Jene In- 
volution je nach Wahl der Hyperhel, nnd 
anr (lann jeweils dieselbe Invohition, 
wenn die von den Asymptoten aus- 
geschnittenen Oi'flnungspunkte die- 
selben sind. Demnach ist die auf der 
unendlich fernen Geraden ausgesduiittene 
hyperbolische Involution für alle solche 
Hj-perbeln dieselbe, deren Asymptoten 
^aiillel laufen Lnd da die A^ nl el 
halbiei enden lei Asympt ten die A\en 
snid s{ eizeugt PaiiUelität dei i&im 
toten ledesnial auch Pai allelitnt lei 
Axeit Man kinn ai s'»?en Alle 
Hvpeibehi mit piiallelen Asymptoten ei 
aeiigen auf dei unenähth feinen deiaden 
dieselbe Im olntion nnd haben auch 
paiallele Axen Abei Hyperbeln mit 
piiallelen Axen biandien nicht aneh 
paiallele A'-ymptoten zn haben eizeiigen 
also nicht immei dieselbe Involnti n auf 
dei unendlich fernen tteiaden 

Ijikl 29-4 Eme bestimmte Panbel ei 
zeugt i\ie 1er auf jedn inßeiliaib liegpiideii 
Geladen eme eUiptist,he auf jedei iclniei 
denden ( eiivden eine hypeiboliseJie und 
auf jedei bei-nhienden Geiaden so auth 
antde uutndlich iemen eme p nbolibihe 
In^olutun DiP Involution auf dei iin 
endlicj feinui dei i le bleibt dieselbe 
so Im^e dei unendlich ferne Beililnungs 
piiiikt also s linsp die A\enm,]itnng 
dei 1 iiabel dieoelbe bleibt "Man hat 
als flii alle 1 ai ibeln mit gemeinsamei 
Axen und J lui chmesbemchtung die-ielbe 
paiabolibche Involution auf der uiieiidlifh 
teiuen Geraden flu Paiabehi mit \ei 
scliiedenuA'^eniirhtnng an(h\(ih liel ne 
In\ luti neu 

Eiltl 2% Mchst 1 I ui ulhrh 
temen (.eiidtn sind de «idtip-,ten 
geladen 1 imen ftii eine Kune iluö 
Duichmes&ei, Audi auf jedem Kiii-ven- 
durdimesser bilden die konjugierten 
Punkte eine Involution; und zwar bei 
der Ellipse und dem Kreis stets oiiie 
hyperbolische, weit diese KuiTcn von 
jedem ihrer Durchmesser in zwei Piink- 
teiij den Ordmingspunkteii dr.r Invfdntiini, 



L den Kurven xwcitcii (Iratlcf 



ni 



Punkte derjenige unendlich ferne 
Punkt als konjugierter, welcher in 
der zur vorigen Richtung senk- 
rechten Richtung liegt. Dieser 
Umstand bleibt aber für alle 
Kreise der Ebene gleicherweise 
bestehen, und daher erzeugen sämt- 
liche Kreise der Ebene eine und 
dieselbe Involution auf der un- 
endlich fernen Geraden. Man nennt 
diese Involution deshalb auch die 
absolute Involution oder die 
Kreisinvoliition auf der un- 
endlich fernen öeraden, und sie 
besteht aus der Gesamtheit der in je 
zwei senkrechten Richtungen liegen- 
den unendlich fernen Punktpaare. 
Da für sie keine reellen Doppel- 
punkte vorhanden sind, so spricht 
man von diesen als den imaginären 
absoluten Kreispunkten der 
Ebene, nämlich als den gemeinsamen 
Schnittpunkten jedes Kreises der 
Ebene mit der unendlich fernen 
Geraden (vergl. Erkl. 298). 

3) Bei der Hyperbel ist die 
unendlich ferne Gerade eine schnei- 
dende Gerade, und daher wird auf 
der unendlich fernen Geraden 
durch jede Hyperbel der Ebene 
eine Involution mit Doppel- 
punkten erzeugt. Aus diesem 
Grunde nennt man überhaupt eine 
Punktinvolution mit Ordnungs- 
elementen eine hyperbolische 
Involution. Um zu einem beliebig 
ausgewählten Punkt der unendlich 
fernen Geraden den konjugierten 
Punkt in Bezug auf eine beliebig 
gegebene Hyperbel aufzusuchen, 
konstruiert man etwa mittels zweier 
parallelen Tangenten oder Sekanten 
die Polare dieses Punktes, nämlich 
einen Durchmesser der Kurve; dann 
ist dessen unendlich femer Punlit 
der zum vorigen involutorisch ge- 
paarte. Die Kurven Schnittpunkte 
der Hyperbel mit der unendlich 
fernen Geraden, d. li. die unendlich 
fernen Punkte der Asymptoten, 
Sind die sich selbst konjugierten 
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gesclinitten ^ ei len Es ist dihei lei 
Kun enmittelpuBkt stets ucli der Jlittel 
punkt de mYolutoiischen Reihe und 
die Im lutioii lei konjugierten Pimkte 
ist auf je 7^ei zu den A\ea symmeti lecli 
liegeniien und dabei gleicl langen Dm eh 
messein dieselbe beim Kie a inf jedem 
Diuchmessei diegleielie nHmlicli hiei isie 
im folgenden Falle jeweils gebildet dncli 
die Gesamtheit dei Punltpxaie \ elcl e 
duich die Endpunkte les Dmeliniee=ieih 
luimoniach getiennt weiden Bei dei 
Hypeibel hat man «luf den schneiden 
den Diuehmes ei-n ebenfalls lispeibolischc 
IifvoUtion dei tonjugieiten P nl te nnl 
elenfalls die gleiche auf je 7wei sjmme 
tnsch glei ht,ioJ3enDQicilimesBein luf den 
nicht schneidenden Hvpeibeldmchmessern 
digegen entsteht elliptische Im olution, 
ebenfills mit Mittelpunkt im Kniven- 
miftelpuntit und als gleiche anf je Kwei 
eymmetufedi hegenden Diuclimessein, 

Eikl. ^96. Besondeie Falle liefern 
einerseits die Asymptoten der Hyperbel, 
andererseits die Durchmesser der 
Parabel und die Parallelgeraden zn 
einerHyperbelasymptote.Dieersteren 
als Kurventangeuten liefern parabolische 
Involution, ■wobei der unendlich ferne 
Punkt der einzig ausgezeichnete ist. 
Ihm sind alle Punkte der Asymptote, 
samt dem Kui-venmittelpunkte selbst, 
konjiigiert. — Die Parabel wird von 
jedem Durchmesser nnd auch die 
Hyperbel von jeder Parallelen zu einer 
Asymptote in zwei Punkten geaehuitten, 
welche somit die Ordmmgsp'dnkte dieser 
hyperbolischen Involution sein müssen. 
Der eine davon ist aber der unendhcli 
feme Kui'venpunkt, durch welclien bei 
der Parabel die Dui-chnieeaer aUmtlich 



Geometrie. Hl. Teil. 

Ordnungspunkte. Sie teilen die 
sämtlichen Punkte der unendlich 
fernen Geraden in zwei Teile, näm- 
lich Punkte innerhalb und außer- 
halb der Kurve oder innerhalb und 
außerhalb der Ordnungspunkte, so 
daß je zwei involutoriseh gepaarte 
zu den Ordnungspunkten harmonisch 
liegen; zu den inneren Punkten 
kann man die Poiare und dadurch 
den konjugierten Punkt nur durch 
sol ch e Paral 1 el Sekanten ko nstr uieren , 
welche beide Äste der Hyperbel 
je einmal treffen, und nicht durch 
Paralleltangenten; zu den äußeren 
Punkten nur durch solche Parallel- 
sekanten, welche denselben Ast 
der Hyperbel zweimal treffen, oder 
auch durch Paralleltangenten. 

4) Für die Parabel ist die un- 
endlich ferneGeradeeineTangente, 
folglich ist der unendlich ferne 
Berührungspunkt zu jedem an- 
deren Punkt der \inendlich fernen 
Geraden konjugiert, und jede Para- 
llel erzeugt auf der unendlich fernen 
Geraden eine uneigentliclie Pankt- 
involution, bei welcher alle Punkte 
zu einem, dieser eine zu allen an- 
deren Punkten konjugiert ist. Ans 
diesem Grunde nennt man überhaupt 
eine Punktinvolution der eben ge- 
nannten Art eine parabolische 
Involution. Eine Konstruktion 
zusammengehöriger Punktpaare ist 
bei der eigentümlichen Art der Zu- 
ordnung nicht aufzustellen, und 
dies bestätigt sich dadnrcli, daß ja 
alle Durehmesser parallel durch 
denselben unendlich fernen Punkt 
gehen. 



hindurchgehen. Man hat also die be- 
sondere Art der Pimktinv olution, bei welcher ein Ordmmgspnnkt samt dem Mittel- 
punkt der in volntori sehen Eeilie unendlich fem liegen: je zwei zugeorthiete Pnnl^te 
liegen in gleichem Abstand beiderseits des anderen Ordnungspunktes (vergl. 
Antw. 7 der Frage 61 und Fig. 59). Dies bildet eine andere Anadriicksweiae der 
in Erld. 139 aufgestellten Eigenschaft der Parabel, daß anf jedem Durchmesser der 
Kurvensclmittpuultt den Mittelpunkt bildet zwischen einem beliebigen seiner Punkte 
und dem Schnittpunkt mit seiner Polaren. Denn dieser Schnittpunkt des Dureh- 
messera mit der Polaren eines seiner Punkte ist eben der konjugierte Punkt zu 
jenem Punkte. 
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l'l'age 73. Was für besondere 
Sfcralileninvolutionen erzeugen 
die einzelnen Knrvengattnngen? 

Ei'Ul- 297. Die Ai^t der von Ae,n 
konjngiei-teu Duiclimessem jedei Knne 
gebildeten Strahlemnvolntion lichtet sich 
auch nach dei Lige des Mitfelpniilttes 
auf ünmd der allgemeinen Anssage dei 
Antncrt 2 dei Fiage 70 Denn da dei 
Mittelpunkt dei l^Uipse stets ein mnei ei 
Punkt ist, so können keine Tangenten als 
Oi'dnnngsBtraJilen entstehen, folglich bUden 
die konjugierten Dui-ehmeaser der Ellipse 
eine elliptische Stvahleninvolntion ohne 
Oi'duungsatraLlen bezw. mit imaginären 
Ordnnngsati-ahlen, insofern man die 
nicht vorhandenen Knrventangenten aus 
einem Pimkte innerhalb der Kurve als 
imagüiäi'e Tangente» bezeichnet. Die nicht 
yorhandeuen Schnittpunkte derselben mit 
der nneudlich fernen Gerade . schneiden 
dann auch auf dieser die nicht yorhaaclenen 
oder imaginären Ordnungspunkte 
der elliptischen Pimktinvolution auf der 
unendlich feiiien (leraden ans. Bei dieser 
Ausdrucks weise kann man also jeglicher 
In olution zwe' Ordnungselemente 
1 b b Ter hyperbolischen 
I 1 t h t in zwei reelle Ord- 
p ml t l Ordnungsstralilen, bei 

1 |. b 1 1 wei zusammenfallende, 

dl 1 lliptiflchen Involution 

l 1 zwei imaginären 

Ol j kt 1 e/n ( li dnungssti ahlen 

d j d hitfiisclt zugeoidnete 

El t ^ a id duich die leellen 
d ua Ol hmui^ielemento h ii 

n 1 ti t 

Eikl 2«H Audi uis dem Kieis 
mittelpimkt gehen ml (jiund diesei Auf 
fiasun^sw eise in den Kieis zwei lucht 
TOihnndene oiei zwei unagm u e 1 angen 
ten sie tietfen die tmendhcli feine Geixdp 
m den ima^inaien Oi dimiigsiiunkten dei 
absoluten oi tlic gonalen Ki eisiin olutit n 
Da diese letzteie abei fiii ille Kieise 
imbcAeghfh dieselbe lat so sind iiili 
ihie imagmlien Oiiuungspunkte fest 
hegend und folglich mhsseii auch die 
imif,mlien 1 ui^cntMi \el ho in ]elei 



Antwort. 1) Der wichtigste Punl^t 
der Ebene für eine einzelne Kurve 
ist ibr Mittelpunkt, und in ibm 
erzeugen die verschiedenen Kurven 
besondere charakteristische Invphi- 
tionen. Es ist nämlich jede Gerade 
durch den Mittelpunkt ein Kur ven- 
durchmesser, und zwei polar zu- 
geordnete Durchmesser, deren jeder 
also durch den Pol des anderen 
geht, heißen konjugierte Durch- 
messer. Folglich hat man in erster 
Linie das allgemeine Ergebnis:. 
Hatz 33. Die Gesamtheit der 
Paare je zweier konjugierten 
Durehmesser einer Kurve bilden 
einen involutorischen Strah- 
lenbiischel. 

2) Da der Mittelpunkt der Pol 
der unendlich fernen Geraden ist, so 
befindet sich die Strahleninvolution 
der konjugierten Durchmesser einer 
Kurve in perspektivischer Lage mit 
der Punktinvolution, welche von 
den in Bezug auf die Kurve polar 
konjugierten Punkten der unendlich 
fernen Geraden gebildet wird. 
Hiernach ist auch die Strahlen- 
involution aller konjugierten 
Durchmesser stets von derselben 
Art wie die Punktinvolution auf 
der unendlich fernen Geraden, sie 
bilden nämlich stets bei der Ellipse 
eine elliptische, bei der Hyperbel 
eine hyperbolische, bei der Para- 
bel eine parabolische Strahlen- 
involution. 

3) Hiernach bestätigen sich die 
in Antwort 44 und 45 für die kon- 
jugierten Durchmesser der einzelnen 
Kurv engattun gen abgeleiteten Er- 
gebnisse: Bei der Ellipse entsteht 
eine Involution ohne Ordnungs- 
strahlen, jedes Paar konjugierter 
Durchmesser wird von jedem an- 
deren Paar innen und außen ge- 
trennt. Bei der Hyperbel ent- 
steht eine Involution mit Ord - 
u II n g- s s t r ii h I e n , nämlich den 
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Ki-eis aiie dessen Mittelpunkt gezogen 
gedacht werden, für alle Kreise durch die- 
selben in zwei senkrechten Richtungen auf 
der unendlich fenien Geraden liegenden 
imaginären Punkte gehen. Diese ai\ ein- 
ander senkrechten imaginären Kreis - 
tangenten sind also gewissermaßen die 
Asymptoten des Kreises, zugleich die 
Ordnungssti-ahlen der orthogonalen Strah- 
leninvolution der konjugierten Durch- 
messer des einzelnen gewühlten Kreises, 
und wegen der perspektivischenLagebeider 
Invohitionen achneiden sie fllr je den Kl- eis 
anf der unendlich fernen Geraden jene zwei 
Punkte ans als Schnittpunkte des Kreises 
mit der unendlich fernen Geraden, folglich 
auch als Berührungspunkte eben dieser 
Tangenten, Daher muß man auivehmen, 
daß jeder Kreis die imendJich !eiiie 
Gerade in denselben zwei Punkten trifft, 
daß also aucli alle Kreise der Ebene 
parallele (imaginäre)" Asymptoten haben, 
und daß sie alle auch einander in 
diesen gleichen zwei absoluten Kreis- 
punkten der Ebene treffen. So eigen- 
tümlich diese Auffassung klingt, so bietet 
sie doch eine wertvolle Bestätigung der 
allgemeinen Tatsache, daß ein Kreis 
schon dui'ch drei Punkte bestimmt ist. 
Ebenso nämlich, wie durch den Namen 
dei' Parabel selion die unendlich ferne 
Gerade als eine Tangente der ICui-ve 
festgelegt ist, so wird diu'ch den Namen 
des Kreises schon bestimmt, daß fUr die 
Km-ve die beiden absoluten Ki-eispunkte, 
d. h. die beiden imaginären Doppelpunkte 
der orthogonalen Kreisinvolution auf der 
unendlich ferneu Geraden als zwei Kurven- 
yuutte voraus zu nehmen sind; folglich 
sind nur noch drei willkürliche Punkte 
zulässig, 

Erkl. 299. Die Bedeutung der ima- 
ginären Doppelpunkte der absoluten Kreis- 
involution auf der unendlich fernen Geraden 
und der imaginären Doppelsti'ahlen der 
orthogonalen Sli'ahleniuvolution der Kreis- 
dur ehme es er zeigt sich uoeh in einer 
weiteren Eeihe von Übereinstimmungen 
der so delinierbaren Eigentttmliclikeiten 
des Kreises mit den Eigenschaften der 
llbrigen Kurven zweiten Grades. Zu- 
nächst kann man überhaupt den Kreis 



Asymptoten, und zu diesen liegen 
je zwei konjugierte Durchmesser 
harmonisch, also stets der eine 
als ein schneidender, der andere als 
ein nicht schneidender Durchmesser. 

4) In jeder Strahleninvolution 
befinden sich ' als zwei ausgezeich- 
nete Strahlen die sogenannten 
Axenstrahlen, d. h. das einzige 
Paar derjenigen involutorisch zu- 
geordneten Stralilen, welche einen 
rechten Winkel bilden. In der 
Tat ist auch unter der Gesamtheit 
der konjugierten Durclnnesser eiaer 
Ellipse oder Hyperbel ein einziges 
Paar senkrechter konjugierter 
Durchmesser, und diese sind als 
die Axen der Kurve schon in 
Abschnitt 2, d festgestellt worden. 
Wie die ganze Kurve beim Um- 
klappen nm eine einzelne dieser 
Äsen mit sich seihst zur Deckung 
gelangt, so erhält man durch Um- 
klappendes involutorisehen Büschels 
der konjugierten Durchmesser um 
jeden Axenstrahi aus jedem Paar 
zugeordneter Strahlen wieder ein 
zugeordnetes Strahlenpaar. 

5) Beim Kreise stehen je zwei 
konjugierte Durchmesser . aufein- 
ander senkrecht, man hat also 
nicht nur ein Paar, sondern lauter 
Paare von Axenstrahlen, und die 
Strahleninvolution wird von der 
besonderen in Antwort 8 der Frage 
61 und Fig. 6ü erörterten Art, welche 
durch Drehung eines rechten 
Winkels um seinen Scheitel ent- 
steht. Aus diesem Grunde nennt man 
die vorliegende Art von Strahlen- 
involution die cireulare Strahlen- 
involution oder die recht- 
winklige (orthogonale). Kreis- 
involution, Wegen der bei jedem 
Kreise auftretenden rechten Winkel 
muß die Involution der konjugierten 
Durchmesser jedes Kreises sich 
in perspektivischer Lage befinden 
zu der absoluten Kreisinvolu- 
tion auf der unendlich ferneu 
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riime inetiisthe Hilfsmittel definieißn ik 
dieKune zweiten Giades welche dmch 
jenps imagiiniP Pimktyiii limdmchKeht 
(so daß die Anzahl aller KieibP auf CO^ 
festgelegt wiid) femei die Gesimtheit 
allei KieiBb dei Ebene ak das Bfi=iclLel 
aller ICniven dmch jene zwei testen 
Punkte, die Gesamtheit dei Kieist eines 
Kieisbllschels im gewöhnlichen binne Ah 
Gesamtheit des Kiii\enbiiscl eh dniüi 
viel feste Punkte nimhch die beiden 
ima^mAien und zwei behelijre leelle 
(vGigl S^tz 29b) endhch k nzentiiicle 
Kreise alt. Kieise mit gememaamen 
Asymptoten, die folglieli eimndoi m den 
imaginären ki eiRpunkten 1 eiiihien 
Feraei' kann min Un Begiitt des 
rechten Winkels ohne Miöbezielmnsen 
definieren, Indem tnin berllel aiehtigt daß 
jedes Stf-ahleni aai des oithogonalen 
K.nrvendurchme5 eibUeehpls zn diesen 
(imaginären) Oidniing'»atiahlen harmonisch 
sein muß. HieniaLl sind zwei Strahlen 
dann als rechtwinkelig inznsehen wenn 
sie hannonisch hegen zu den {imag näieu) 
Verbindungsgeraden ihies Schnittpunktes 
zu den imaginlien Kieispimkten (Untei 
Benftfcfung des L gaiithmns des iJoppel 
Verhältnisses sokhei viei 8ti ihien gelangt 
die analytische Geometiie \on da ins 
aneh zu der piojektnisi-hen Anffi'.sing 
des Winkelbegiifts iiheihiiipt) Dabei 
ergibt sich die Glpichheit lei iit dem 
selben Kreisbogen -itehenden Peiqlene 
Winkel ganz selbstventindli 1 als metii 
sehe Ausdrueksweise fdi die Gleichheit 
des Doppelveihaltiiisse's dei ^on illen 
beliebigen Kun enj unkten nach vtei 
festen Punkten dei Kui-vp gezogenen 
Sti-ahlen. Von diPhen viei Itiahlen iii'. 
einem beliebigen Kjeispnnkte gehen nim 
lieh im vorliegenden Falle je zwei na 1 
den Eadpmikten de'< b tia hteten Boapns 
und zwei nach den heilen ilioluten 
iroagliiären Kieisp unkten 

Ei'kl. 800 Be^ iikt mm d Li 
Zeugung eines Ivreise'- liiiih z\ci pi 
jektivische Bli&phe! deien Scheitel d e 
Endpunkte emei D n-rtimesaeis sind s 
entstehen die lenpleiiwpnukte dmch Ipi 
Sulmitt je z-v e e cd t u lU g st 1 n|p 



Geidilen Und da die circiüareStrab- 
lenm^ olution eine elliptiache Involu- 
tion i&t bo schreibt maü auch ihr 
yweiimaginäre Ordnungsstrali- 
len zu, und diese laufen anch je- 
weils vom Kreismittelpunkte nach 
den imaginären Ordnnngspunkteu. 
der absoluten Involution auf der 
unendlich fernen Geraden. 

6) Bei der hyperbolischen 
Stiahleninvolütion der konju- 
gieiten Diirchniesser derHyperhel 
1 ann dei besondere Fall eintreten, 
daß die Ordntingsstrahlen selber 
luf oi.iander senkrecht stehen, also 
ebenso wie die Äxenstrahlen mit 
einander rechte Winkel bilden. Da 
die Ordnnngsstrahlen die Asymp- 
toten sind, so entsteht diese Be- 
sonderheit dann, wenn eine Hyper- 
bel mit senlirecht stehenden 
Asymptoten vorliegt. Dies triÖt 
7u bei der sogenannten gleich- 
seitigen Hyperbel: man erhält 
d e in Antwort 9 der Frage 61 und 
Figur 61 erörterte besondere Art 
der Strahlen Involution, welche durch 
Zusammenlegung zweier entgegen- 
gesetzt kongruenter Strahlen- 
biisehel gebildet wird: je zwei kon- 
jugierte Durchmesser der gleich- 
seitigen Hyperbel bilden mit den 
Asymptoten derselben 1)e!derseits 
gleich große Neigungswinkel, Aus 
diesem Grunde nennt man auch 
diese besondere Art von Strahlen- 
mvolution die gleichseitig-hyper- 
bolische Involution. 

7) Bei derParabel ist jed erDurch- 
messer zur unendlich fernen (Jeraden 
konjugiert, und diese zu jedem 
anderen Durchmesser — insofern 
man die nnendlich ferne Gerade als 
Gerade durch den Parabehnittel- 
punkt ebenfalls als einen Pai-abel- 
durchmesser auffassen will. Man 
hat also in der Gesamtheit der 
konjugierten Durehmesser einer 
Parabel wieder die un eigen tlicJie 
>der parabolische Involutioii, 
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Sti'alilen der Selieitel. Auf deiviineinUich bei welcher jederStrahl desParallel- 
femenGeradeu schneiden die beidenBUscliel strahlenbüachels aller DurchmesBer 
wieder je zwei zugeordnete Punkte dei' zu einem einzigen derselben konju- 
absoluten Ki'eisinvolution aus. Durch giert ist. 
jeden Orduungapuukt dieser Involution 

gehen also auch je zwei zugehörige Strahlen beider BUecliel, und dumit hat mau 
einen aweiten Beweis daftir, daß diese imaginSi-en Kreispujikte wirklieh Kni-venp unkte 
des Kreises sind, weil auch sie Schnittpunkte zweier entsprechenden Strahlen der 
Büschel sind. Man erhalt dabei die paradox erseheinenden Eigeneehalten, daJ3 je 
zwei (imaginäre) Sti-ahlen, welche von zwei reellen Punkten na*h demselben von 
den beiden unendlich fernen absoluten Kreiapuukten gehen, zu einander zugleich 
parallel und senkrecht sind. Dies zeigt aber wieder Übereinstimmung mit der 
Eigenschaft der Kreisasymptoten, deren jede als ein zusammenfallendes Paai' kon- 
jugierter Durchmesser aufzufassen ist. Da je zwei konjugierte Durchmesser des 
KreiseB zn einander senkrecht sind, so muß jede Gerade aus dem Kreismittelpunkt 
nach einem der absoluten Punkte als zu sich selber parallel und senkrecht 
betrachtet werden. 

Erkl. 301. Nächst dem Mittelpunkt sind die wichtigsten Punkte in Beziehung 
zu einer Kurve die Punkte der unendlich fernen Geraden. Die Gesamtheit der 
konjugierten Geraden durch einen unendlieh fei-nen Punkt bildet emen involutorischen 
Parallelstrahlenbiischel, als dessen jeweilige Ordnuugssü'iihlen die beiden Parallel- 
tangenten der Kurve in der Richtung nach dem imendlich feraen Btlschelsclieitel 
auftreten. Der Büsche! weist stets hyperbolische Involution auf für alle Ellipsen 
und Kreiwe and P 1 1 f 1 P mkt d II ch fernen Geraden im 

Außenwinkel d V j [t t 1 H>p 11 11 pt 1 Involution nur für die 
Punkte der u 11 h f (1 I 1 1 1 A mptoten der Hyperbel, 

parabolisch I 1 ti tu d Ulf P kt j der Pai-ahel sowie fUi- 

die beiden un 11 h f -n B Uh i kt 1 A j pt t n der Hyperbel, denn 
In letzteren FitU ist t t d m dl h f G 11 die Asymptote selber 

jedem anderen Btthltllkj tl kht Von besonderer Art ist 

dabei die hype 1 I 1 Sti hl 1 ti d P kt d nendlich fernen Geraden 

irf Bezug auf d Pai bl dml-tl dlll-nf ade als Knrventangente 

selber den emen Oidiiung'jstiaJiI bildet. Daher bildet die einzige im endlichen 
laufende Parabeltangente in dei Weise den anderen Ordnnngs strahl, daß je zwei 
in gleicliem Abstand zu ihien beiden Seiten liegende Geraden — je eine die Kurve 
schneidende und eme nicht schneidende — ein zugeordnetes Sü-alilenpaar des 
involutorischen PaiallelstiahlenbüsehelB liefern. Dies zeigt wieder Übereinstimmung 
mit der in Eikl 13') und i'tb eiwdhnten Eigenschaft der Parabel. 



Frage 73. Wie treten die einzel- Antwort. l) Eine allgemeine 

nen Arten der Involutionen bei den elliptische Pnnktinvolntion 

verschieden enKurvengattnngen auf t tritt auf bei jeglicher Knrve in 

der Gesamtheit der konjugierten 

Erkl. 302. Die vorstehende Frage Punkte anf einer beliebig gewähl- 

erfiüirt in nebenstehender Antwort fünf- ten nicht treffenden Geraden, 

fach doppelte I-ösung. Denn man unter- so auch auf den nicht treffenden 

scheidet nach den bisherigen Ausführim- Durchmessern jeder Hyperbel 

gen außer den beiden allgemeinen In- und speziell auf der unendlich 

volutionsarten, nämlich der elliptischen fernen Geraden für jede all- 

imd hyperbolischen, d. h. ohne nnd mit gemeine Ellipse. 
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Ordnungseiemi Uten, noch die paiibolisclie 
Involution, sowie die beiden besoiideien 
Involntionsiiteu, nämlich die cuenlaiennd 
die gleichseitig hypeibolibche, und ^on 
jeder Gattung dei Involutionen gibt es 
wiedei Pnnktin^ ointionen und fetrihlen 
involntionen Dabei kann in nenn von 
diesen zehn FiUen die verlingte Invo 
hition in ^eischiedenei Weise eischemen, 
je natlt Ltge dei Elemente bezw nach 
dem Zahlenwei'te der zugehörigen Potenz; 
nur bei der circnlai'en Pnnktinvolntion 
ist dae A\iftveten ein ganz einzigartiges, 
ohne jede VeränderUchkeit, nämlieh nur 
auf der unendlich fernen Geraden und in 
stets gleichbleibende!' Lage. 

Erkl. 303. Jede einzelne der neben- 
stehenden fünf Doppelantworten gibt die 
Lösung der Frage noch in di'eüacher 
Weise, nämlich znnäehst hineiclitlieh der 
allgemeinen Bedingungen fllr das Aal- 
ti'eten der gefragten Involutionsart, 
zweitens werden diejenigen besonderen 
EinzelEälle in Erinnerung' gebracht, welche 
schon in den vorliergekenden Antworten 
zur Envälmung gelangt wai'en, und 
drittens wird augegehen, wie die gefragte 
Involutioneart speziell mit unendlich feraera 
Träger auftreten kann, also jede Punkt- 
Involution auE derunendlieli temen Geraden, 
jede Stvahleninvointion mit unendlich 
feniem Scheitel, d. h. als Parallelstraiilen- 
bflschel. Die meisten dieser Einzelfälle 
sind in andei-m Zusammenhang bereits 
besprochen in den beiden vorhergehenden 
Antworten. 

Erkl. 304. Da die circulare und die 
gleichseitig- hyperbolische Involu- 
tion nur durch meti'ische Eigenschaiten 
definiert sind, so Icann als Projektion 
derselben im allgemeinen nicht wieder 
eine gleichartige Involution erzeugt werden. 
So entsteht durch Projektion einer gleich- 
seitig-hyperbolischen Pnnktinvo- 
lution nur in dem Ausnahmefalle wieder 
eine gleichseitig -hyperbolische 
Strahleninvolution, daß der Scheitel 
auf der im Involutionsmittelpunkt er- 
richteten Senkrechten gewählt wird, also 
bei dem Parabeldurchmesser bezw. der 
AsymptotenparaUelen einer Hyperbel auf 

Sachs, Pi-ojokliviaehe (nanerel Soomstrlo. 1 



Eine allgemeine elliptische 
Stralileninvolution tritt auf bei 
jeglicher Kurve in der Gesamt- 
heit der konjugierten Geraden 
durch einen beliebig gewählten 
mnern Punkt, so auch in den 
konjugierten Durchmessern der 
allgemeinen Ellipse und speziell 
alsParallelstrahlenbüschel hei 
jeder Hyperbel durch jeden inner 
halb der Kurve liegenden Punk' 
der unendlich fernen Geraden. 



2) Eine allgemeine hyper- 
bolische Punktinvolution er- 
scheint bei jeglicher Kurve in 
der Gesamtheit der konjugierten 
Punkte auf einer beliebig ge- 
wählten schneidenden Geraden, 
so auch auf jedem Durchmesser 
von Ellipse oder Kreis sowie auf 
den schneidendenDurehmessern jeder 
Hyperbel und speziell auf der 
unendlich fernen Geraden für die 
allgemeine Hyperbel. 

Eine allgemeine hyperbolische 
Strahleninvolution erscheint hei 
jeglicher Kurve in der Gesamt- 
heit der konjugierten Geraden 
durch einen beliebig gewählten 
äußern Punkt, so auch in den 
konjugierten Durchmessern der 
allgemeinen Hyperbel und speziell 
als Parallelstrahlenbüschel 
durch jeden Punkt der unendlich 
fernen Geraden für Ellipse und 
Kreis und hei jeder Hyperbel für 
jeden außerhalb der Kurve liegen- 
den Punkt der unendlich fernen 
Geraden. 

3) Eine parabolische Punkt- 
involution entsteht bei jeglicher 
Kurve in der Gesamtheit aller zum 
Berührungspunkt konjugierten 
Punkte einer beliebig gewählten 
berührenden Geraden, also auch 
mit unendlich fernem Doppelpunkte 
auf den Asymptoten jeder Hy- 
perbel und speziell auf der un- 
endlich fernen Geraden bei der 
Parabel. 
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der Senkrechten im Kurvensclinittpunkt. 
Umgekehrt wird durch eine gleichseitig 
hyperbolische Strahl eninvolntlon 
nur auf einer solchen Geraden wieder 
eine gleichseitig -hyperbolische 
Punktinvolntion ausgeschnitten, welche 
zum ersten oder anm zweiten Ordnungs- 
Btrahl senkrecht steht, bezw. zum 
zweiten oder zum ersten Ordnungssti-ahl 
parallel läuft, also wieder bei den 
Asymptotenparallelen einer gleichseitigen 
Hyperbel. Dabei ist aber sehr wohl zu 
beachten, dass die so entstehende gleich-, 
seitig -hyperbolische Punktinvoln- 
tion nicht dieselbe gleichseitig - hyper- 
bolische Pimktinvolution ist, welche durch 
die Kurve selbst in der Gesamtheit der 
konjugierten Punkte auf dieser Gera- 
den erzeugt wird, denn letztere hat den 
Kui'ven Schnittpunkt der Geraden zum 
Ordmmgspnnkt, erstere aber den Schnitt- 
punkt mit der anderen Asymptote. 



den Kurven zweiten Grades. 

Eine parobolische Strahlen- 
involution entsteht bei jeglicher 
Kurve in der Geöamtheit aller 
zur Tangente konjugierten Ge- 
raden durch einen beliebig ge- 
wählten Kurvenpunkt, und speziell 
als Parallels trahlenbüschel 
durch die beiden unendlich fernen 
Asymptoten punkte jeder Hy- 
perbel, wobei die Asymptote als- 
Doppelstrahl erscheint, sowie durch 
den einen unendlich fernen Punkt 
jeder Parabel, hier aufzufassen als 
Gesamtheit aller zur unendlich 
fernen Geraden als Parabeldureh- 
messer konjugierten übrigen Durch- 
messer der Parabel, 

4) Die zirkuläre oder absolute 
Punktinvolution wird einzig^ 
beim Kreise, und zwar identisch 
bei jedem Kreise erzeugt als Ge- 
samtheit der konjugierten 
Punkte auf der vmendlich fernen 
Geraden, 

Eine zirkuläre oder orthogonale Strahleninvolution wird er- 
zeugt als Gesamtheit der konjugierten Geraden durch einen derart 
ausgewählten Punkt, daß je zwei seiner konjugierten Strahlen auf- 
einander senkrecht stehen, also besonders in den konjugierten 
Durchmessern jedes Kreises. Als Grenzfall könnte man die para- 
bolische Strahleninvolution der zur unendlich fernen Geraden konjugierten 
Parabeldurehmesser auch als orthogonale Strahleninvolution auf- 
fassen, insofern jeder dieser Parabeldurchmesser zum unendlich fernen 
konjugierten auch senkrecht ist. 

5)Einegleich8eitig-hyperboli8chePunktinvolutionerhältman 
in der Gesamtheit der konjugierten Punkte auf einer Geraden, welche 
eine Kurve in einem ersten in endlicher und einem zweiten in unendlicher 
Entfernung liegenden Punkte sehneidet, also bei der Parabel auf jedem 
Durchmesser sowie auf der Axe, bei jeder Hyperbel auf einer beliebig 
gewählten Parallelgeraden zu einer Asymptote, und als speziellen Fall 
auch auf der endlich fernen Geraden bei der gleichseitigen 
Hyperbel. 

Eine gleichseitig-hyperbolische Strahleninvolution erhält 
man in der Gesamtheit der in Beziehung zu einer Kurve konjugierten 
Geraden durch einen derart ausgewählten Punkt, daß die von ihm an 
die Kurve gelegten Tangenten als Ordnungsstrahlen aufeinander 
senkrecht stehen, also besonders in den konjugierten Durchmessern 
der gleichseitigen Hyperbel und speziell als Parallelstrahlen- 
büschel bei der Parabel durch jeden beliebigen Punkt der unend- 
lich fernen Geraden (also außer ilirem tinendlieh fernen Berührungs- 
punkt). 
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e) Brennpiinkts-Eigensehaften de 

Frage 74. Welche beiden Fälle 
der besonderen Involutionen kon- 
jugierter Elemente sind in den 
bisherigen Erörterungen noch nicht 
vollständig erledigt worden? 



tveiten Grades. 



Erkl. 306. In der vorigen Antwort 
73 waren in allen Teilen völlig be- 
stimmte Antworten gegeben, anöer in 
den beiden letaten Fällen der orthogo- 
nalen und gleichseitig - hyperbolischen 
Strahleninvolution, wo beidemale nur 
gesprochen werden konnte von „einem 
derart ausgewählten Punkt, daJ3 ..." 
Wenn man bertlckaiehtigt, daiJ in beider- 
lei Strahleninvolntionen die Ordnnngs- 
sti'ahlen die reellen beaw. imaginären 
Tangenten an die Kurve aus dem BUschel- 
scheitel bilden, so kann man die beiden 
noch zu erledigenden Fälle dahin zu- 
sammenfassen, daß Punkte zu suchen 
sind, von welchen zwei {reelle bezw. 
imaginäi'e) senkrechte Tangenten 
an die Kurve gehen. Denn sowie von 
einem Punkte zwei reelle senkrechte 
Tangenten an eine Kurve gehen, so 
mllssen je zwei andere konjugierte 
Strahlen dieses Punktes zu den beiden 
senkrechten Ordnungsstrahlen der 
Strahleninvolution harmonisch 
liegen, müssen also mit diesen 8enki-echt«n 



Antwort. Die beiden Einzelfälle, 
deren abschließende Behandlung 
noch aussteht, sind die Aufsuchung 
von solchen Punkten, in welchen 
die inbezug auf eine gegebene 
Kurve konjugierten Geraden eine 
orthogonale bezw. eine gleich- 
seitig-hyperbolische Strah- 
leninvolution bilden. 

Punkte von der Art, daß ihnen 
inbezug auf eine Kurve zweiten 
Grades eine orthogonale Strah- 
leninvolution der konju- 
gierten Geraden zugehört, nennt 
man Brennpunkte der Kurve, 
und die Polare eines Brenn- 
punktes heißt Leitgerade, 
Leitlinie (im engeren Sinn) oder 
Direktrix der Kurve. 

Punkte von derjenigen Art, daß 
ihnen inbezug auf eine Kurve 
zweiten Grades eine gleichseitig- 
hyperbolische Strahleninvo- 
lution der konjugiert en Ge- 
raden zugehört, erfüllen eine 
gerade oder krumme Linie, welche 
Leitlinie im weiteren Sinne bezw. 
Direktor kreis der Kurve ge- 
nannt wird. 



beiderseits gleichgroße Winkel 
bilden, d. h, eine gleichseitig-hyperbolische Involution bilden. Bei der orthogonalen 
Sti'ahleninvolution aber gilt die Auffassung, daß ihre imaginären Ordnungsstrahlen 
ebenfalls als imaginäre Kui-ven-Tangenten aus dem Bttschelscheitel aufeinaTider senk- 
recht stehen soUen, und nach je einem der beiden unaginären Kreispunkte der unendlich 
fernen Geraden gehen. — Aus der Definition eikennt man sofort, daß Punkte der 
lebitgenannten Art, also mit senki echtstehenden imaginären Km^ventangenten nur 
innerLaib der Kurve gesucht weiden dmten, daß dagegen Punkte der anderen 
Art mit senkrechten reeüen Tangenten imi außerhalb der Kurve vorkommen 
können. 



Frage 7a. Welche Schlüsse über 
dieLage eines Brennpunktes 
zur Kurve ergeben sich aus der 
Definition solcher Punktet 

Erkl. 307. Zwei senkrechte konju- 
gierte Gerade, wie solche durch jeden 
Brennpunkt stets gehen sollen, treffen 



Autwort. 1) Da die durch einen 
Brennpunkt F gehenden kon- 
jugierten Geraden eine orthogo- 
nale Strahleninvolution, also 
ohne reelle Ordnungsstrahlen, bilden 
miiaaen, so können keine reellen 
Tangenten vom Brennpunkt an 
12* 
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die unendlich ferne Gerade in zwei zu- 
geordneten Pnnltten der sogenannten abso- 
luten Kreisinvolution. Mau kann also die 
Brennpunkte auch in Anleimung an die 
Auffassung der Erld. 298 definieren als 
Punkte der Art, daß die ihnen zuge- 
hörige Involution der konjugierten 
Strahlen perspektivisch liegt zi\r Kreis- 
involntion auf der unendlich fernen Ge- 
raden. Und da die Ordnungspmdtte 
letzterer Involution zwei imaginäre Punkte 
sind, welche in zwei zueinander senk- 
rechten Kiehtungen gedacht werden, so 
sind auch die Ordnungssti-aliien der da- 
zu perspektivisch liegenden Oi-thogonal- 
involiition der konjugierten Sti'aJilen des 
Brennpunktes zwei zueinander senkrecht 
gedachte imaginäi'e Tangenten an die 

Ei-kl. 308. Ellipse und HjiJerbel 
hahen zwei Axen, die Parabel eine 
Axe. Nach dem zweiten Teile neben- 
stehender Antwort ist für beide letztereu 
Kurven kein Zweifel mehr zulässig über 
die Gerade, auf welcher eiu Brennpunkt 
liegen kann. Denn von den beiden 
Hyperbelaxen ist die schon frlUier als 
Nebenase bezeichnete eine die Ki\rve 
nicht treffende Gerade , hat also gar 
keine Punkte innerhalb der Kurve. Dem- 
nach können Brennpunlcte nur liegen 
auf dem Innenteil der Parabelase bezw. 
auf den beiden Innenteilen der die Kui-ve 
schneidenden Hauptaxe der Hyperbel. 
Ftlr die Ellipse aber ist noch zu ent- 
aclieiden zwischen d.en beiden Axen. 
Nur soviel wii'd durch den dritten Teil 
der nebenstehenden Antwort festgestellt, 
dafi Brennpunkte nur auf der einen oder 
nur auf der anderen Axe liegen können ; 
— welche von beiden die Hauptaxe ist, 
die längere oder die kürzere, wird erst 
in der Antwort der nächsten Frage fest- 
gesteUt. 

Erkl. 309. Es ist auch einstweilen 
noch nicht festgestellt, wieviele Brenn- 
punkte emer Kui-ve zukommen. Wegen 
der Symmetrie zur Nebenaxe aber erkennt 
man, daß bei Ellipse und Hyi)erbel die 
Brennpunkte jedenfalls in gerader An- 



die Kurve gehen, da solche die 
Ordniingsstrahlen der Involution 
sein würden. Folglich kann ein 
Brennpunkt nur innerhalb der 
Kurve vorhanden sein, nicht außer- 
halb und nicht auf der Kurve. 

2) Unter den Strahlen durch 
einen Brennpunkt F befindet sich 
jedenfalls ein solcher nach dem 
Kurvenmittelpunkt M, also ein 
Durchmesser. Der zu diesem 
Durehmesser FM konjugierte Strahl 
d\ireh den Brennpunkt F geht nach 
dem endlich fernen Pol des Durch- 
messers, läuft also mit dem zu FM 
konjugierten Durehmesser parallel. 
Da aber der zu FM konjugierte 
Strahl auch zu FM s enkre cht 
sein muß, so müssen auch die mit 
diesem Strahlenpaar parallel laufen- 
den konjugierten Durchmesser zu- 
einander senkrecht stehen, und folg- 
lich muß die Verbindungs- 
gerade FM einer von denjenigen 
Durchmessern sein , welche mit 
ihrem konjugierten rechte Winkel 
bilden, d. h. eine Kurveuaxe. 
Danach kann ein Brennpunkt nur 
auf der Innenstrecke einer Axe 
liegen. 

3) Angenommen Fi und Fa wären 
zwei Brennpunkte einer Kurve, so 
befindet sich unter den durch Fi 
bezw. Fj gehenden Strahlen jeden- 
falls auch der Verbindungsstrahl 
F1F5; und der zuFiF« konjugierte 
Strahl des Punktes Fi sowohl, als 
auch der zu Fi F3 konjugierte Strahl 
des Pvmktes Fg muß auf Fi F, senk- 
recht stehen. Der Pol der Geraden 
F1F3 müßte also sowohl auf der 
ersten als auch auf der zweiten 
Senkrechten liegen, d. h. die beiden 
zu einander parallelen Geraden 
liefern als ihren unendlich fernen 
Schnittpunkt den Pol der Geraden 
Fl Fa. 

Darnach muß die Verbindungs- 
gerade zweier Brennpunkte stets 
einen unendlich fern liegenden Pol 
haben, d. h. sie muß ein Durch- 
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zalil vorliainlen f.eiii mtlnsen, bei der 
Parabel in noch nicht genau beetimmter 
Anzahl*, denn letztere besitzt keine 
eigentliehe Nebenachae. Wollte man die 
unendlich lerne Gerade, weil sie den unend- 
lich fernen Parabelmiitelpimki enthält, 
als Nebenaxe ansehen, so käme ein 
eymmetrisch liegender Brennpunkt eben 
auch in den miendUch fenien Parabelpnnkt 
zn liegen. In der Tat wird sich zeigen, 
daß dieser unendlich ferne Punkt anzu- 
sehen ist gleielizeitig als Berlihnings- 
punkt der Km've mit der unendlich fernen 
Geraden, als sich selbst konjugierter 
KuiTenpunkt, als Mittelpunkt und als 
Brennpunkt der Parabel. Zu erledigen 
bleiben also noch die allgemeine Frage 
bei jeder Kurve nach der Anzahl 
der Brennpunkte und die andere Präge 
fllr die Ellipse, welche von beiden 
Axen ilire Brennpunkte entlialten muß. 
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messer sein. Und hiernaeli können 
sämtliclie einer Kurve etwa zuge- 
hörigen Brennpunkte auch nur auf 
einer und derselben Axe dieser 
Kurve liegen. Diese die Brenn- 
punkte der Kurve enthaltende 
Axe wird daher als Hauptaxe 
bezeichnet und unterscheidet sich 
eben durch die Brennpunkte von 
der andern oder Nebenaxe. 

4) Wird die Kurve um die 
Nebenaxe umgeklappt, so werden 
je zwei symmetrisch liegende Punkte 
mit einander vertauscht, also wird 
auch ein auf der Hauptaxe liegen- 
der Brennpunkt mit allen seinen 
Eigenschaften übergeführt in einen 
auf der entgegengesetzten Halbaxe 
im gleichen Abstand vom Mittel- 
punkt liegenden Punkt mit den- 
selben Beziehungen zur Kurve. So- 
mit müssen zwei Brennpunkte einer 
Kurve stete auf der Hauptaxe 
zum Mittelpunkt symmetrisch 
liegen. 
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l'ragc 70. Wie bestimmt man 
die Anzahl und Lagebeziehung 
der Brennpunkte einer Kurve'S 

Erkl. 310. Der nebenstehende Nach- 
weis, daß die Ellipse iindHyperbel 
zwei, die Parabel eii.en Bveun- 
punkt auf ihrer Hanptaxe besitzen 
müssen, könnte auch ans den später be- 
wiesenen Maß eigen schalten dieser Punkte 
entnommen werden. Jedoch ist es vor- 
zuziehen, auch diese Eigenschaften auf 
rein projektivische Weise abzuleiten, und 
diesem Zwecke dient die Äuefiihi-ung der 
nebenstellenden Antwort, Zudem liefert 
dieselbe nebenbei auch noch andere be- 
merkenswerte Beaiehungeu der Kuitc zu 
ihren Brennpunltten, insbesondere die sog. 
F kalinvo lut io». — Wegen der 
Wichtigkeit der Beweisführung ist die- 
selbe auch nicht nur in Fig. 91 an der 
Ellipse, sondern auch in Fig. 92 für die 
Hyperbel und in Fig. 93 für die Parabel 
noch besonders zur Darstellung gebracht. 



Antwort. 1) Da ein Brennpunkt 
nach dem bisherigen ein Punkt 
auf der Innenstreeke einer Axe 
sein muß und lauter senkrechte 
konjugierte Strahlen besitzt , so 
sucht man zunächst überhaupt eine 
gegenseitige Beziehung senkrechter 
konjugierter Strahlen aufzufinden. 
Zu dem Zwecke zieht man durch 
beliebig viele Punkte Aj Fi Gi H^ . . . 
einer Kurven-Äxe AMB in Fig. 91 
bis 93 Strahlen ai f i gi hi , . . in 
einer willkürlich ausgewählten ge- 
meinsamen Richtung, also sämtlich 
parallel nach einem unendlich 
fernen Punkte Si. Diese Strahlen 
bilden einen Parallelstrahlenbüschel 
Si, und alle zu ihm senkrechten 
Strahlen müssen einem zweiten 
Parallelstrahlenbüschel Sj ange- 
hören, dessen Scheitel Sa in der zur 
Eichtung Si senkrechten Bichtung 
liegt. 




Ei'kl. 311, Die beiden unendlich 
fernen Punkte Sä liegen in zwei zu ein- 
ander senkrechten Riclitungen aui der 
unendlich fernen Geraden. Jeder ist 
Scheitel eines ParallelstrahlenbUschels, 
nnd es fragt sich, ob und wie die 
Strahlen der beiden Büsche! zugeordnet 
werden. Dies geschieht durch die Zu- 



2) Zu einem Strahle ai f i gi . . 
des ersten Büsc3iels ist nun derjenige 
Strahl aa f a gs . . . des zweiten Büschels 
der konjugierte Strahl, 
und zwar ein senkrecht stehen- 
der konjugierter Strahl, welcher 
durch den Pol des erstgenannten 
Strahles a, fi g, - . ■ hindurchgeht. 
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«rdnung der konjugierten Punkte anE 
dem Durclimesaer to- Je zwei Punkte 
dieses Dui'climessers sind durcli die polare 
Beziehung entßprecliend, und immer durch 
den einen Pimlrt eines Paares geiit ein 
Strahl von S^, durcli den anderen der 
zugeordnete Strahl von 83. Der Schnitt- 
punkt zweier aolchen Strahlen muß 
irgendwo in der Kurvenebene liegen, 
i'ällt er insbesondere ant die Axe selber, 
dann muß dieser Punkt P ein Brenn- 
punkt sein. Denn außer den beiden 
aenki-echten konjugierten Strahlen fi und 
ia der Büschel 81 und Sj geht durch 
-diesen Punkt F eben die Axe a selbst, 
deren konjugierte Gerade der anderen 
Axe b parallel laufen muß, also eben- 
falls senkrecht zu a stehen muß. Sowie 
aber in der Involution der konjugierten 
Strahlen eines Punktes F zwei senk- 
rechte Strahlenpaare vorhanden sind, 
mUasen alle Strahlen der Involution, also 
Alle konjugierten Strahlen des Punktes F 
aufeinander senkrecht stehen, d. h. F 
ist ein Brennpunkt der Kurve. 




Evkl. aia. Da der Mittelpunkt der 
Ellipse M in Fig. 91 innerhalb der 
Kurve liegt, so ist der Durchmesser mj 
dort einer der in Betracht kommenden 
Strählen; bei der Hyperbel in Fig. 92 
liegt der Punkt Mi außerhalb der 
Kun-e, und es brauchte der Strahl m^ 
hier eigentlich nicht benutzt zu werden. 



— und umgekehrt. Da aber die 
Strahlen a^ fi gi sämtUeh parallel 
laufen durch den Punkt Si, so 
müssen ihre Pole sämtlich liegen 
auf der Polaren des unendlich fernen 
Punktes Si, also auf einem Kurve n- 
durchmesser, und zwar auf dem 
konjugierten Durchmesser zu 
demjenigen Kurvendurchmesser mi, 
welcher unter den Parallelstrahlen 
des Büschels Si enthalten ist. Die 
Pole Ao, Fo, Go . ■ ■ der Strahlen 
ai fi gl werden geliefert durch die 
Tangenten in den Kurvenschnitt- 
punkten von ai fi gi. (Den Pol Mo 
des Durchmessers m^ liefern bei der 
Ellipse Fig. 91 die Paralleltangenten 
in den Endpunkten des Durch- 
messers m^.) 

3) Nun bilden aber diese Pol- 
punkte Ao Po Gü . ■ . auf dem zu 
mi konjugierten Durchmesser nichts 
anderes als die involutorisehe 
Punktreihe to der inbezug auf 
die gewählte Kurve konjugierten 
Punkte dieses Durchmessers, denn 
es sind konjugierte Punkte, 

Ao und der Schnittpunkt (ai to), 
Fo und der Schnittpunkt (fi to), 
Go und der Schnittpunkt (gi to), . . . 
Mo und der Schnittpunkt (mi to), 
weil stets der eine Punkt eines 
solchen Paares auf der Polaren des 
andern liegt. Demnach sind nun- 
mehr die durch die Punkte Ao Fo 
Go ■ . . gezogenen Senkrechten zu 
mi, nämlich % X ai, f^ X. fi Si -Lsn 
hg X hl . . . die senkrechten kon- 
jugierten Geraden zu den letzteren, 
und sie bilden zusammen ein zweites 
Parallelstrahlenbüschel nach dem 
unendlich fernen Punkte S3, dessen 
Richtung senkrecht zur Richtung 
nach Si 



4) Wenn nun von den Strahlen- 
paaren ai 32, fi fä, gl ä'2, hl hä eines 
oder mehrere einander auf der 
Axe schneiden würden, dann wären 
diese Schnittpunkte Kur venbrenn- 
puukte. Dies ist in Fig. 91 bis 
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Bhi ilei Piraljel Fig, 93 endlich ist 
M selbst niiendlieh fem, folglich ist der 
konjugierte Durclimesser to hier der Axe 
paiallel, wähi-end er in der Ellipse nach 
mnen, bei der Hyperbel nach außen 
gegen die Axe konvergiert. Die Invo- 
lution dei konjugierten Punkte auf to 
ist die duich die Kurve bestimiute, liat 
also die Kurvenselinittpmikte von to zu 
Doppelpunkten, sodaß der Punkt Po 
jedenfalls auch ein Schnittpuiikt zweier 
senkrechten zi\ge ordneten Sti'ahlen von 
Si und 83 ■wird. Denn zur Tangente 
Pi ist liberhäupt jeüer Strahl durcli Po 
leonjugiert, damnter folglich auch der 
zu pi senkrechte Stralil Pä. Nach Ant- 
wort 5 der Fig. 73 ist auch bei der 
Parabel Fig. 93 die Involution auf t^ 
eine gleicliseitig hyperbolische, besitzt 
also gleichgroße Strecken zwischen Po 
und den beiderseits zugeordneten Punkten. 
Erkl. S13. Der Gang der neben- 
stehenden BeweisfUlirung ftthvt kuv Er- 
kenntnis von Anzahl und Lage der 
Kurvenbrennpunkte auf grund der 
Eigenschap,, daß diese Brennpunkte die 
Oi-dnnngspunkte einer gewissen Involution 
auf der Axe sein müssen. Denn je zwei 
beliebige zugehörigen Strahlen der 
beiden BUschel Sj 82, also zweibeliebige 
senkrechte konjugierte Strahlen zur Kiuve 
achneiden auf der Ase zugeordnete Punkte 
der beiden involutorisoh gepaarten Punkt- 
reiken tj t^ ans. Damit also F ein 
Brennpunkt sein kann, müssen zwei 
solche Schnittpnnlcte zugeordneter Sti'ahlen 
zusammenfallen, oder F muß ein Ord- 
nwngspunkt der involutoriscben Reihe 
sein. Diese besondere Involution aul 
der Ase, deren Ordnnagspunkte die 
Brennpunkte werden, wird Fokalinvo- 
lution genannt. Und da eine allge- 
meine Involution stets zwei Ordnungs- 
punkte hat, so ist damit auch Anzahl 
und Lage der Kui'venbrennpnnkte be- 
stimmt. Es ist aber besondei's zu be- 
achten, daß die Fokalinvolution eben 
nicht die der Kurve zugehörige In- 
volution der konjugierten Punkte auf 
der Axe ist, denn diese hat die Kniwenschnitt- 
punkte der Axea zu Ordnungspunkten, 
Flir letztere ist das konstiiiite Produkt 



93 der Fall für (f^ U) im Brenn- 
punkte Fl 2, aber für kein anderes 
Paar .der Strahlen auf gleicher 
Seite von mi. Es werden nämlich 
durch je zwei zugeordnete Strahlen 
der beiden Strahlenbüschel Si und 
S3 je zwei Punkte eines involutorisch 
gepaarten Punktpaares der Invo- 
lution auf dem Durchmesser to nach 
der Axe MA projiciert, sodaß auf 
der Axe zwei Punktreihen ti und 
U entstehen von der Beziehung t^ 
A So A to, bezw. ti 7\ Si Ä t'o- Da 
aber die involutorisch gepaarten 
Punkte auf to selbst durch Zusam- 
menlegung zweier projektivisch 
verwandten Punktreihen entstanden 
gedacht werden können, so sehließt 
auch diese Reihe von Beziehungen 
in der_Weise, daß entsteht _ 

ti A Si A t'o A fo A Ss A t., 
und so entstehen auf der Kurven- 
Äxe AM durch die Schnittpunkte 
je zweier konjugierten Strahlen der 
beiden zueinander senkrechten 
Strahlenbüschel zwei projektivisch 
verwandte Punktreihen Ai Fi Gi 
Hl . . . A A3 Fa Gg Ha . . . 

5) Betrachtet man aber die Art 
Verwandtschaft dieserbeidenPxmkt- 
reihen tj und U genauer, so erkennt 
man, dass je zwei Punkte einander 
doppelt entsprechen. So wird 
man in der Figur 91 geführt von 
Ai durch ai zum Schnittpunkte 
(to aj dann zu dessen konjugiertem 
Punkt Ao, und durch aä X ai nach 
Aa ; und wenn man jetzt Äj be- 
zeichnet als Gl, so gelangt man 
von Gl durch gi zum Schnittpunkt 
(to gl), dann zu dem konjugierten 
Punkte Go, und durch gs X Si 
wieder zurück nach demselben 
Punkte Gä=Ai, Zum Beweis 
dieser involutori sehen Zuordnung 
genügt nach Satz 22 der Nachweis 
für ein einziges Punktpaar z.B. 
den Kurvenmittelpunkt Mi und N2. 
Pol von Uli ist der unendlich ferne 
Punkt Mo, folglich ist die unendlich 
ferne Gerade als gemeinsamer Strahl 
der Biichel Si und S^ sowohl als nio in 
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Sä zugeordneter Strahl zu iiii in Si, 
wie auch als n^ in Si zugeordneter 
Strahl zu Uj in Sa. Daher ist M^ 
und OO Ma, Na und OO Ni doppelt 
entsprechend, und folglich bilden ti 
und U auf der Axe eine involu- 
torische Reihe mit Mittel- 
punkt M. 

6) Da aber eine involutorische 
Eeihe nur zwei Doppelpunkte 
hat, und zwar in beiderseits gleichen 
Abständen vom Mittelpunkt der 
Eeihe, so giebt es auch auf der 
Kurven-Äxe nur zwei Brenn- 
punkte in bestimmt gleichen 
Abständen vom Kurvenmittel- 
punkte, nämlich den Punkt Fi, a 
aie Schnittpunkt der zugeordneten 
Strahlen fi und fa und den in 
sjTnmetriseher Lage beflndliclien 
Punkt P'i durch welchen die 
symmetrisch Hegenden Strahlen i\ 
Xf'a hindurchgehen. Man hat also 
hei jeder Ellipse und Hyperbel zwei Brennpunkte, je einen auf 
einer Axenhälfte, und man benennt deren Abstand vom Mittelpunkte 
mit dem Namen Exeentricität der Kurve. Bei der Parabel aber 
gibt es wegen des unendlich fernen Mittelpunktes nur einen Brenn- 
punkt, und man kann bei ihr auch keine Exeentricität von endlicher 
Größe aufstellen; man könnte aber den unendlich fernen Punkt auch als 
zweiten unendlich fern liegenden Brennpunkt der Parabel auffassen. 



der Abstände vom Mittelpunkt gleich MA^ 
= a^, für die Fokalinvolirtion aber MF^ 
=^e^. Ans diesem Umstände sowie ans 
Fig. 93 erkennt man, daß bei der Pa- 
rabelwegen des unendlich fem liegenden 
Mittelpunktes der Kurve sowie der Fokal- 
involntion aneli mir ein einziger Brenn- 
punkt im endlicken erRclieinen kann. 

Erkl. 314. Da in Fig. 91 bis 9it Fo 
der Pol von t^ ist, so muß auch die 
Polare jedes Punktes von fi durch Fo 
gehen, insbesondere mufl also auch die 
Pölai'e von Fl, a selber, nämlich die sog. 
Leitgerade der Kiu-ve durch Fo gelien, 
und zwai- senkrecht zar Axe. Und 
dabei biklet die Karventangente von P^ 
an die Kiii-ve mit f^ und f^ ein bei Fj, a 
rechtwinkeliges Dreieck. Der 
letztere Umstand wird noch besondere 
Erörterung erfahren. 



Frage 

stehen 
Excen 
Axen 



77. In welcher Beziehung 
die Brennpunkte und die 
itätMF zu den beiden 
der Ellipse? 
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ÄntTVOrt. 1) In Fig. 94 sei Po 
ein Kurvenpunkt einer Ellipse 
oder Hyperbel mit Mittelpunkt M 
und Brennpunkten F und F', dann 
ist der Strahl Pi Po Ei Tan- 
gente der Ellipse und Po P> E^ 
ein senkrechter konjugierter 
Strahl, oder der Strahl P« Pa Es 
ist Tangente der Hyperbel, 
und dann ist der Strahl Pi Po Ri 
ein senkrecht konjugierter. 
Zieht man femer noch Po X i MÄ 
und Po Y 1 MC, so ist Po X wegen 
der Symmetrie zur Axe MA die 
Berührnngssehne also Polare des 
Punktes Pi für die Ellipse bezw. 
von Pa für die Hyperbel, und aus 
gleichem Grunde Po Y wegen der 
Axe MC die Berührnngssehne und 
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Ei'kl. 815. Auf jeder der Axen MA 
nnd MC ia Fig, 94 sind zunächst die 
zweierlei Involutioiieu zn xmteraeheiden, 
welcliB sämi]ieh den Pmifet M als gemeiit- 
saaien Mittetpuiikt liabeu. Ei-ateiiB besteht 
die Involuüon polav konji^erter Punkte 
für die Ellipse: dafür sind zugeordnete 
Puiiktepaare Pi imd X mit den Km-ven- 
Bchnlttpunkten AB bezw. R nnd T mit 
den Kurrenschnittpunkten CD, und da die 
Kun-eiisehnittpimkte stete Ovdnuaga- 
puukte der Involution sind, so besteht 
hiei-für die Gleiclimig der harmonisehen 
Be_ziBhung:MÄ*— MP^- MX^MB'^bezw. 
MC^ = MRj ■ MY = MD^ Zweitens be- 
stellt die Involution der polai' konju- 
gierten Piuikte filr die Hyperbel: dafiü- 
sind zugeordnet P^ nnd X zu den reellen 
KniTenschntttpiuikten der Hyperbel auf 
MA, und Ha nnd T zu den imagi- 
Bäi-en Kiu'venachmttpuntten der Hyperbel 
auf MC. Bezeiclmet man also mit a die 
reelle Haibase der Hyperbel auf MA, 
so -svii-a a^ = MPg ■ MX. Ani der 
andeni Axe ist wieder M der Mittel- 
punkt der Involution, Ej und Y zuge- 
ordnete Punkte, also das konstante Pro- 
dnkt MEa ■ MT; da aber diese Strecken 
entgegengesetzte Richtuivg haben, so muß 
das Produkt gleich —b^ gesetzt werden, 
indem man als ib die imaginäre Lange 
von M bis zu den imaginäi'en Kru'ven- 
selmittp unkten der Hyperbel auf MC be- 
zeiülmet, also MR3 ■ MY ■= (i b)^ = — h^. 

Erkl. 316. Schon an Fig. 91 und 
92 war zu erkenuen, daß die beiden 
Pai-allel-Sti-alilenhüsehel S^ und Sj, nicht 
nur auf der einen Axe, sondern auch BXii 
der anderen Schnittjnndjt« liefern, welche 
durch die zugeordneten Sti'ahlen der beiden 
Büschel als zugeordnete be zeichnet vi'erden. 
Und da die Sti'alilen der heiden Büscheln 
einander je doppelt entsprechen, so 
findet dies auch unter den Paai'on der 
Schnittpunkte auf der zweiten Axe 
statt. Man hat also auch dort eine 
Involution dieser Selmittpimkte. Und 
die nebenstehende "ÜBberlegung zeigt, 
daß diese dritte Involution, welche 
auf den Axen MA und MC erscheint, 
beidcmale gleiches Streckenprodukt 



Polare des Punktes Ei für die Ellipse 
bezw. von K3 für die Hyperbel. 

2) Man hat also für die Invo- 
lution der konjugiertenPunkte 
auf den Axen MAB bezw. MOD 
für die Ellipse: MPi'MX = const. 
= MA^ = a^undMEiMY = const. 
= MC' = b^ und für die Fokal- 
involution auf der Axe MA 
wird MPi-MPa=r,on8t, = MF^ = 
e^. Dabei ist mit dem Buchstaben 
e die Excentrieität MF, und die- 
jenige Halb-Äse, welche die Brenn- 
punkte enthält, mit dem Buchstaben 
a, die andere Halbaxe mit b be- 
zeichnet. 

Nun haben aber die rechtwinkligen 
Dreiecke MPiRi, XPiPo PoPiP- 
YPoEi, Poßaßi, YRsPo, MEaPa, 
lauter gleiche Winkel, sind also 
sämtlich ähnlich. Und wegen des 
ersten und letzten ist MPi ; MR^ 
= MR2 : MPa ; also gilt auch auf 
der Axe b ohne Rücksicht auf Vor- 
zeichen der Strecken MEj. ■ MEj = 
MPi ■ MPa = e-, wie oben. 

3) Ferner sind aber die Strecken 
Po Y und XM einander parallel und 
gleichgroß, folglich MPi : MX = 
MPi : YPo = MEi : YRi. Und end- 
lich ist wegen des Höhenquadrats 
in dem rechtwinkligen Dreieck P» 
E^EiauchMX= = PoY^ = Yßi-YR, 
= YBi- (MY + MEs). 

Werden die beiden letzten Er- 
gebnisse multipliziert, so fällt einer- 
seits einmal MX weg, andererseits 
der gleichgroße Faktor YEi, und 
es bleibt MPi ■ MX = MRi (MY + 
MRa) = MEi-MY+MRi-MRa. Von 
diesen Produkten ist aber nach dem 
zweiten Teil dieser Antwort das erste 
a^, das zweite b^ das dritte e'; 
folglich ist a^^b^-j-e^ 

4) Hieraus geht nun noch hervor 
daß diejenige Halbaxe a der Ellipse 
welche die Brennpunkte enthält, 
eine größere Länge haben muß, 
als die andere Halbaxe b, oder daß 
bei der Ellipse stets die längere der 
beiden Axen die die Brennpxinkte 
enthaltende Hauptaxe sein muß. 
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ei'Küugt, mir das eiiteiual 
nämlich: MPi -MP^ 



MF^: 



■MR, 



■renial von iiegati\'em Voi 
= _MF* = — e^. 



äciclien, 



Erkl. 317. FUlirt man liiemacli fttr die Hyperbel gleiche Rechniiv.g durch, wie 
nehenateliend im- die Ellipse, so entsteht erstens MPs : MX = MP^ : YPo = MEg : YR^ , 
und zweitens MX^ = TPo^ = RiY ■ TE^ = YE3 ■ (EiM — YM). Multiplikation liefei-t 
-wieder links Wegfall des einen Faktors MX, rechts des gleichen Faktors YRj, 
oder MPa ■ MX = MRa ■ (EiM — YM) = —MEi ■ MEg + ME3 ■ MY. Fiü- die Hyperbel 
ist aber von tUesen di'ei Pi'odiikten wieder das erste a* das /weite + e^, das 
di-itte — 1)^, also bleibt a* + b^=e^ oder b^=e^ — a" h ihifnd bpi der Ellipse 
j^a . — 1>^ = e^ oder b^ = a* — e^. Hieraus ergibt iitli daß beidemale b Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks ist, welches bei dei Ellipse die Stiecke a zm- 
Hypotennse und e zvi- Kathete, bei der Hyperbel uiU;,ckchit e zm Hyi)otenu8e 
und b zur zweiten Kathete hat. Daher muß in Fig "^4 jede dei loibindnngseti'ecken 
FC ^ F'C — FD = F'D die LSnge a haben, sodaß 1 Bi ni) 1 1 1 tr In EllipRc aus 
den Axen sofort konstniierbav sind. 



Frage 78. Welche Brennpunkts- 
Eigenschaften der Kurven er- 
geben sich aus den Beziehunj^en 
der Fokalitivolntion? 



Antwort. 1) -Verbindet man in 
Fig. 91 bis 93 irgend einen der 
Schnittpunkte zugeordneter Strahlen 




Erkl, 818. In jedem Punkte der 
Ebene bilden die konjugierten Sti'alilen 
eine Inrolution, imd innerhalb jeder 
Sb'ahleninvolution befinden sieh zwei 
senki-echt stehende Sti-ahlen, welche die 
Axensti'ahlen sind. Diese Axenstralüen 
sind die Sti'ahlen nach 81 und 8^ in 
Fig. 91 — 93- in jedem Sclmittprmkt 
zweier zugeordneten Sti-alilen (»i aj), Sie 
schneiden auf der Axe das perspek- 
tivisch liegende Punktepaar der Fokal- 
involution aus. Das Paar der Ordnungs- 
sü-ahlen jener Involution aber muß 
in der Polcalinvolutiou ebenfalls dm-ch 



mal dio Eveimp unkte der Kiutc aus 
schneid eil. Man hat daher in jeder 



(ai aa) oder (g^ ^2) mit den beiden 
Brennpunkten der Kurve, so hat 
man vier Strahlen nach vier har- 
monischen Punkten, nämlich nach 
den Ordmrngspunkten und einem 
Pimktepaar der Fokalinvolution. 
Von diesen vier harmonischen 
Strahlen sind aber zwei zugeordnete 
aufeinander senkrecht, folglich 
müssen diese die Winkel der 
beiden andern halbieren. Ge- 
schieht dasselbe insbesondere ancii 
mit dem Kurvenpunkte P als 
Schnittpunkt der Strahlen pi und 
p2, also der Kurventangente und 
ihrer Normalen, so muß dieselbe 
Beziehung erscheinen. Dadurch er- 
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dei SclmittiiiJf (\ igj die ^Amkel 
halbieimigtlei fetmlilen iiach Ai A T imd 
F' odei im Sclmittpniitt (\h ^i) 
dei Sfiihlpn nach Hi Hj F iinl F 
Am bemeikens weitesten abci wiid dir 
Wmkelbe Ziehung wenu (lei P iikt luE 
dei Kirne selbst lie§t indem d\iiii das 
epnkieehtt konjiigieitp ^ti ilÜPiipani 7u 
Tangente imd Noimile dei Kunemid, 
und das bhalileip'Wü dessen Winlcel 
hdlbieit wild, zu den beiden Faliistaahlen 
des KuiTenpirnktes nach den Km-venbreiiu- 
pimkten. 

Figui' 96. 




Ei-ltl. 319. Die Fig. 95 dient zitr Dar- 
stellung des Satzes 32 sowohl für El- 
lipse als für Hyperbel. — Im erstell 
Falle ist pi Tangente nnd p^ Normale, 
im zweiten Falle ist pg Tangente und 
Pi Normale. Da der Mittelpunkt \ind 
die Brennpunkte F «nd F' fUv beide 
Kiu-ven dieselben sind, so niiil3 aucli die 
Fokalinvolution die gleiche werden, also 
aach die Winkelbezi ehimg an den Fahr- 
Bti'ahlen. Bei der Parabel fällt (Fig. 
96) der zweite Brennpunkt ins Unend- 
liche, indem die Fokalinvoiution eine 
gleichseitig hyperbolische wii-d, und so 
wird der Sti-ahl PF stets pai'allel zur 
Axe {Fig. 96). Ee bilden also die 
Sti-ahlen PF und PF' flii- alle di'ei Kurven 
gleiche Winkel einerseits mit der 
Kui'veatangeiite, andererseits mit der 
Kui-vennoi-male. Noch sei flu- spätere Vet- 
wendimg bemerkt, daß man den jen- 
seits der Km-ventangente eymmetiiseh- 
liegenden Punkt G- zum Punkt F als 
Uegenpunkt des Breiinpimktes bezeich- 
net, also in Fig. 95 fiii- die Ellipse 
Punkt G, für die Hyperbel Punkt H. 

Erkl. 320. Die Torgenamite Eigen- 
schaft der Winkel hat in der antiken 
Geometrie zur Benennung der Pimlrte 
FF' als Brennpunkte geiVihi't. Wendet 



Lp 1 tiie. III. Teil. 

halt man die Tatsache (Fig. 95) 
welche zur Namengebung der 
Kuivenhrennp unkte geführt 
hit 

Satz 33. Irgend zwei s e ti k - 
rerhte konjugierte Gerade, also 
insbesondere die Tangente und 
ihre Normale eines Kurven- 
punktes halbieren die Winke! der 
Vei bindungsgeraden ihres Schnitt- 
punktes nach den beiden Kurven- 
brennpunkten. 

2) Wählt man in Fig. 91 bis 
93 einen außerhalb der Kurve 
gelegenen Schnittpunkt zweier eben- 
solchen zugeordneten Strahlen Oii 
hj) oder (cu Qs) so bilden dessen 
konjugierte Strahlen eine In- 
volution, deren Ordnungs- 
strahlen die Kurventangenten x y 
{Fig. 97) sind. Die senkrecht- 
stehenden Strahlen qi q^ dieser 
Involution müssen nach Satz 26 die 
sog. Äsenstrahlen dieser Involu- 
tion sein, also mit den Ordnungs- 
strahlen gleiche Winkel bilden. 
Nimmt man hierzu das Ergebnis 
des vorigen Satzes 32, so wird in 
Fig. 97 nicht nur <J(q2s)^(cby), 
sondern auch <J {qjd) = (qjd'). Hier- 
aus folgt aber, daß auch <^{c[ax) — 
(cbd) = {(fcy) — (qad'), d.h. <J(xd) = 
(yd') bezw. (xd')=^(yd) sein nmi3. 
Figur 97. 




3) Bringt man nocli in Fig. 97 
die Berülirungssehne XY, also die 
Polare des Punktes Q, zum Schnitt 
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man nämücli auf die von einem Brenn- 
punkt F nach einem Knvveupunlde P 
auagehendea Str.ihl''ii das pliysikaliiscJie 
ReflexionsgesetK ilir Sehallbh'aiilpii <j<lei' 
elektiisclie Ijesiw . magnetifieliP, iunjie- 
fiondei'e fin- Licht ndpr Warme- 
strahlea au, m bildet die Kurven- 
noi'uiale das EinfnJlslot, und der Strahl 
nach dem zweiten Brennpunkt liefert die 
Riclituog des i-pflektierten Strahles. Es 
werden also hei der Ellipse alle 
Sb'iüilen, die von F komiupii, nach F' 
zusammeuftöfuhrt tmü umgekehrt alle 
^on F' koninienilen strahlen nach F. 
Bei der Hyperbel werden alle von F 
kounnenden Sti'ahlen an jedem KiUTenaste 
so auseinander gefuhrt, als ob sie von F' 
kämen, und umgekehi-t alle von F' aus- 
gehenden Sb-ahlen an beidenÄstensoreflek- 
tiert, ala ob sie von F kämen. Und bei der 
Parabel werden alle vom Brennpunkte F 
ausgehenden Sti'ahlen parallel zur Axe 
reüektiert („Selieinwerfer") und alle pa- 
rallel zur Axe einfallenden 8ti-ahlen im 
Brennprmktc vereinigt („BrenaBpiegel"). 

ErbJ. 331. Die voiu Brennpimkte 
einer KuiTe ausgehenden Strahlen werden 
■wegen ihrer Wichtigkeit auch geradezu 
als Brennstrahten oder schlechhveg als 
FahrstrahlcE odei' Radienvektorea be- 
zeichnet. Man kann also den Satz 32 
auch in veräluderter Weise 



Satz 32a. Die beiden Pahr- 
stvahieu irgend eines Kurven- 
punktes bilden beiderseits gleiche 
Winkel mit der Tangente des 
Pmktes 

4.uch umoLkehit hffert he^eBe/Kluna 
im die Maßgiometiie eine einfache K n 
struktionh'n eise emeiseiti dei Kii\(u 
taLfjCnte m gegebenem Punkte andeiseit^ 
des Beiuhiun^hpunkt s auf gegeben« 
lingente Eu eine Ku\e deien Brenn 
punkte belcmiit sind Die veihugte 
1 angente ist n Imlich lie Winli.elhal 
biPiende der beiden Pahistiahlen des 
Kinenpunktes luil der gesuchte Be 
1 ihiimgspunkt ibt dei Schnittpunkt des 
Palnstnllp'i ^on 7i\eiten Bienni mkt 
nacii dei Ge enpuilt des ei ten 



mit der Polare des Punktes F, 
also der Leitgeraden i, so muß der 
Selmittpunkt I> dieser beiden Po- 
laren jedenfalls der Pol zur Ver- 
bindungsgeraden d der beiden Pol- 
Punkte Q und F werden, und eben- 
so der Schnittpunkt K von f und 
d zum Pol der Verbindnngsgraden 
k der Punkte F und D. Demnach 
geht von den beiden Strahlen d und 
k des Brennpunktes F der erste 
durch den Pol K von k, der zweite 
durch den Pol D von d, folglieh 
sind d und k konjugierte Strahlen 
des Brennpunktes P und stehen auf- 
einander senkrecht. Auf der Ge- 
raden XY aber schneidet die Polare 
d den vierten harmonischen Punkt 
aus zu dem Polpunkt D und den 
Kurvenschnittpunkten5undY,folg- 
lich sind die senkrechten Strahlen 
d und k zugleich harmonisch ge- 
trennt durch FX und FY, bilden 
also mit diesen beiden gleichgroße 
Winkel XF Q - QFY = Va -XF Y. 
Man erhält also in Zusammen- 
fassung mit dem vorigen Ergebnis 
die weitere Beziehung: 

Satz 33. Die Verbindungsstrahlen 
von den beiden Brennpunkten 
nach dem Schnittpunkt zweier 
Tangenten bilden zwei gleich- 
große Winkelpaare mit diesen 
beiden Tangenten, und jeder ein- 
zelne von ihnen ist ein H a I bi e r un g s- 
strahl des Winkels der Pahr- 
strahlen seines Brennpunktes 
nach den Berührungspunkten der 
beiden Tangenten. 

Figur 98. 
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Ei-kl. 322. Die Stralileii q^ mul q^ 
der Fig. 97 siiiil gc.<laelit als zwei zu- 
geordnete Sh-ahlen der beiden Büscliel 
Si und 8-2 in Fig. 91 bis 93, alao Q 
als ihr Schnittpunkt, in welchem sie die 
aenki'eehten Strahlen der Sti'ahleninvo- 
lution konjiigierter Sti-ahlen bilden. Sie 
sind zugeordnete harmonische Sti-ahlen 
nicht mn- zu den beiden Ordnnngsstrahlen 
X und y, sondern auch zu den Brenn- 
8ti-ahlen PQ und P'Q. Man kann da- 
her den ersten Teil des Satzes 33 ai\ch 
folgendermaßen aiisspreehen iDieBrenn- 
strahlen eines beliebigen Punktes 
und die Kurven-Tangenten aus 
diesem Punkte haben ein gemein- 
sames Paar Winkelhalbierende, 
nämlich q^ q^. Bei der Ellipse tritt 
diese Erscheinung stets in der Lage- 
beziehung der Fig. 97 aivf; bei der 
Parabel ändert sieh dai-an bloß, daß 
die Richtung des einen Brennsö-ahles 
stets der Axe parallel läuft; es bleibt 
aber gemeinsam mit der Ellipse die 
GrÖöenbeziehung, daß die Brennsti-ahlen 
den kleineren, die Tangenten den größeren 
Winkel bilden. Bei der Hyperbel da- 
gegen bilden Tangenten an geti-ennte 
Äeste den kleineren Winkel, wähi'end Tan- 
genten an den gleichen Ast gemeinsame 
Winkelhalbierende mit dem Nebenmnkel 
der Brennstralilen aufweisen. 

Ei'kJ. 823. In Fig. 97 kommt erst- 
mals ^e Polare des Brennpunktes, 
also die Leitgerade der Kurve iu 
der' Beweisflihiimg vor; dieselbe hat so 
wichtige Beziehungen zm' Kurve, daß sie 
in der folgenden Antwort noch besonders 
behandelt wird. Man hat damit an Fig. 
97 dieselbe Schlußfolge, welche bereits 
durch Satz 8 testgelegt war, nämlich 
XT Polare von Q, f Polare von F, 
folglich FQ oder d Polai-e des Schnitte 
Punktes D von i und SY, mid weiter 
DF oder k Polare des Schnittpunktes K 
von d und f. Auch ließe sich schließen, 
daß DQ die Polai-e des Schnittpunktes 
von d mit SY sein muß. Dieselbe 
Schlußfolge gilt selbstverstitadlich auch, 
wenn zu XY als Polai'e von Q die an- 
dere Leitgi-ade f als Polare von P' 
hinzukommt. Dann wird F'Q oder d' 



4) Nimmt man zu den beiden 
Tangenten s nnd y in den Kurven- 
punkten X und Y eine beliebig'e 
dritte Tangente z im Punkt Z hin- 
zu (Fig. 98), so liefert das letzt- 
genannte Ergebnis einerseits flu- 
die Tangenten x u.nd z, deren Schnitt- 
punkt U sei, die Beziehung XFU 

= UFZ = — X — , andererseits für 

die Tangenten z und y, deren Schnitt- 
punkt V sei, die Beziehung ZFV 

= V F Y = ^y^. Alsoentsteht durch 

Addition beider Gleichungen UFV 

XFY 

—g— =XFQ = QFY. Nun behält 

aber jede der drei zuletzt stehen- 
den WinkeigrÖßen ihren Wert un- 
verändert bei, welche Lage auch 
dem Punkte Z bezw. der beliebig 
gewähltenTangentezzukommt. Folg- 
lieh bleibt auch der Winkel UFV 
stetsvon gleicher Größe für jede Lage, 
die man der veränderlich gedachten 
Tangente z geben mag. Dies ergibt 
die weitere Tatsache: 

Satz 34. Die von zwei festen 
Tangenten einer Kurve auf einer 
veränderlichen dritten Tan- 
gente ausgeschnittene Strecke 
wird aus jedem Kurvenbrenn- 
punkt stets iinter demselben 
Winkel gesehen, nämlich wie die 
Strecke zwischen Schnittpunkt und 
Berührungspunkt auf jeder der 
beiden festen Tangenten. 

5) Da man von früher weiß, 
daß die von der veränderlichen 
Tangente z auf den zwei festen 
Tangenten x und y als Trägern aus- 
geschnittenen Punkte TJ und V je 
die zugeordneten Punkte zweier 
projektivischen Punktreihen durch- 
laufen, so nimmt der vorige Satz 
noch folgende Gestalt an: 

Satz 34a. Die projektivischen 
Punktreihen, welche auf irgend 
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Polare von D', D'F' oder k' Polai-e zwei festen Tangenten einer 
von K' bezw. D'Q Polare des Schnitt- Kurve dnrcli alle übrigen Tan- 
punktes von A' mit XY. Fernev sind genten der Kurve ausgeschnitten 
auf jeder Sekante durcli einen Polpiinkt werden, werden aus jedem Kurven- 
vier haiTnomache Punkte gebildet durch brennpunkte dureli zwei vereinigt 
die Kui-venachnittpunkte nebet Pol und liegende kongruente gleich- 
Polai'enBChnittpiuikt, also auf QF, auf laufende Strablenbüsoliel pro- 
KF, auf DF, anf DX, und ebenso auf jiciert. 
QF', K.'F', D'F', D'Y. Sind nun 

unter den Projekt! onssti'ahlen eines Brennpunktes nach solchen vier harmonischen 
Punkten zwei zugeordnete konjugierte Strahlen, so sind diese senkrecht und 
folglieh Winkelhalbierende. 

Erkl. 324. Die Winkel XFY bezw. XF'Y in Fig. 97 welche durch den 

Strahl FQ bezw. F'Q halbiei-t werden, sind desto spitzer, je stumpfer der Tangenten- 
winkel, und desto gi'öfier je kleiner der Tangentenwinkel. Dabei kaim der Winkel 
am Brennpimkt auch zu einem liberstnmplen werden, also gi'ößer als 180", wSJn'end. 
die entsprechenden Verbindungsgraden des KuiTenmittelpunktes nnr bis zur Grenze 
180" beim Diu'chmesser gelangen. Bei der Hyperbel ist fUr Tangenten, an ge- 
trennten Aesten PQ stets Halbierongsgrade des Nebenwinkels von XFY bezw. 
XF'Y, deshalb wii-d in Satz 33 der unbestimmte Ai'tikel „ein Halbienmgsti-ahl" 
gesetzt statt' des bestimmten. Die ausgesagte Eigenschaft ist beim Kreis eine 
selbstverständliche Beziehung des Mittelpunktes zu zwei Tangenten. Man sieht, 
daß diese Eigenschaft bei den allgemeinen Kui'ven dem Mittelpunkt abgeht und auf 
die Brennpunkte sich ftbei-tragt, man kann also sagen, daß sie auch beim Kreis 
dem Mittelpunkt eben in seiner Eigenschaft als Brennpunkt des Kreises zukommt. 
Erkl. 325. Auch eine Eigentümlichkeit der Brennpunkte, welche im Satz 34 
ausgesprochen ist, tiitt beim Kreis als bekannte Eigenschaft des Mittelpunktes auf 
(vergl. Erkl. 159 des H. Teiles dieses Lehrbuches). Und in Fig. 79 erscheint 
ebenfalls wie beim Ki-eise das Ueberspringen ans dem Wert des Winkels in den 
Supplementwinkel, wenn die veränderliche Tangente längs der Kuito durch die 
Pai-allellage zu einer der festen Tangenten hindui-ch bewegt wird. Will mau also den 
Satz 34 im Woi'tlaut des Satzes 33 aussprechen, so wüi-de man aueh wieder den 
konstanten Winkel gleichzusetzen haben „einem der Winkel" der Sehstrahlen 
nach Berührungspunkt imd Tangentenschnittpunlct. Bei den allgemeinen Kurven 
kommt diese Eigenschaft nicht dem Mittelpunkt, wohl aber jedem der beiden 
Brennpunkte zu, indem die Beweisfühmng im ersten Teile obiger Antwort genau 
ebenso mit Vertauschmig der Buehataben F und F' gütig bleibt. Dabei braucht 
aber keineswegs der konstante Winkel UFT an einem Brennpimkt denselben Wert 
zu haben, wie der konstante Winkel UF'V am andern Brennpunkt, vielmehr wird 
dies nur dann zuti'effen, wenn etwa auch XFQ=XF'Q bezw. QFY=QF'Y wäi-e. 
Zur Herbeiftilu'uug dieser Beziehung mußten F und P' die Scheitel gleicher Peripherie- 
winkel über den Sehnen QX bezw. QY sein. Man kann also umgekehi't feststellen, dal] 
wennmaninzwei KurvenpiniktenXY,welche mit demBrennpnnkte auf einemKi'eise liegen, 
Tangenten zieht, dann der Schnittpunkt der letzteren auf demselben Ki-eise liegen muß. 
Erkl. 326. Dem Satz 34 kann man auch andern Ausdi'uelt gehen, indem 
man den konstanten Winltel XPQ = UZV = QFY sich um den Punkt F di'ehen 
läßt. Dadurch entstehen auf x und y die Schnittpunkt« U imd V der veränderlichen 
Tangente, und man erhält den 

Sata 34b. Läßt man einen Winkel von unveränderlicher Größe sich 
um einen festen Seheitel F drehen und bringt seine Schenkel in jeder Lage 
ziun Schnitt mit zwei festliegenden Graden x und y, so liefern die Ver- 
bindungsgeraden dieser Schnittpunkte U und V die Tangenten einer Kurve 
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zw eitca Giaile^ 'Vitl !\e dip lestcii Geiaden -v iiiid y als Tangenten und den lesten 
Punkt r als Biennpmkt hat — Dies laßt 5ieh ancli oline Berühmt auf Satz 34 
beweisen mdei i mau bedenkt daß die '^ehenkel de^ gedrehten Winkels awel kongi-uente 
Stiihllüli chel heschieiben, tolghch aui x und y als Trägern zwei projektlvische 
Punktleihen ais^chneiden Die VeibmdimgsgiAden. entsprechender Punkte müssen 
also eine Ivune zweiten flndes umhüllen Wuiden Tangenten dieser Kurve durch 
den V\ mkelscheitel F gehen so wlien ye Doppelstrahlen jener Strahlenbüscliel. Nun 
liaben ihei die zwei kingiuenten Stialilenbiiechel bloß zwei imagkäi'e Doppel- 
stnhlen welche nach den iinagiu'^ien Kieiapunkten der absoluten Iniolution au! 
dei unendlich feinen Geiaden gehen folglieh ist F 8clmitti)nnkt der Tangenten letzt- 
ffeimmitei Alt und filglich Brennpunkt dei Kurve. 

Eikl 327 Äuih Satz 3ia gibt dei eiöiterten Eigensclmft der Brennpiuikte 
einen Äi^diuck, welchei fiu den Iviei^imttelpimfct bereits im Satz 20 des zweiten 
Teilet, festgestellt %Mude und hiei flu die Kuiveubvennpunkte wiederholt anfü'itt. 
Man kann also auch unmittelbai an die uispilmgbche Erzeugung einer Km-ve durch 
zwei piojektivisehe Pmiktieiben inknipfen ind die Tatsache aufstellen: Es gibt 
fui 7W61 auf Twei Tilgem gegebene projefctiviBche Pnnkti-eilieii im allgemeinen stets 
/■n Gl Punkte aus welchen diese beiden Pimktieihen diu'ch vereinigt liegende kongniente 
t,lpi( Illaufende Stiahlenbuschel piojicieit weiden Diese Pmikte sind die Brenn- 
punkte dei eingehüllten Kune Liegt dei enie Punkt im Unendlichen, was bei 
ilknliehen Punktieihen emtieten muß, ?i i'.t die KiU've Parabel; fallen die beiden 
Punkte m einen einzigen 7iisnmmen so ist die Kurve ein Kreis um diesen einen 
Piinl t lU Mittelpunkt 



Ti VC 'I'* ^N "It-lie B-igeiiscli ilU u 
dci Kuiveu eigeben sieh au» den 
Beziehungen von Brennpunkt 
\incl Leitgera d et 




Ei-kl. 328. Da 



die Ellipse und Ily- 
npunkto haben, so 



ÄntiYOvt. 1) Dil die Leilgerade 
die Polare des Brenniaunktes 
ist, welch letzterer auf der Axe 
liegt, so muß sie durch den Pol 
dieser Axe gelien, also auf der Axe 
senkrecht stehen. Femer muß die 
Polare jedes Punktes der Leitgraden 
f durch den Brennpunkt F gehen; 
zieht man also von einem Punkte 
D auf f (Fig. 99) die Tangenten 
an die Kurve, eo muß deren Be- 
rührungssehne d Kurven-Sekante 
durch den Brennpunkt F sein, Be- 
xeiciinet man wie in Fig. 97 ihren 
Schnittpuukt mit der Leitgeraden 
durch K, so hat man wieder die 
Schlußfolge: f Polare von P, und 
d Polare von D, f olglieh Verbind ungs- 
grade DP oder k Polare des Schnitt- 
iranktes (d f) oder K. Von den 
beiden Graden d und k geht aber 
wieder jede durch den Pol der 
andern, folglieli sind sie konju- 
gierte Strahlen des Brenn- 
punktes und stehen senkrecht 
aufeinander. Danach muß der 



y Google 



Iärcniii)uiikts-Ei^ciiscli(i!fi'ii drr Kiiv\ 



i'itcu Gr:ulfs. 



193 



haben sie aiicli zwei Lcitgevaduiij und 
da die Brennpuiücte samt den ganzen 
KiiiTen symmetrisch zur kleinen Axe 
liegen, e<i mtlBsen auch beide Leitgeraden 
symmetrisch zu derselben liegen, also 
parallel zur kleine nAxe im gleichen 
Abstände beiderseits des KiuTen-Mittel- 
pimktes Beiikveclit auf der Hauptaxe 
stehen. Und zwar ist der Fiißpunkt 
vierter harmonischer zum Brennpunkt 
und der Axpiisclicitidn, alsii MA- = 



Winkel DFX=DFY oder EFU= 
EFV stets 90" sein. Man erhält 
also als erste Beziehung zwischen 
Brennpunkt und Leitgerade: 

Satz 35. Die Strecke einer heiiebi- 
gen Tangente zwischen, ihrem Be- 
rührungspunkt und ihrem Schnitt- 
punkt mit einer Leitgeraden wird 
von dem zugehörigen Brennpunkt 
unter einem rechten Winkel gesehen. 
100. 
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>i >e Kl dei liliphe lei MG <i 
•<e hei dei Hjpeibel Die Piubel 
h'it nui einen Bienupnnkt nlso auch 
nui eine Leitgeiale im endlichen 
Dpi uidere Biennpunkt dei Piiibel nt 
ihi iinendlicli femei BerillnimoSpuukt 
ahc WiUe luch die unendlich feine Tm 
geute ÜB dessen Polaie nls zweite I eit 
geiade dei Piiabel zi betiachteii — 
Da bei allen diei Kunen die Breim 
punkte unbedingt Punkte mneiiialb dei 
knn e sein müssen, so können die I eit 
g+'iaden auch nui außtihaUi dei Kunt 
^eihufen müssen also bei Ellipse nnd 
Panbel aufleihalb dei Wölbuiij^pn dei 
Kuii e hegen bei dei Hyperbel zwischen 
den Ivui\enstheiteln hindni chgehen, und 
zwar in einem Abstände vom Brennpunkte, 
welcher mit q bezeichnet sei. Nach 
dem vorigen ist also FC = q und zwar 
für die Ellipse (Fig. 100) (i=MC— MF 

= -- — e = '- — , bezw, für die Hy- 
perbel {Fig. 101) (i=MF— MC=--~" ■ 

Sachs, Projelitlvlsdlie (iienorcj (ioomntde. II 



2) Zieht man in zwei beliehigen 
Kurvenpunkten, wie XnndY der 
Fig. 97, 98 oder P, Q der Fig. 100 
und 101 die Tangenten an die Kurve 
nnd bringt die Seimen dieser Be- 
rührungspunkte zum Sclmitt mit den 
Leitgeraden, so werden nach der 
wiederholten Schlußweise dieser und 
der vorigen Antwort die Strahlen d 
und k senkrechte zugeordnete 
harmoniselie zu den Stralilen FP 
und FQ. Demnach werden für das 
Dreieck FPQ die Strahlen d und k zu 
Halbierungsgraden des Innen- 
und Außenwinkels an der Spitze 
F, sie teilen also nach dem Satze von 
ApoUonius die Grnndseite PQ dieses 
Dreiecks innen und außen im 
gleichen Verhältnisse, nämlich im 
Verhältnis der anstoßenden Drei- 
eeksseiten. Manhat demnach in Fig. 
100 nnd 101 sowohl für den Brenn- 
punkt F mit d, k, D, K als auch für 
den Brennpunkt F' mit d', k', D', K': 
FP:FQ = PJ;JQ — PDlQD. Fällt 
man noch von P und Q die Senk- 
rechten PH und QL !iuf die Leit- 
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£rkl. 329. Der Kui-venbogeii der 
Fig. 99'kaim als Bogen einer Ellipse oder 
Hyperbel oder Parahel angesehen werden. 
Jedesmal mnß der Wiiikel DFK imd sein 
Neljenwinkel ein rechter sein. Da diese 
Punkte DFK ein Polardi-eieck der Kra've 
bilden, so kaim man das Ergebnis 
des Satzes 35 auch in der Form aus- 
sprechen: Jedes Poiardreieck einer 
Kurve, dessen eine Ecke in einem 
Brennpunkt liegt, hat beide an- 
deren Eckpunlite arrf dei' zuge- 
hörigen Leitgeraden und hat am 
Brennpunkte einen rechten Winkel. 
Ertl. S30, Ebenso wie Fig. 99 zur 
Beweisfühi-ung des Satzes 35 sowohl für 
den Bogen einer Ellipse als einer Hy- 
perbel oder Parabel Geltung besitat, ge- 
radeso ist anch in Fig. 100 die Dar- 
stellnng für den eineu Breuwpunlit F 
und seine Leitgerade in der Dmch- 
Inhruug nebenstehender Ant\Tort völlig 
gleichwertig. Man kann eine Selcante 
PQ zweier beliebigen K.nvv6npunkte 
einlegen in den Bogen einer Ellipse oder 
Parabel bezw. in den einen Ast einer 
Hyperbel. Ntu' die Bezielmiig zum 
zweiten Bremipunkt F' geht in der 
figüi-lichen Darstellung nnsein ander, in- 
dem für die Ellipse stets dessen Lage 
wie in der Fig. 100 aufti'itt, fiir die 
Parabel dagegen der zweite Brennpunkt 
ins Unendliche zu verlegen ist, und für 
die Hyperbel links außerhalb CÄF. Flu' 
diese Fälle wird also die Durchführung des 
nebenstehenden Beweises mit den ge- 
stiichenen Buchstaben in der Figur, nicht 
aber im Texte, etwas Äendernng zu er- 
fahren haben. Eine weitere Abweichung 
erhält man in dem Falle, daß bei ehier 
Hyperbel die Kmwen-Pimltte P Q der 
gewählten Sehne den getrennten Aesten 
angehören. Dieser Fall ist in Fig. 101 
dargestellt. Und, beide Zeiolmungen 
können wieder in der Weise abgeändei-t 
werden, daß die Sehne PQ die Sti-ecke 
der Brennpunkte innen oder anßen ti'ifft. 
Erkl. 331. In Antwort der Figur 56 
und Erkl. 134 des üniften Teiles, sowie 
in Antwort der Frage 46 und Erkl. 122 
des sechsten Teiles der Planimetrie 
war der durch den Mathematiker Apol- 



gerade f , so folgt weiter wegen der 
älmlichen Dreiecke DPH— DQL, daß 
DP : DQ = PH : QL. Demnach wird 
der vorstehende Quotient FP : 
FQ^PH : QL, und mit Vertanschung 
der Innenglieder entsteht FP : PH = 
FQ:QL bezw. F'P;PH'^F'Q :QTV. 
3) Nim sind aber die Punkte Pund Q 
ganz beliebig ausgewählte Kurven- 
punkte, folglich gelten die beiden 
Gleichheiten obiger Streck enverhält- 
niseef ür sämtliche Kurvenpunkte,die 
beiderlei Verhältnisse haben einen 
konstanten Wert für alle Kurven- 
pmikte. Es wird insbesondere für 
den Scheitel A oder A' das erste = 
PA : AC = PA'l A'C, das zweite — 
F' A : AC = P'A' : Ä'C. Demnach sind 
aber wegen der Symmetrie der Kurve 
zur Nebesase beide Verhältniswerte 
von gleicher Größe. Man bezeichnet 
diese Größe als die numerische Ex - 
eentricität mit dem Buchstaben e 
imd erkennt als ihren Wert das Tei- 
luagsverhältnis, nach welchem die 
Strecke FC innen durch den einen, 
außen durch den andern Kurven- 
sclieitel A bezw. Ä' geteilt wird. 
Nun liegt bei der Parabel der 
äußere Scheitel im unendlichen, also 
der andere in der Mittevon FC, und 
es ist hier das Teilungsverhältnis 
gleich 1; bei der Ellipse liegt der 
äußere Scheitel auf der Seite von FC 
außerhalb F, folglich ist hier FÄ'< 
A'C, daher auch FA<!AO, also «<!; 
bei der Hyperbel liegt der äußere 
Scheitel auf der Seite von FC außer- 
halb C, folglich FA'>A'0, daher 
auch PÄ>FC, also £>1. Dadurch 
entsteht das wichtige Ergebnis: 

Satz 36. Bei jeder Kurve zwei- 
ten Grades haben die Abstands- 
strecken eines beliebigen Kur- 
venpunktes von jedem Brenn- 
punkt und dessen Polare, der 
Leitgeraden, einen konstanten 
Verhältniswert, welcher bei 
der Ellipse kleiner, bei der 
Parabel gleich und bei der 
Hyperbel größer als die Ein- 
heit ist, nämlich jedesmal gleich 
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loumt beaoDdeiM bedc iitsim gew mleiit 
feit? naehgeTviesen woideiij daß die Htl 
bieinng'sgeiadLii dea Luipü und Außeii 
miibeh eines Dieieeka dip (jregeiispitc 
innen und außen im gleiclitii VPilnltiiH 
ttilen, uflmluli im Veiliälhus dei an die 
Abschnitte aii'<toöeniI( n Di eiecksspiten 
Nim wild in Fig H)ü im Dieuck 
PQF dei Innenfl iiüvel lialbif-rt dnirli d 
dei \iißeiraiiikol in P duich k 'fltil 
k-i d, und elienf.0 im Dieieck PQF' 
dci Inntiiwinkdl bei V' dnicli il', dei 
Außenwinkel dm eh k' In Fig Itil 
\^n(l im Dieieck PFQ dei Innenwinkel 
bei r hniViifit diueh k, Aei Außen 
wmkrf diurh d, und im üieuck PF'Q 
dei Innenwinkel bei V dnich k' dei 
Außenwinkel dniLli d' Dainns li>lgt 
jedesmal mit und ohne gestiichene 
BiicliKtaben (he Proportuni PF:FQ= 
PD:DQ=PJ:JQ. 

Erkl. 332. Die ilhnlichen Di'eieeke, 
welche gebildet werden von der Leit- 
gevadeii, der Knrvensekajite und den senk- 
rechten Abständen I'H, QL benw. PH', 
QL' der Knrvenpnnkte von den Leit- 
geradeii, haben jedesmal auf der Seline 
die Seiten-Strecken DP und DQ bezw. 
D'P imd D'Q, au? den Leitgeraden die 
Seitenstrecken DE und DL bezw. D'H' 
und D' L'. In Pig. KlO liabeu diese 
Dreiecke den Winkel LDQ bezw. H'D'P 
gemeinsam, in Fig. 101 sind die Winkel 
PDH und QDL bezw. PD'H' nnd 
QD'L' als Scheitelwinkel gleichgi'oß. 

Erkl. 333. Da die Kui-venpunkte P und Q 
waven, so mnß der Quotient PP:PH denselben 
auch der Sekante PQ geben mag. Legt mau 



dei niimeriscUen Excentricität 
fiel Kuive oder dem Quotienten der 
linearen Excentricität und der hal- 
ben Hauptaxe. 

-±) Paßt man dieses Verhältnis für 
beide Brennpunkte zusammen, so 
wild tur einen beliebigen Kurven- 
puiikt P einer Ellipse oder Hyperbel : 
PP^tPH bezw. P'P^f-PH', also 
auehFP±F'P = e{PH + PH'). Nun 
ist abei bei der Ellipse PH + PH' 
gleich dem festen Abstand HH'^ CG' 
der beiden Leitgeraden, also hier 
PP + P'P von konstanter Größe. 
"Und bei der Hyperbel ist PH— PH' 
gleich dem festen Abstand HH'^ CO' 
dei l)edeniLeitgeraden,also hier PP — 
P'P ^on konstanter Größe. Setzt 
man dafür in Pig. 100: FA+AP'= 
P'A' + AF' — AÄ' und in Fig. 101: 
FÄ'— Ä'P' = PA'— PA — A A', so 
entsteht beidemale der Wert 2a, 
also gilt der Satz: 

SataS?. Die Abstandsstrecken 
eines beliebigen Kurveni^unk- 
tes von den beiden Brenn- 
punkten haben bei der Ellipse 
konstante Summe, bei der 
Hyperbel konstante Differenz, 
nämlich jedesmal gleich der 
Hauptaxe. 



giUiK beliebig ausgewählte Punkte 
Wert belialteu, welche Lage man 
'.. B. die Sehne durch die Punkte 
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I luiil V \Mi I ü > iiLsUesduatie aucli TP Pi-=rH Vt füUiUiil ]U = 1 \ \( 
T iiJ 1 „! II) iiL du ^eluif duiüi da Punkti P imd A s<i wnd flu <ku 1 1 uupmil 1 1 
uiMdiPii FP FA^IH AC, Mglicli TP P11=FA At WShiena mau um 
/miailHt glauben konnte, daß fiii die Abstandastrt cken dei KiiiioupirnktL ^om einen 
Brennpunkt luicT dessen I eitseiade euieiseits cm fpstefl Veilt iltius l)est\iul( iiml fm 
die AI )8taudf,sti ecken dei Kuweapnnkte \om ludei eii Bieimpimkt nud dr ssen Leit 
grade wiedei em festen ^eiliültius lon mdcieui ^Atite bestände, so zeigt siÜ! aim 
den /nletrt gefinidenen aiinmetriHclL gleiclieti A eilLa,ltnisgioBen, daß dieaei Wert für 
beide PiPnnpniikte dei'itibe bleibt, daß ilso jtdeauial auch FP PH=PP PH =« 

Eilil 334 Tjm dui Mnklielien Weit diesei ^ eilialtnisgroßt 7u bcstdimii u 
bit mm /n bnclite» iLiß PA A(, dw Teilnngsieibältwis ist iii^^elcliem dir Stierke 
n Im li d(n Punkt A geteilt NHid Nim smd abei CFAA mi binn m ]^ 1 mil t 
il t il II \ mid A die btieeke CF nuien und außen ini gleieln n * ' 

li I I d Piiuktea A /in ishecki CF gibt leicht an ob das I i i 

II iiiu Ir-iili 5dei (^üßer als 1 iHt Diese Be/iPhnn„ eileiditnt I I i i 
du ^dkimphnio mit jedei dei diei Kirnen indem fiii dii. PHip'.c (\i in gut In i li n 
t Atrai ( =- \\ eKlisaen) em W«it nsitei uns tili dtt l ii ib 1 {^uoaßu)Xn =^ ^Uicii 
«et/(u) »leich ems und Üii die fUpdbel (i t o j«X3f j = iihdtu ifen) lUiei eins eiit 
steht (Dagegen kommt dis Wort Fkliptik lun f^^t'^rf) ^aiislissen) Die He 
/eubiiniia dei fiioße als numeusche r\cnitncitAt illhit dalier, daß I1ir 1 Ibpse 
nnd Hipeibi! f m Iti iit Iiteüen du Hiibixt i den Lftiigeiroeit dei Stiecke MF 
angibt ^sekhti als- huiaie P \i * n ti 1 1 i t 1 1 bf/enlnut viid \(if,lei(he die 
folgende FikUruuK i i'i 

Erkl 835 In dei 1 liips 1^ i"" it bi/Milmit \V=-i Fl =J. 
[ ( ^ F ( =- i) M( = r -1- <l ijs I I \ ^ 1 — I \( = ,, — ( I — ( I M in !i it ds > 

fm dui -.,li itil \ =] \. \( = '^ Und ,li (I\\ AiM In nnm lie 

i -d I ) 

Punkte «iiid, ivii-d \iA- = J!F. M(i oUer ;|---*' (e -j- q), ;ilsii i] = ' ~' , und diireh 

Ein-sct/jin- in d.-n ^■m•i-ell Au.sdnii-k ,^_--ii' X.'^J ^,... = '' ='\m\p.v 

(a.= — c^) + (a -I- e) e a - e ^- c i^ 
[. = f..|. Kbenso wirii für die Hvpcirbcl Fig. 101 AA'^'2-ä, FF'=2e, FC = 
F'C' = (i, FA-=e--ii, AC = q — (e~a), MO = MF— FO = e — ii. Also werden fin- 
den Scbeitel A * = FA:AO = — —- -7 r und n.^ ^ e (e — ■ <|), ri = , ^^= 

<1 — (>' — a) ' ' e ■ 

p '•''~" '^ ~. = --, oder e = £-a. Für die Piir(i])ei wini ('A=Ai'' = V^'b ^-="1- 

Kvkl. 336. Für die EUipMe ist FP — FT=f(PH~PH') zwar ebenfalls eine 
festsielii'iule Heziehiiiig; ibi aber beide Seiten keinen konstanten Wert;- aufweisen, 
HO ist diese lieziehimg iiidit von besonderem Werte. Ebenso PP4-F'P=* (PH+ 
PH'j bei der Hyperbel. Aber für die Ellipse ist PH+PH'--0C' = 2 (e + q) also 
FP + F'P=a (e + (i)--2a, imdfilr die Hyperbel PI-I— PH' = OC' = a s (<■ — «)=^a 
jedesnial kimstaiit, also von weseiitlieber Bedentimg. Die liierana zu entnehmenden 

Werte füi' *, näiiilicli für die Ellipse ^^^"j_ > l'lir die Hj-perbel i= - ergeben 

sich auch direkt an der Figur, wenn man t für den Scheitel der kleinen Ellipsen- 
axe ansetzt, deren A.bstand von P gleich a, von f gleicli e + q ist. 

Erkl. 337. Die in den Sätzen 'A(i und H7 niedergelegten Eigeusehaft^m 
der Kurven zweiten fjrades sind jene grundiegendeu Beziebimgen, welche in der 
messenden Planimeti-ie zum Ausgangspunkt der Behandlung der KfigRlsehnitte ge- 
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macltt weiden Min ciLennt daß solnll iiiaii moIi m dei piojLktivi^di u 

Geomefne dazu bequempii will jene metiiache 8 liliißf>lf?e auf/imehmeii — aKbild 
ebenfalls diese mptiist,liea Be^ieliniigPn dei Kiuven PihiUea weiden können und 
zw 11 als Anadintk i3pi JJÜaß eigene chaften dei oithogonalen ShilÜPimivoIntion dei 
Biennpunkte Bemeikt sei noch, dt.ß Sat? 07 !m die Paiabel aui deswegen ans 
fallt, weil diettelbe ebenso wie m 'fit? 3b eine 7w isclieiiBtuie daistellt Wip nUa 
Itch zwiRcben f>l und t<l dei Zviscbenweit fii die Paiabel £^=1 wnd ho 
fallen die 'Weite von FP + F'P und FP— F*? fui die laiabel zusammen i eil 
eben dei eine Biennpunkt unendli h lemliegt Bodaß Addition odei Snbtiaktion de& 
endlichen Weites F'P zum nnendhch großen FP keiae iendeiiuig tewiikt Min 
kiinii also dei Piitbel die Eigen^chiEt zubclneiben daß soi* ihl Sinnine ali- Diffeieii/ 
dei rxluhtiahlen eines KuivenpnnltteH ^on üiicn b iden Biennpinkfen konstanten 
Weit haben, n^iilieh einen unendlich sicfien 

innige 80. Wie findet man 
Punkte, denen inbezug auf eine Antwort, i) [hmkto der Ebene, 

Kurve zweiten Grades eine gleicb- welchen in Bezug auf eine Kurve 
seitig hyperbolische Strahlen^ zweiten Grades eme gleichseitig 
involution der konjugierten hyperbolische Strahleninvolu- 
Geraden zugebörtt tion der konjugierten Graden 

Fioiir LHL'. zugehört müssen zwei senkrechte 

Tangenten an die Kurve besitzen, 
also jedenfalls außerhalb der 
Kurve liegen. Solches findet sieh am 
einfachsten bei der Parabel. Denn 
in Fig. 99 und 102 ist für die vom 
Punkte D der Leitgrade f ausge- 
henden Tangenten DP und DQ mit 
BerührungssehnePQnachSatz36FP 
=PG und FQ=QL, und nach Satz 
33 werden die Winkel bei P und Q 
durch DP und DQ halbiert, folg- 
licli sind sowohl einerseits P und D 
Punkte auf der Mittelsenkrechten von 
F G, als anderseits Q und D Punkte 
der Mittelsenkrechten von FL. Dar- 
aus folgt aber die Gleichheit der 
Winkel PDG = PDF = V3FDG und 
QDL=QDF=V^FDL, und da die 
ganzen Winkel einen gestreckten 
Winkel bilden, so bilden die Hälften 
einen recbten. Demnach sind für 
die Parabel je zwei von der Leit- 
geraden ausgehende Tangenten 
aufeinander senkrecht, die Leit- 
gerade ist zugleich Leitlinie im 
weiteren Sinne, 

2) Für die Ellipse sei Punkt P 
in Fig. 103 ein Punkt mit zwei 
senkrechten Tangenten PU und 
P V, Dann muß wegen der schiefen 
Symmetrie der auf dem Duvcb- 




Erkl. 338. Für die Leitgerade der 
Parabel eriiält luan im nebenstehenden 
eine Eigenschaft, welche bei Ellipse und 
Hyperbel nicht einer (ieraden, sondern 
einem Kreis zukommt. Ana diesem 
Grunde wird ai!ch dieser Kreis bei den 
anderen Kui-ven als Leitki-eis oder Di- 
rektoi'kreis oder Leitlinie im weiteren 
Sinne bezeichnet. Uebereiiistiiiiiiiuui>; 
beider Aiisehauimgeii erliÄlt man aber 
beMedigend dadm-ch, daß man die Leit- 
gerade der Pai'abel als Ki-eis mit unend- 
lieh großem Hadius beti achtet, indem 
in;ui den Mittelpunkt dieses Ki'eiaes ebenso 
wie den Mittelpunkt und den zweiten 
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Breimp\uikt iler Piiriibel nuendlich 
weit fortgerückt denkt. Die gleicire 
Ueberlegimg gilt fm- den Punkt G in 
seiner Eigensehait als G e g e n p u n k t 
des Brennpnnktes F Kur Tangente 
FD, Audi diese Punlcte liegen für die 
Parabel auf der Leitgeraden, fiii- die 
Ellipse imd Hyperbel au! einem Kreis um 
den audera Brennpmdtt. Und in alm- 
licher Weise Hegt aiieli der Puöpunkt 
K der Senkrechten FK zw: Tangente 
PD für die Parabel auf der Sclieitel- 
tangente AK, füi- Ellipse und Hyperbel 
dagegen auf einem Ki-eie um den Kra'ven- 
Mittelpimkt, Vergl. Anfgabo 217 und 
21S uad Fig. 168 und 1(59. 
Figur lOS. 




Hkl ^^9 In li Iti und Hi4 
Int nun duieli Pmikt 1 i'wei s nlieelitc 
Tnngcnten an die Kraic Denkt mm 
sirli die g"in7e Pigm jew eils um IbO" 
gedreJit ^o muß WLijcn dei Simmetut 
dui Prmlt P m den Irmlt E und jede 
Tin^ente ^^ltdel m eine Tangente d(i 
Kinvp 7U liefen kmiimni ^ on dem 
so tntstchenden Tnn^entemecliteek 
miisspu ibei nach Sit? l(j dip Dngo 
midi in die Piolitim^fu /"i^cici 1 m]u 



1 i-,LselniBbenBnl iiatlelooi' 

Iku PmiXte tieffen, wie 

00 bo/w 1 Ix Audi 

liK U. /ulimi- dilui ibl. 



messer PM im gleichen Abstände 
liegende Pnnkt E ebenfalls zwei 
senkrechte Tangenten an die Knrve 
liefern, und man erhält das umge- 
schriebene Tangentenreehteek PQ 
E 0, dessen Mittelpunkt M, und 
dessen Diagonalen die auf konju- 
gierten Durchmessern liegenden 
gleichen Strecken PK und OQsintl, 
Parallel zu diesen konjugierten 
Durchmessern laufen die Berüh- 
run*>-5selinen UV und UW zu P und 
Q, und als Polaren von P und Q 
schneiden sie auf P M und Q M 
die vierten harmonischen Pimkte 
P' bezw. Q' zn P, Q und den Kurven- 
selmittp unkten der beiden konju- 
gier ten D urchmesser aus. Demnach 
ist MX^=MP-MP' und MY^= 
MQ-MQ'. Berücksichtigt man, daß 
hierin MQ = MP, und daß das 
Dreieck PP'U ebenso wie PMQ 
gleichschenklig ist, also MQ' = P'U 
= P'P, so wird MY^— MP-PP'. 
Folglich wird MX'+MY^-=MP 
(MP'+P^) = MP' = MQ^ Nun ist 
MX^+MY^ die Summe der 
Quadrate zweier konjugierten 
Ellipsendurchmesser, nach Satz 
;' der Aufgabe 214 der Äufgaben- 
sammktng am Schluß dieses Teiles 
eine konstante Größe, nämlich 
gleich a^ + b^ also ist auch MP eine 
konstante Strecke, und folglieh haben 
alle Punkte P, deren Tangenten an 
die Ellipse einen rechten Winkel 
bilden, denselben Abstand )a* + b- 
vom Kurvenmittelpunkte. 

3) Ist für die Hyperbel (Fig. 
104) wieder P ein Puulvt, dessen 
Tangenten PU _L PV, so entsteht 
wieder das Tangentenrechteck PQEO 
mit konjugierten Durehmessern MP 
und MQ und mit den Beziehungen 
MX^=MP ■ MP' und MY-=MQ ■ MQ', 
letzteres absolut genommen , also 
ohne Eücksicht aufs Vorzeichen, weil 
hier MQ und MQ' entgegengesetzte 
Eichtung haben müssen. Hier ist 
wieder MQ^MP, und in dem elicii- 
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difl U^ al^ VolaiB \on 1 diutli den 
P{I des dm eil P gehenden DiiiehmesstiB 
PM gehen muß, nho duieh den unend 
lieh fernen Pnukt des konjiigieiten Buich 
meB&ei=i MO Daß das Piodiikt MP 
MP' gleich dem Qmdiat MX" isf, Iwnn 
ehenfolls aiü zweifache Weise eib\nat 
neiden Entwedei als Eigenschaft der 
Inimonischen Punkte iiif dem Diuch 
mes'^el PXM odei als mehisehei Aus 
diuelv dei auf deiii'-eHueii Dm chme'.sei 
PM entstehLnden Involution dei kon 
jugieiten Punkte Denn da P und P 
pnlai knnjiigieitc Punkte sind und M 
Slittelpunkt, \ Oidniingspuukt diesei In 
Solution ist, so hat man auch uif Gimid 
die&ei UcUilesnng1d\°^WP MP' 




Ei'kl. 340. wahrend der Inhalt der 
YOV gen Erklöi-uiie; für beiderlei Figm-en 
103 und 104 gleichem eise &Lltiing 
besitzt hat min in Pig lüi den Unter- 
schied /u be-icliten daß zwar MP tmd 
MP' gleichgeiiehti t, nhe\ MQ und MQ' 
entgegengehöt/t gelichtet luf iluen je- 
weiligen Dmchmeeseni hegen ^\ irde 
man die seiikiechten Tangenten etwa 
%U8 dem Punkte an die getiennteu 
Acute gezogen haben, so wHre der 
symmctiisehe Punkt Q, mid /u deia nicht 
schneidenden Dmelimesfeei MQ klnie als 
konjugieitei ^ledei ein schneide ndci Durch- 
messer MP. Man hat also auch hiev jedes 
mal einen Dui'climeBsei dewisen Im ■> 
lution Ordnmigspuukte besitzt imd als 
konjugierten einen Dui climes sei deS'^eii 
Involution keine Ordnvmgspnnkte bciitzt 
Auf letzteretii sind T und 1' nicht Kim n 
Schnittpunkte, solidem diePoti nzpunl tc 
der Invulutiüii, als /av ei 1 i 1 1 n 
beiderseits gloielii i -VI tinl 1 ^\ 



so wie PMQ gleichschenkligen 
DreieckPP'U auch PP'==P'U=MQ', 
also MY' = MP-PP', und daher 
diesmal MX^— MY^^MP (MP '— 
PP') = MP^— MQl NunistMX^— 
MY* die Differenz der Quadrate 
zweier konjugierten Hyperbel- 
Durchmesser, also nach Satz ä' der 
ohengenannten Aufgabe ebenfalls 
eine konstante Größe, nämlich gleich 
a'^bS also ist auch MP eine kon- 
stante Strecke, und auch alle Punkte, 
aus welchen senkrechte Tangenten 
an die Hyperbel gehen , haben den- 
selben Abstand Va^ — b^vomKurven- 
mittelpunkt. 

4) Währ end bei der Ellipse die 
Größe |a*+b^ stets reellen Wert 
haben muß, so besteht bei der Hy- 
perbel die Möglichkeit, daß Ya- — b^ 
einen verschwindenden oder imagi- 
nären Wert bekommt. Es muß also 
die Bedingung gestellt werden, daß 
a>b oder mindestens a^b wird. 

Da hiernach — ^^tg^^l sein muß, 

so kann man auch sagen, der Winkel 

" dürfe nicht über 45", also der 

Innenwinkel der Asymptoten nicht 
über 90" sein, damit rechtwinklige 
Tangenten möglieh sind. Man er- 
hält somit folgendes Ergebnis: 

Safes 38. Die Punkte, deren kon- 
jugierte Strahlen eine gleichseitig 
hyperbolische Involution mit 
senkrechten Kurventangenten 
als Ordnungsstralilen bilden, liegen 
alle in konstantem Abstände 
vom Kurvenmittelpunkte; sie er- 
füllen bei der Ellipse den Kreis 
mit Radius /äT^ + b^ bei der Pa- 
rabel die Leitgerade, bei der 
Hyperb el den Kreis mit Eadius 
ya^ — b^, sind also nur vorhanden 
bei solchen Hyperbeln, bei denen 
der Innenwinkel der Asymptoten 
nicht iil)cr 90' ist. 
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eodaß MY 11^'= M\ MI = M\' MV Man litt diltei -xh luUiu ili i In 
volutiou auf ikiu ni It s Im i 1hii.Ii n DmeliiuLssci <1ie iiegiti\i Cnißp — "MI^ikIu 
^MY'^ Die olieiistdiiwlt (xtpicliung M\ =MQ "WQ' will tKo hm niclit dtn 
Potenüweit diesei Involution itngeben wondein niii die (Tleiflilieit dei büiden ßetlit 
ecke aus ilen lieideii ^IpicIkh btircken MY und uiR (\m zwei ungleichen StiPtkin 
MQ lind MQ' odei was disselbi lieißt au« den 'iheckcn MV und IT' 

Erkl 341 tili einen Kieis mit Endiiis i nt d(i ^'""i'LetiisLh. (lit im 
den Sclieitpl Uiies 1 iiiftOntLnw inkpls von 91)" dei krau intiische Kii i« mit 1 i liii i ] 
denn ti^h^i hpfert l'a^+l) =!"|/2 — Iwt dei ^^^m^totinwinl 1 1 ( lu ; Ih]] ilil 



ein reclitei ■ilsi - 
r.e ehteiiTan- ente« 



= iT''nndtg — =1 8i> Bind diest iflynjptntui dt 



die Kiiivi, sodiß du Tu 
saintnensoliiumpft In dei Tat ist hi\ die 
= 0, dei IviPis mit Kidius Null ist dei \1 
Asymptoten c'^^-OO" ho p,iht e^ ans dem 1 
Winkel ühti «' au9 dem Nebenwuikühanm 

180 — a', ibci keine Taiigenttn mit Winkel /wisdien «' und IHü 
keine senkieehtpu Tmapntni 



I 1 l.n Mittelpunl t zn 

ihel \i = ii, Va —h^ 

I I (U 1 Innenw mkel d( i 

ULI IL iiiLJL nm raiit,*'ntpn mit 

l<i,nj;pnt(n mit Winkel nntei 

also inth 



Aufgaben-Sammlung. 



I. Aufgaben über Pol und Polare. 

(Zn Alisclmilt la— e.| 



Au%alie 1. Die Konstruktion des 
Poles P zu einer gegebenen Graden p 
soll für besondere Lagen der Pnnltte 
E und F auf p durcligefülirt werden. 



Auflösung 1) Liegt eine die Kurve 
nieht schneidende Grade p im eiid- 
Uclien, so können die beiden Punkte 
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Erkl 842 Du ■iuffissuii^ des m 
erstPii Itile iiuhfiiHtelienil i Aiill ftuiig 
besilmpbeuen Viuiclw kiim ciii/fiii 
naohgpsplipii weideii iii Tigiii 't des 
II TeilPB dieses Lrliibiidie'! 4.ucli cloit 
sipht man diß In ^ ( ( ^k ii it n\ Pi 
panllelen bei 1 iii An 

einen odei ii n nd 

lichpn ^esoiil egen 

hat d-18 mi /w i II tclitndei 

Auflosimg ent'jtLkeude eiiit iclie A leiecl 
zwei paiallele Uegenheiten, und dpi^ 
halb kerne Ecke im imendlicheii, pk 'wnd 
zu empm piiifacheii Ti ape/, dpssinl'a 
rillel^piten ?iii Polaie p ptiallel sind 
Man Iwt daim ilio viPr puillele Oeiadt 
AD, BC h imd p wpIcIh, viei hiiuK 
mfcchp huid wpd hie auf jedd Geiadui 
durch Pimkt F sffwie ivi den Diagonalen 
des Tiape/PB viei liaimoniSLhi Pmikte 
au 8sp] meiden Und entspiechf^'l hefeit 
Fig lü8 em ubeihclihaencs li ipez 
nnt deiiselhpn viei pii illelen hii u oni'veheii 
Geraden. 



E und F so nahe beisammen oder 
so weit auseinander liegen, daß 
die äußere Tangente von E und die 
äußere von F einander auf der einen 
oder andern Seite von p bezw. der 
Kurve schneiden. Dann hat man 
die beiden Fälle, welche in Fig. 4 b 
und 4 a dargestellt sind. Als 
zwisehenliegender Fall entsteht die 
Beziehung der Fig. 105, wobei die 
beiden Tangenten parallel werden. 
Man kann das einfache Vier seit 
nach links in C oder rechts in C 
im Unendlichen geschlossen denken, 
die Gerade 1 = AC wird jedenfalls 
auch parallel FB//ED, die übrigen 
Geraden 2 bis 5 verlaufen wie in 
Flg. 4a und 4h. 

2) Eücken die Punkte EF noeb 
weiter auseinander, so entsteht als 
weiter Grenzfall derjenige, daß 
einer der Punkte E oder F selber 
zum iinendlichfernen Punkt der 




Ki-kl. :Ua. Aus-TsdilnKsi'u von Am- 
neheiiKteUendeii AuSlitsung lilpll)!: Kti- 
nächst die unendlich fei'ne (irade selber, 
sei es als äußei'e, sei es als schneidende 
Grade. Denn ihr Pol ist der Kiirven- 
mittelpunkt, welcher besondere Behand- 
lung erfäln-t im zweiten Absehiiitte. Aus 
demselben Grande bleibt auch hier aaÖer- 
betraeht der Umstand eines Tangenten- 
parallel ogi'ainäiis, denn ein solches müßte 



Geviideii i> wird. (Fig. lOö.) Dabei 
werden die Tangenten aus diesem 
Punkte F parallel, und ebenso die 
von F nach dem Punkte von Bri- 
anehon führende vierte harmonische 
Grade 6 ^ F P ku p und diesen 
Tangenten. 

3) Liegt eine die Kurve schnei- 
dende Grade p im Endliehen, so 
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eiitwedei' zwei Eckpunkte aui der uii- 
encUicli fernen Geraden liaben oder zwei 
EctiJTuikte auf einem Kiirvendurcli- 
messer, dessen Behandlung elienfalls 
eilst mi ^enaiinten Rpäteien Oite «titt 
findet DaB beide Punkte E imd T auf 
deigelben treiaden unentUich fem fielen 
wäie abei ebenso lusgesclilo&hen aU dis 
Zuhammenf allen beidti Punkte m einen 
Punkt im Endlichen Auch die Lage 
dei Pohien alf. Tnngentc dei Kra^c 
bleibt Inei wpg, dt dii.8elbe beieit^ 
besondeis ei-wahnt ist m Aiitvoit luf 
Fiige 9 — ^\eiteie FlUe benonAeiei 
Alt tretPu niiht auf denn dei eiste 
und diitte «ind die Z^Yischenfllle dei 
Fig 4a und b bez\\ 'ia und b dei 
ziieite imd vieite ljien7fiU ^on 4b bezw 
?msclien 5b und 5e, em 4( bLitilit nicht, 
und 5e befeit niehts neues 



Geometrie. 111. Teil. 

können die beiden Punkte E und F 
wiederum entweder so nahe bei 
der Kurve oder so fern auf deren 
beiden Seiten liegen, daß die 
äußeien Tangenten von E und F 
einander auf gleicher oder ungleicher 
Seite von p sehneiden, wie die 
mnern. Dann hat man die beiden 
Falle, welche in Fig. 5a und b 
dargestellt sind. Als Zwischenfall 
entstellt die Beziehung der Fig. 107, 
wobei die äußeren Tangenten pa- 
rallel werden. Das Viereck wird 
wegen paralleler Nachbarseiten zu 
derselben offenen Figur, welche im 
ersten Falle dieser Auflösung 
genannt und in Fig. 9 des II, Teiles 
dargestellt ist, 

■41 Der zweite Grenzfall bei 
der schneidenden Geraden ist der, 
daß einer derPunkteE oder F selbst 
unendlich fern liegt ; dann entsteht 
(Fig. 108) ein überschlagenes 
Trapez, weil die parallelen Gegen- 
seiten geschnitten werden von zwei 
Graden eines dazwischenliegenden 
Punktes E. In beiden letztgeuanten 
Fällen gehen durch den Polpunkt 
die acht Graden 1 bis 8, wie in 
Fif?. 5, a, b, c. 



Aufgabe 2. Man soll die Bedingung aufsuchen, daß Fig. 107 hezw. 
Figur 5 b in der Lage der Fig. 811 im zweiten Teile auftritt. 



Aufgabe S. Mau untersuelio die- 
selben Einzelfalle bei der Hy- 
perbel. 

Erkl. 344. Durch Anu Taugeuten- 
vieraeit iet der Diagonalenaclmittpiiiikt und 
folglich auch, der Pol der Nebenseite 
festgelegt. Dalier liefern alle Kurven, 
welche dieselben vier Tangenten 
haben, ancli denseiben Pol ku der ge- 
wählten Seite, es mag der Kurve zu den 
vier Taus'cnten eine Lage gegeben sein, 
wie imiiiei' iiuiu uill. iLiii kann aber 



AuÜÖsilug. Die Teilung der Hy- 
perbel in zwei Aeste macht die 
Verschiedenheit der Konstruktion 
an dieser Kurve zu einer sehr reich- 
haltigen. Man hat nämlich zwei 
Tangenten an den gleichen Ast 
aus allen Punkten im Flächenraum 
des Innenwinkels der Asymp- 
toten, je eine Tangente an den einen 
und an den andern Ast aus den 
Pxmkten im Nebenwinkel der 
Asymptoten. Hiernach liat man 
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als fmiftcB rieniLiit /u den iiei T-ui 
geateii eine neue Tuiointi iv iLlen iitUi 
einen Beinlnungipunlit \\il pniei clei 
Taiigpntcn Fud d uaiH gellt lien oi, 
daß die ftgiuen 4i)j, "iabe, 105 bis iOh 
keineswegs bloß im die EllipseK Geltinig 
beeitaeii, welche dazu eiugezcieJinet sind, 
sondern jede derselben knini aiicli bei 
der Hyperbel anfh'cteii, sobald zu den 
vier gegebenen Tangenten ein ent- 
sprecbender BerlllirungBpimltt Imiznge- 
iiommen wird. Froilieli liegt dann die 
Hyperbel iiicbt etwa innerhalb des 
Vierseita, wie in Pig. 4 a heaw. 5 b, odev 
innerhalb des Paralleistreifens, wie in 
Pig, 105—101^, soiKlevn sie boriiln-t die 
Tangenten anßerlialb des Tievseits bezw. 
von beiden Seiten außerhalb des Parallel- 
sti'eilens, 

Erkl. 345. Daß die Pigm-en 4b, 5«, 
5 c ebensowohl am Kiirvenbogen einer 



noch ganz ohne Beriieksicliti- 
gung des Umsfandes, daß eine Tan- 
gente aus E parallel werden kann 
einer Tangente aus F, schon die 
18 Fälle der Fig. 109 zn unter- 
scheiden, nämlich I) sechs für die 
nicht schneidende und ü) vier für 
eine die beiden Äeste schneidende 
Grade und 111) acht für eine nur 
den einen Ast schneidende Grade: 
1 1) E nnd F im gleichen 
Äußenwinkelraume der 

Asymptoten ; 
I 2) E im Aiißenwinkel, F im 
Innenwinliel der Asymptoten; 
I 3) E und F in getrennten Außen- 
winkeln der Asymptoten; 
I 4) B in einem Äußenwinkel- 
raume, F im Unendlichen; 
I 5) E und F im Innenwinkel- 
raume der Asymptoten; 
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Paiihel odei Hjpeibel auitii'toi koimtLn 
als am §e/eielmet voihegendea EUiysen 
bogen, ist aus dei Anachaimiig ^elbei 
ohne ^eiteieB klai Äu£ Giuud dei 
voibtelieudpu EikUituig 344 kaiin ibei 
auch Fl}? 4a, 5h als Pjgiii ftii l'aiabel 
und Hj^)eibel aiiigefaßt -neiden, sobald 
man die unendJicli ferne Tangente odi i 
sonbt biliebigeii Bei Ulnimgfp unkt liiu/u 
nimnit Die rigiiien 105 — 10^ di^igLn 
bei wplohen paiaüele Tangenten ant 
treten, können iiui i\\\ die Ellipse nnil 
Hvpeibel 701 \uweii(biim gelangen, weil 
die Paiabcl keinen P\i illelRtieitrn zweiLi 
Tangenten /nl ißt 

Erkl. 046 Die nebtnstdii d i I^ 
FiiUe ließen mcI) noLh \einLeliiLn diin h 
die Anf/alilimg deijemgen, bei welchen 
E und F auf paiallele Tangenten dei 
Kiu%e /VI lie^vn ktoen, und dies könnte 
voikomiuen bei den FSllen 1, 2, H "-i 
9, lü, 11, 12 1 . sod-iß also no. i > 
weitcie Frtll( Inu/nkomuieu küiintni 
Jedoch entstehen dibei nitht jede^iml 
Tviedei neue Änoidnungen des \ieiHeitf- 
zur Km ^ e noiideni viele diesei Filk 
flihien ii\*eil'( auf dieselbe Fignicniit 
zmdck E^ ninß dem Studiei enden ubii 
lassen bleiben, die em/elnen Figiuen 
daiauf /n iinteisuciien, n eiche von ilmen 
be^onddt Falle liefern Ebenso vniX 
man sich ancli daion 7\i ubeizeugen 
haben, daß die \cii(stelienden 18 Falle 
ihi Gebiet eisihupfen, und daß nicht 
etwa /wischen 5 niid i> em Ted fehlt 
Denn da da/>\ neben fehlende mndi 
zum ^lenliui Ei^ebnis fuliiui \Me 2 



I 6) El im Iimeiiwinkelraiiiiie, F 

im Unendlichen; 
II 7) E und F im gleichen In- 
nenwinke Iraiime der Asymp- 
toten ; 

II 8) E im Innenwinkelraume, P 

im Äußeiiwinkelranme der 
Asymptoten ; 

II 9) E und F in geti-ennten 

Innen winke iräumen der 

Asymptoten; 

II 10) E und F im Äußenwinkel- 

raum der Asymptoten; 

III 11) E und F im gleichen Außen- 

winkelraum der Asymptoten; 

III 12) E im Außenwinkel, F im 

Innenwinkel auf gleicher 
Seite der Kurve; 

III 13) E im Außenwinltel, F im In- 
nenwinkel auf ungleicher 
Seite der Kurve; 

in 14) E und F in getrennten Außen- 
winkelräumen der Asymp- 
toten ; 

III 15) E im Außenwinkel, F im 

Unendlichen ; 

III 16) E und F im Innenwinkel- 
raum auf gleicher Seite 
der Kurve; 

III 17) E und F im Inneuwinkel- 
raum auf ungleicher Seite 
der Kurve; 

in 18) E im Innenwinkeh-aum, F 
im Unendlichen. 



Aufgabe 4. Man soll für einige 
der IH Fälle der Auflösung der 
Aufgabe 3 die Figuren vollständig 
ausführen. 



Aufgabe 5. Man soll einige der 
in Erklärung 346 hinzugefügten 
Sonderfälle feststellen. 
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Aufgabe 6. Es sollen die verschie- 
denen Lagen festgestellt werden, 
welche die zur Konstruktion der 
Polare p zu gegebenem Polpunkt 
P verwandten Strahlen e und f bei 
der Hyperbel annehmen können. 

Erkl. 347. Die Pisur (lea vollstäu- 
dig^en Vierecks AliCD vtm vier Punkten 
einer Kurve liefert niplit nnv ftlv einen, 
sondern fiii' drei Punkt« die Polare. 
Denn nach Autwort der Pi'agen 4 bezw, 
10 liefert jeder Sdiiiitt[)mil(t xweier ISTeheii- 
seiten dc.^ \ ili-inmii-in Vierseits den 



Pol für (li- . I I 
VerV)indiL!i^.-^i .■.''' , 
voliständifi:eii \ iei'e 
dritte Nehenecke. 
Jiiclit mir P Pol v.m 



V '-w-, bezw. jede 
I .'M'bt'uecken des 
iii' l^oiare für die 
ist in Figiir 110a 
(ivaden I II, sondern 



PI Polare zu Punkt II und PII Polar 
zu P\uikt I. Und die zur Konstruktion 
verwandten Sekanten durcli P, als auch 
jene durch I, niindicli AB und CD, 
oder durch II, nJiiiilioh Al> und BC, 
liaben jedesuLal dieselbe Eigenacliait, daß 
eme von ihnen zweimal denselben Ast trifft, 
die andere je eijinial die beiden Aeste. 
Und gleicherweise liat nian bei Figur 
llOc nicht nnr 1' als Pol von p, sondern 
aneh wieder PI fider r als Polare von 
E nnd PIl als Polare von Punkt I. 
Und wieder sind die Sekanten durch P, 
nämlich AC und HD, und jene d\irch 
E, nJlmlicli AD und liO, luid jene durch 
I, nämlich AB und OD, von der Art, 
daß eine davon zweimal denselben Ast 
scämeidet, die andere jeden Ast nur je 
einmal. 




Auflösung. I) Ist der Punkt P 
ein Punkt innerhalb der Hyperbel, 
so können die Graden e und f 

1) beide denselben Hyperbelast 
zweimal treffen, und dann entsteht 
dieselbe Figur, wie in Fig. 7. Oder 

2) von den Graden e und f trifft 
die eine zweimal denjenigen Äst, 
in dessen Innenraum der Punkt P 
liegt, die andere dagegen beide 
Aeate. Dann entsteht ein Viereck 
mit einspringendem Winkel, Figur 
110a, Die Polare läuft außerhalb 
der Hyperbel, und auf ihr liegen 
außer den Schnittpunkten der Gegen- 
seiten AB, CD nnd BC, AD auch 
die Schnittpunkte der Tangenten 
in B, D und in A, C, sowie die 
vierten harmonischen Punkte zu 
PAC nnd PBD. Endlich 

3) können beide Graden e und f 
je beide Aeste der Hyperbel treffen. 
Dann entsteht das überschlagene 
Viereck AßCD zu Punkt P und 
Polare p in Figur 110 b, und auf 
p liegen dieselben Punkte wie oben. 

II) Ist der Punkt P ein Punkt 
außerhalb der Hyperbel, so können 
wieder die Graden e und f 

1) beide Sekanten desselben 
Hyperbelaates sein, und dann ent- 
steht dieselbe Figur wie Fig. 8. Oder 

2) von den Graden e und f trifft 
die eine zweimal den einen Ast, 
die andere dagegen beide Aeste. 
Dann entsteht ein Viereck mit ein- 
springendeni Winkel, Figur llOc. 
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Die Polare selmeidet die Hyperbel 
zweimal, und auf derselben liegen 
außer den vorgenannten sechs 
Punkten auch noch die Berührungs- 
punkte der Tangenten aus P. Endlich 
3) können beide Geraden e' und t' 
des Punktes P' je beide Aeate der 
Hyperbel treffen. Dann entsteht 
wieder ein übersehlagenes Viereck 
ABC'D' der Figur llOd mir mit 
vertauschten Eckpunkten C^ und 
CD' der Figur 110b. 



Erkl. 348. lilbeusolehe Ei-sclieinuiigeii 
finden sich \fieimgt m Figur llOi), d. 
Dort int p ilie IPolaip von P, p' Polare 
von P' und r Polaie von E. Die zur 
Konstraktion verwandten Sekanten tUncli 
P, ntlnilicli AC und BD, sowie jene 
diirch E, ndudicli AB nnd CD, haben 
die Eigenülni\ichkeit, daJ3 jede 
ilmen beide Aeste ti'ifft, also jeden einmal. 
Dagegen sind jene dm-ch P', nilmlicli 
AD imd BC, Sekanten der Art, daß 
jede von ihnen denselben Ast zweimal 
trifit, die ehie den einen, die andere den 
andern. Jlan eidiiilt also für E das 

konvexe Viereck ACBD, ähiüich Figui' 7, aber mit ganz anderer Lage der 
Kin-ve, indem nilmlich nur Segmente des Vierecks innerhalb, die übrige Fläche 
im Anßenrantii der Knrve liegt. 



Aufgabe 7. Aus der vorigen 
Aufgabe sollen die Angaben über 
die Lage von Pol und Polare zu 
den Kurvenästen der Hyperbel 
entnommen werden. 



Ei'kl. 349. Die geiiai\eren Angabe 
die" gegenseitige Lagp von Pol 
Polai'e bei derH\jirii'il I -irni 
werden anf Gnniil il ~ i 

Symmetrie -Eigens In i 

bezng anf Hanpt- m i \ i < 

teUa in den motiibuli 



nber 
und 



teils 



UnteiaiK lumpen 
eiten Teile dieses Lelu'bucheü, 
11 Abschnitt 2d dieses Teils be- 
wiesen werden. Jede Grade der Ebene 
muß nändicli die Hanptaxe der Hyperbel 
in ü-gend einem Punkte P ü-eflen. Legt 
man durch diesen Punkt P die Parallele 
b zur Nebenaxe und u nnd v zu den 
Asymptoten, sowie die etwaigen Tan- 
genten i; rnid y dmxli P an die Hyperbel, 
HO findet man sehr leicht au5 der Polare 
p jenes Punktes {Fig. 111) die Pol- 
pnnkte der Graden a, b, u, \ , x, y imd 
bat nun olme weiteres die FcKt^ftcUimg, 
daß für Grade durch P in den Wiiücelu 
(au), (ux), (xb), (by\ (yv). (va) die 
Polpunktc Hegen uiili-HeH auf p ni den 
ShTeken AU. l'X, Xl'.. li V, >i V, V\ 



Erkl. 360. UnigeJceli 
■ Seukreehten p zur Ha 



Autlösuiig. 1) 1) Eine Sekante 
der Hyperbel, welche denselben 
Ast zweimal trifft, hat ihren Pol 
in dem Innenwinkelraum der Asymp- 
toten, welcher an den geschnittenen 
Ast angrenzt. 

21 Eine Sekante der Hyperbel, 
welche beide Aeste trifft, hat 
ihren Pol in demjenigen Außen- 
winkelraum der Asymptoten, durch 
welchen die Sekante nicht selbst 
hindurchgeht. 

3) Eine Gerade, welche die Hy- 
perbel nicht trifft, hat ihren Pol 
innerhalb desjenigen Hyperbelastes, 
welcher mit der Geraden im gleichen 
Innenwinlielraum verläuft. 

II) 1) Ein Punkt im Innenwinkel- 
ranm der Asymptoten hat als Polare 
eine Sekante des angrenzenden 
Hyperbelastes. 

2) EinPunkt in eineniAußenwinkel- 
raum der Asymptoten hat als Polare 
eine Sekante beider Aeste, welche 
durch den andern Außenwinkel- 
raum hindurchgeht. 

3) Ein Punkt innerhalb eines 
Hyperbelastes hat als Polare eine 
Grade, welche zwischen den beiden 
Hyperbeläfeteu durch den angrenzen- 
den Innenwinkelraum hindurchgeht 
ohne zu schneiden. 

liegt jeder l>e\iebige Punkt der Ebene auf irgend 
;ixe {h'r Hyperliel, und zwar auf irgend einei' der 
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8ti'i;ck(Mi AL', ÜX, XÜ, BY, YV, VA. Die Polai-c j^clii 

den Folpiiukt P von p, und liegt üu entspreclienclen \\'iii 

(ux), (xb), (by), (yv), (ya). Man kann also außer der aÜL 

obenetchender Antwort aocb die besonderen Einzeüieiten cu 

punkt und der Sclmittpimkt der Polaren mit der Hanptax« 

Seite der Nebenaxe liegen nilisaen, daß die Polai'e eines Pmiktes im -einen Äiißen- 

winkelraum derAeyniptoten stets dnroli den andern Aiißenwinkelraumliindureligelit, und 

nmgekeln-t, oder daß fllr eine nicht eclmeidende Gvade der Pol in dei' Xälic, 

jenigen Stelle liegt, wo die Grade dein Hyperbelaste am näelisten lioDiuit u. > 



je weil« 



Pol- 
iiui derselben 



Aiifgalu^ 8. Miiii soll die CxretizraUe der Anfg;die 7 teststP-Uen. 



Aufgabe 8a. Man soll beweisen, daß ein Punkt einer Asymptote 
als Polare stets eine Parallele zn dieser Asymptote hat und umgekehrt. 



Aufgabe 9. Man soll untersuchen, wie viele Elemente unter den Be- 
stimmungsstücken der Kurve ersetzt werden können durch einen Punkt 
P und seine Polare p. 

Anflösnng. 1} Sind gegeben P Auflösung. 1) Sind gegeben 

und p und drei Kurvenijunkte, P und p und drei Tangenten, 
so verbindet man P mit jedem der so bringt man p zum Schnitt mit 
drei gegebenen Kurvenpunkte und jeder der drei gegebenen Tangenten 



konstruiert zu jedem der letzteren 
Punkte den harmonisch zugeord- 
neten Punkt mit P und dem Schnitt- 
punkt von. p mit der VerTain-dungs- 
graden. Dadieservierte harmonische 
Punkt ebenfalls ein Kurvenpunkt 
sein muß, so hat man nun sechs 



und ^konstruiert zu jeder der letz- 
teren Graden den harmonisch zu- 
geordneten Strahl mit p und der 
Verbindungsgradeu von P mit dem 
Schnittpunkt. Da diese vierte har- 
monische Grade ebenfalls eine 
Kurventangente sein muß, so 
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hat man sechs Knrvenüiiig enteil 
und kann nach Brianehon weiter 
konstruieren. 

2) Sind gegeben P und p und 
zwei Tangenten nebst Be- 
rührungspunkt auf einer der- 
selben, so erhält man auf dieselbe 
Weise zu den zwei Kurventangenten 
zwei neue, bekommt also vierKurven- 
tangenten nebst Berührungspunkt 
auf einer. — • Anßerdem kann man 
auch nach der nebenstehenden 
ersten Auflösung zum gegebenen 
Kurvenpunkt einen neuen beschaffen, 
sodaß wieder sechs Kurvenpvmkte 
bekannt sind. 



Kurvenpunkte und kann nach 
Paskai weiter konstruieren. 

2) Sind gegeben P und p und 
zwei Kurvenpunkte nebst Tan- 
gente in einem derselben, so er- 
hält man auf dieselbe Weise zu 
den zwei Kurvenpuukten zwei neue, 
bekommt also vier Kurvenpunkte 
nebst Tangente in einem. — Außer- 
dem kann man auch nach der neben- 
stehenden ersten Auflösung zur ge- 
gebenen Tangente eine neue loe- 
schaffen, sodaß wieder sechs 
Kurvenelemente bekannt sind. 

3) Man erhält also die beiderseits 
giltige Aussage: 

Satz. Ein gegebener Punkt nebst Polare bezw. eine ge- 
gebene Grade nebst Pol verdoppelt jeweils die Zahl der sonst ge- 
gebenen Kurven -Elemente, ersetzt also unter den fünf Be- 
stimmungfistücken einer Kurve ein Elemeutenpaar. 

Ei'kl. 351. Paß tlpr Ersatz auHi noeh eiiief. weiterpn Elemeiiti-ujinniTH 
Htattfiiidet (Inroll Pin zweites gegdljeiips l'aar v<iii I'ol und l'olave infolj^e iiiplir- 
maliger Vevdoppebiiig des einzigen llbrigen gegebenen Elementes, läßt sicli nach- 
weisen diiToli Beuutzniig des Satzes 7, Kannt man nämlicli P nnd p, Q und q, 
S(i entatelieu eine Eeilie weiterer Polai'itätsbezielmuf^en, weil ancli PQ Polare zu 
(pq) wird. Bezeichnet wai- nämlich PQ als w, (pq) als W, PW als v, (pw) als 
V, QW als u, (qw) als U, so bilden außer Pp, Qq, aucli Uu, Vv, Ww je ein 
Paar von Pol inid Pfjlare. Man kann also zu einem weiteren Knr* e.npuiikte K 
auf den filnf Yerbindungsgraden KP, Kt^, KU, KV, KW den i ierten liavuLOnisehen 
Punkt konstruieren, und kennt daim wieder seelis Kiu'\ enpunkte, — bezw. man 
kann zu einer weiteren Tangente k in den fünf 8clnutt|nmkten kp, kq, kn, kv, 
kw den i'ierten liarnioni sehen Stralil ktuistruiereu, und kennt dann wieder seclia 
Kur ve,ntangenten . 

Zu eineni besonderen Falle wird aber die letztere Hestimmiing, wenn etwa 
Q auf p läge, also q durch P ginge. Dann entsteht nicht fnnffache Polaritäts- 
heziehnug wie ohen, sondern ein Polardreieck PQK, nnd das ersetzt nicht mehr vier, 
sondeiTi mir drei Kurvenleniente. Vergl. Anfgiihe 41 nnd folgende sowie Er- 
klilvnngen SHfi und 'A'.K). 



Aufgabe 9a. Man bilde Aufj^aben für Konstruktionen nach dem 
Muster der vorhergehenden Aufgabe mit einem bezw. zwei {regebenen 
Paaren v(m Pol und Polare. 



Aufgabe 10. Durch möglichst 
wenige G-rade soll man den Pol 
einer gegebenen Graden kon- 



Äiiflösimg. I) Wenn die Grade 
p die Kurve nicht trifft (Figur 
l'12a), wii'd man die Tangenten aus 
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Erkl. 352, Die iielienst eilende 
Atiflöeung bietet die verlangte 
Koiisti'uktioii durch diejenigen 
Strallenpaare, ■\velclie iiach Er- 
klärung 10 und Iß von der ge- 
ringsten Anzalil von Pigiiren- 
elementen abhängig sind. Die 
Konati-uktion I verwendet dir 
Geraden 3 und 5, welche iniv 
vom Punkt E, bezw, i und G, 
■welche nur vom Punkt F ah- 
hängig sind. Alle anderen Paare, 
welche aus den sechs Geraden 
1—6 der Figiu- 112a gebildet 
werden können, enthalten solche 
Strahlen, welche gleich zeitig 
diu'cl) E und P bedhigt sind. 

Figur 112b. 





Die Konsti-uktion III verwendet zuerst 
<lie Gerade 7 und 8, oder die Geraden- 
paare 3 und 5 bezw. 4 und 6, oder 
eines der Paare 7 und 3 bezw. 7 und 4 
bezw. S und 3 bezw. 8 und 4, oder die 
Geraden 7 luid 5 bezw. 7 und 6 bezw. S 
und 5 bezw. 8 mid 6. Dabei sind also 
verwendet die beiden Punkte X mid Y, 
oder nur E bezw, F, oder X mit E bezw. 
X mit P, Y jidt E, T mit P. 

Flu- genaue Aiisflilu'ung der Zeichnung 

nüt Linea! wird in jedeia Falle genau 

zu untersuchen sein, was für Gerade aus 

■den gegebenen Elementen der Kurve 

Saehs, ProjaktiTisolie (neuere) Geomottie. 



einem beliebigen Punkte E 
der Geraden ziehen und deren 
Berührungsseline 3 zum Schnitt 
bringen mit der vierten harmo- 
nischeu Geraden 5 zu p und den 
Tangenten. 

II) Wenn die Gerade p die 
Kurve berührt, so ist der Be- 
rührungspunkt selber der Pol. 

III) Wenn die Gerade p die 
Kurve schneidet, so findet 
mau den Pol am einfachsten 

1) durch die Tangenten x und 
y in den beiden Schnittpunkten 
X und Y der Kur\'e mit der 
Geraden (Fig. 112 b). 

Man kann aber auch ziehen, 
wie unter I: 

2) die Tangenten aus einem be- 
liebigen Punkte E der Geraden, und 
deren Berührungssehne zum Schnitt 
bringen mit der vierten hai-mo- 
nisehen Geraden 5 zu p und den 
Tangenten, oder 

3) die Tangenten aus einem be- 
liebigen Punkt E der Geraden, und- 
deren Berührungssehne 3 zum 
Schnitt bringen mit der Tangente 7 in 
eineniKur venschnittpimkt vonp.oder 

4) die Tangenten aus einem be- 
liebigen Punkte E der Geraden, und 
die vierte harmonische Gerade 5 za 
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konatiuiert werden können, bezw, welche p und diesen Tangenten zum Schnitt 

Elemente etwa an der grade vorliegenden bringen mit der Tangente 7 in 

Figin- sclion gezeichnet vorhanden sind. einem Kurven sei niittp unkt von ]). 



Äiifgalte 11. Durch möglichst wenige Gerade soll die 
gehenen Pnnktes konstruiert werden. 




Elkl 853 Lben j ^^l m Likl 351 
fui Anfloanng dei infgahe lU n-ich Ei 
kUnmg 10 TUiil Ib die Zusannnen 
etelUmg deijenigen Stialdenpaaic ge 
geben isud welclie diL emfacliste Kon 
stinktion eiindghchen so liit man auch 
in nehenstehendei Aiiflo^nng mch Ei 
klaiimg 26 und 32 den Nichwei=i zu 
erlimgpn daß die Konstiiil tion mit den 
einfachsten Mitteln genehieht Und 
zwai sind die Ziffern dei Znhlenpaaie 
genin dieselben wie m Eikllimig 351 
diueligeflUnt woicten Anch die Be 
meikung dei Eildflnuig ^52 gilt in 
\olleni Umfinge fni dit n 1 enstihtiide 
Auflusimg 

Erkl. 354. Da es flu- die Praxis 
der Zeiehnimg an vorliegender Kurve 
einbedentendeinfaclierBa Verfahren bildet, 
die Kuiwenschnittpiinkte einer Sekante 
festzustellen, als die Tangenten aus ge- 
gebenem Pnnkte, so wüd man fiii' neben- 
stehende Konstniktion der Polare anch 
eher beide Seitanten e und f verwenden, 
als etwa zur Konsti'ukfion d«s Poles 
beide Tangenteiipaare aus E und F. 
Sowohl durch einen äußeren als durch 
einen iuneveii Punkt kann man nämlich 
leicht zwei Sekanten legen, auf jeder dei-- 



Auflösnng. I) "Wenn der Punkt 
innerhalb der Kurve liegt, so 
wird man eine beliebige Sekante e 
durch ihn legen, und den Schnitt- 
punkt III der beiden Tangenten in 
ihren Kurvens eh nittp unkten ver- 
binden mit dem vierten harmo- 
nischen Punkte V zu P und den 
Kurvenschnittpunkten von e. 

II) Wenn der Punkt P auf der 
Kurve liegt, so ist die Tangente 
in P selber die Polare. 

III) Wenn der Punkt P außer- 
halb der Kurve liegt, so findet 
man die Polare am einfachsten 

1) als Berührungssehne der 
Kurventangenten, welche von P an 
die Kurve gelegt werden (Fig. 113). 

Man kann aber auch ziehen, wie 
unter I 

2) eine beliebige Sekante e durch 
P, die Tangenten in deren Kurven- 
sehnittpunkten, und den Schnitt- 
punkt III der letzteren verbinden 
mit dem vierten harmonischen 
Punkte V zu P und den Kurven- 
punkten auf e; oder 
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Belbeii i[en vierten luiniKimsciimi l'iiiikt 
kdiisti'nicroii zu T und ilireu Kuvicii- 
ficliiiittpiiiikteu , und hat dann als Ynr- 
biufliüiiiiKfrürade dioser beiden vierten 
liar 11! Olli scheu Punlcte die Polai'e des 
l'iiukti'K l'. Und glciclies gilt von der 
Koustrulrtiou aus drei Selfanteii duvcli 
P mittels der Diagonal eil 9 cliiiittpunkte 
zweicv eilige sc lu'ieljeneu Vierecke. 



3) eine beliebige Sekante e 
(kirch P, die Tangenten in deren 
Kurvenschnittpunkten, nnd den 
Schnittpunkt III der letzteren ver- 
binden mit dem Berührungspunkt 
VII der einen Kurventangente aus 
P; oder 

4) eine beliebige Sekante e durch 
P, und den vierten harmonischen 
Punkt V zu P und den Kurven- 
sehnittpunkten von e verbinden mit 
dem Berührungspunkt VII der 
einen Kurventangente aus P. 



Änfgalie 12. Es soll besonders 
gezeigt werden, warum in den 
Sätzen 5 und 6 nur je drei Fälle 
« (^ ;' aufgeführt sind, während in 
Satz 2 vier Fälle « li y ä festgestellt 
waren. 

Erkl. 355 M ka le Mel 

i'aclilieit de In 1 ve sei e le e W 1 1 
von E, F, bezw e 1 ledn„te Figi e 
demente, ^ eld e le S-it/te len c /< y 
behandelt we len a d tolge de n ß u 
durchschalle We u a den 1 1 1 F 
festhält 101 d 1 -wedsei Ußt so e 
zeugen die d el P ukt L ille b 
stimmten Eleme te a u 1 5 bezw 7 
denselbe Pol le de durch E n t P 
odei diediirchEmtP ode dnchEmtFj) 
u 8 w eize gteu 1 gU entele de lau 
gentea ^ le ee te M u konnte h ch also 
auch den P kt E alle n ^inz weg 
denl en und de eile 1 olp ukt e 
ze Igen lass lu cl d e F g e te le le 
langenten Vesete weihe von len 
Pinkten^i dr allen de vo F d 
F, allem odci ^ n Fi nd Pg allem u.e.w. 
bestimmt sind — Ind ebenso kann man in 
dei Pohienkonsiiaktiou die Sekante 6 test- 
Iialten und f wechseln lassen: die dnvdi e 
allem bestimmten Elemente 111 und V 
1 e?w Vn eizeiigen dieselbe Polare 
als die duicli e ni t f oder durch e mit 
f odei dnich e mit fg u e. w. erzeugten 
Figuienteile dei Sehnenvierecke. Man 
konnte sich also auch die Sekante e 



Aul'lSsung. Auf einer Polare p 
liegen vielerlei Punkte E und F, 
durch einen Pol gehen vielerlei 
Strahlen e und f; und jeder der 
Punkte E, F bezw. der Strahlen 
e, f liefert ein anderes Figuren- 
element nach dem Teil « oder ß oder 
y der Sätze 5 und 6. Wenn also 
die durch verschiedene, Punkte 
E, F, bezw. verschiedene Strahlen 
e, f erzeugten Elemente stets ver- 
einigte Lage besitzen, d, h. als 
Gerade mit gemeinsamem Schnitt- 
punkt hezw. als Punkte auf ge- 
meinsamer Geraden erscheinen, so 
ist -dies in besonderem Satze aus- 
zusprechen. Solche Elemente sind 
aufgezählt in den Satzteilen <* ß y 
der Sätzie 5 und 6. 

Dagegen bezieht sich der Satz- 
teil () des Satzes 2 nicht auf ein 
Figurenelement, welches bei ver- 
schiedener Wahl von E, F bezw. e, 
f in verschiedener Weise auf- 
tritt , sondern auf zwei Elemente 
ganz vereinzelter Natur, welche in 
ihrer Zweizahl auftreten für schnei- 
dende Gerade p oder äußeren Punkt 
P, aber mit der Wahl des Punktes 
E, F oder der Geraden e, f garnichts 
zu tun haben. Diese Elemente des 
Satzteiles ^ treten daher nicht in 
einer Mehrzahl auf, über die irgend 
welche Angaben zu machen sind, 
14* 
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allein ganz fortgelassen denken und 
wiSrde dieselbe Polare p erhaJteii durcli 
die Figurenteüe des eingeschiieloenen 
Vierecks, welche von den Sekanten f, 
und ij allein oder von f^ luid Eg allein, 
oder von f^ und Fg ;illpin u. s. w. be- 
stimm t sind. 



sondern die Tangenten x, y bezw. 
Beriihrnngspunkte S, Y sind ein- 
mal vorhanden, und es sind keinerlei 
Aussagen aufzustellen über das ver- 
sehiedeiur ['ge Auftreten dieser 
Eieioenii' x, X, 



Aufgabe 13. An eine gexeiclinet vorliegende Kurvo sollen 
aus gegebenem Punkte die Tangenten konstruiert werden. 




Erkl. 356. Schon zwei Sekanten 
wUi'den zu nebenstehender Konstmktion 
ausreichen, wenn man das voUstäadige 
Viereck ihrer Knrvenschnittpunkte ziehen 
wollte. Da aber von den Verbrndiuigs- 
geraden selu' hüufig nur zwei ihren 
Selinittpunkt in bequem zugänglicher 
Lage (zwischen den beiden Sekanten) zii 
erhalten pflegen, so nimmt man lieber 
den Yon einem weiteren Sekautenpaare 
gelieferten inneren Schnittpunkt liinzn, 
als daß man den vielleicht weit aeitwili'ts 
liegenden Schnittpunkt der anderen Ver- 
bindungsgeraden vom ersten Paai-e ver- 
wendet, Ist aber das zweite Sekanten- 
paar hinaugenommen, so könnte man 
dann nicht nur zwei, sondern drei innere 
Schnittpunkte erhalten, indem nicht nur 
qi und q^ oder q, und .q, einen solchen 



liiiIösHiig. Da die Beiiihrung&- 
pusikte der Tangenten mit der 
Kurve die Schnittpunkte der Polare 
mit der Kurve sind, so kennt man 
die Richtung der Tangenten wenn 
man die Polare kennt. Wenn aber 
die Kurve vollständig ausgezeichnet 
vorliegt, so sind auf jeder beliebigen 
Sekante sofort die beiden Kui'ven- 
sehnittpunkte als bekannt anzu- 
nelimen. Man gelangt also zu 
Punkten der Polare unter dieser be- 
sonderen Vorausset zu ug am ein- 
fachsten dadurch, daß man drei 
Sekanten durch P legt, und 
die Kurvenschnittpunkte je 
zweier davon kreuzweise ver- 
bindet. Die Kreuzungspunkte liegen 
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üeEeni, sniitlei'ii ebenso aucli qi qg. 
Wollte man in Figur 114a, wo vier 
Sekanten q eingelegt sind, alle verfüg- 
baren Sclmittpunkte der Verbindaiigs- 
geraden aufz&hlen, so kÄme man auf za- 
samnien 12 Piuikfe. Denn jedes Paar 
«iim qi3- qi4. 12 3) (J3 4. qai liefert zwei 
solche Punkte auf der Polaren p. Und 
in Figur 114b, wo drei Sekanten q vor- 
liegen, sind ea nocb immer sechs solcher 
Punkte, 

Erkl. S57. Ea könnte als Wider- 
spruch erscheinen, daJä in der vorher- 
gehenden Auflösung 11 die Tangenten 
aus P zur Konstruktion der Polaren zu P 
und in der nebenstehenden Auflösung 13 
umgekehrt die Polare zu P zur Kon- 
sti'uktion der Tangenten aus P verwendet 
wird. Der Unterscliied Hegt aber nur in 
der Auffassungsweise bezw. in der Art 
der an der ZeieLnung vorhandenen 
Figurenteile oder der zui' Bestimmung der 
KuiTe dienenden Elemente, Für eine 
nui' durch einzelne Bestimmungsstücke 
festgelegte Kurve ist die nebenstehende 
Lösung duixliaus ungeeignet, vielmelir 
gilt dieselbe ausges])rochener Maßen nur 
dann, wenn die Kurve kontinuierlich 
geze'chnet Te^jl; also ge 'sse maßen 

nendl cl el Elen ente le selben 
1 egen — De Fall e ne 1 nt nu e b h 
gegebenen Km 1 e^t beso le s e fa 1 be e 
m de Plan neti e Den od ab st 1 e PI et 
Mttel dese luea en Kousti kton zu 1 ete (F „ 
le he z machen be le i rojekt v sehe Ueon t e 
Pol 1 P la e far d e K e sl n e selbstäul g i f e 

1 V ! e^e de Ko st ukhon e -mogl el t 1 



auf der Polaren, und die Polare 
liefert als Kurvensclinittpunkte die 
Berührungspunkte der gesuchten 
Tangenten. Figm' 114a zeigt dies 
für Sekanten durch eine Ellipse 
oder Parabel oder durch je einen 
und denselben Ast einer Hyperbel, 
indem alle .drei Sekanten denselben 
Ast treffen oder auch eine zweimal 
den einen Ast, die zwei andern je 
zweimal den andern Äst, Figur 
114b dagegen zeigt die Tangenten- 
konstruktion bei der Hyperbel, 
wenn eine oder zwei der Sekanten 
beiderlei Aeste der Kurve treffen. 




t / 1 1 e I e sf 

i n iit nst le ia. e iif hi 

115} okne il e "«e ts 1 o An 

18 ■In l h 1 e Lei e oi 



t 11 



1 



1 



1 1 



Aufgabe 14 — 16. Eine Kurve sei 
bestimmt (14) durch J^ünf Tan- 
genten oder (15) durch vier Tan- 
genten und den BeiTihrungspunkt 
auf einer derselben oder (16) durch 
zwei Tangenten und die Be- 
rührungspunkte auf zweien der- 
selben. 

Man soll den Pol einer beliebig 
gegebenen Geraden p konstruieren. 

Erkl. 858. Wenn eme Kurve bestimmt 
ist durch fünf Elemente, unter welchen 



Äiiflösiuig. Bezeichnet man durch 
E und P die Schnittpunkte der 
Geraden p mit irgend zweien der 
gegebenen Tangenten, so kann man 
nach Brianehon durch E und P die 
jeweilige zweite Tangente an die 
Kurve konstruieren. Dadurch erhält 
man einTangentenvierseit der Kurve, 
dessen eine Nebenseite p ist, und der 
Schnittpunkt P der beiden anderen 
Nebenseiten ist der Pol zu p. — 
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die Ufbei^ilil T^llgeIlten siud, 

imii nach dem Sit? \on Biiinclion so- 

wolil die zweite Tangente konstraieren 

dm eil einen auf emer gegebenen Taugente 

hegenden Punkt, als auch den Bevühuuugs- 

punkt aiii ciiiBi gegebenen Tangente, 

Vgl den Abschnitt 5 ua II Teil dieses Lehrbuches- Die ntbcubtcliLndc Äufb-^uu, 

erfoideit also zwei sclchLi linearen Koustniktionen, und im u'ii gm iiui bclniLidim, 



Auch könnte man in jedem der Punkte 
EundPdieviei'tebarmomsclieGrerade 
zu 1) und den beiden Tangenten kon- 
struieren, und eilidltPalsdenSdinitt 
punkt derselben 



f,e 



1 b 



"\ ei'biiuliii 






Aufgabe 17. Man soll die voi'stehenden Aufg-abei 
utzung der Beriibrungspunkte lösen. 



lö, 16 unter Be- 



Aufgabe 18—20. Eine Kui-ve sei 
bestimmt (18) durtili fünf Punkte 
oder (19) durch vier Punkte und 
die Tangeute in einem derselben 
oder (20) durch drei Punkte und 
die Tangenten in zweien derselben. 

Man soll die Polare eines beliebig 
gegebenen Punktes P konstruieren. 



Erkl. 359. Wenn eine Km've beatimnit 
ist durcli ftlnl Elemente, unter -welchen 
die Überzalil Kurvenpunkte sind, so 
kaiiu mau nach dem Satze vou Paakil 
aowolil den zweiten Kurvenpi nl i 1 nn 
str\iieren auf einer diu'cli euieii gegebenen 
KuiTeiipuukt gehenden Sekante ala auch 
die Tangente in gegebenem Kuia enpuukte 
Vgl. den Absclmitt 5 im 11, Teil d cacR 
Lehi'buehes, Die uebeuateheude Aufl aung 
erfordert alao zwei solcher lintaiei K n 
sh-uktionen, und im Übrigen nui Aeibindiuie 
vorhandener Geraden. 



Aiii'lösuiig. Bezeichnet man durch 
e und f die Verbindungsgeraden 
des Punktes P mit irgend zweien der 
gegebenen Kurvenpunkte, so kann 
man nach Paskai auf e und f den 
jeweiUgen zweiten Scbnittpunkt mit 
der Kurve konstruieren. Dadurch 
erhält man ein eingeschriebenes 
Viereck der Kurve, dessen eineNeben- 
eeke P ist; und die Verbindungs- 
gerade p der beiden anderen Neben- 
ecken ist die Polare zu P. — Auch 
könnte man auf jeder der Sekanten 
e und f den vierten harmonischen 
Punkt konstruieren zu P und den 
beiden Kurvenschnittpunkten und 
erhalt p als die Verbinduugsgerade 
derselben. 



i'orhandencr l'unkte bezw. Schnuidinig 



Aufgabe 21. Man soll die vorstehenden Aufgaben 19, 20 unter Be- 
nutzung der Tangenten lösen. 



Aufgabe 23. Mim soll bei einer 
durcli die Stücke der Aufgaben 14 
bis 16 bestimmten Kurve die Polare 
eines beliebig gegebenen Punktes 
P konstruieren. 

Ei'kl. 360. Wenn man in der neben- 
atohouden ersten Auflöauug dieser Aul- 



AuflSsxmg. 1) Man wählt durch 
P zwei beliebige Gerade q und r, 
konstruiert zu denselben nach Auf- 
gabe 14 — 16 die Pole Q und R und 
erhält die gesuchte Polare p als 
Verbindungsgerade QR. Denn da P 
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der Sehnittpankt von q iinii r ist, 
muß die Polare von P durch Q und 
K gehen. 

2) Man konstruiert nach Brianchon 
;u den gegebenen Bestimmungs- 
tangenten der Kurve die Berührungs- 
punkte der Kurve bis zur Anzahl von 
dreien; dann kann man wie in Auf- 
gabe 19 nach Paskai die Polare des 
Punktes P konstruieren. 



gil]( duicli P tuie janz beliebige Gerade 

q legt 80 liat man zweimal eine iierie 

Tiiyiute 7U legen Dies Verfalnea i 

leicuiiaclit iveiclfn, indem man q (und 

ebensu naclilier i ) so legt, daß die Gerade 

schon dra'cli einen der Schnittpunkte der 

gegebenen Tangenten liindm-cligeht. 

Dann braucht jedesmal mir noch eine 

jiejie Tangente konstniiert zn werden, und 

die ganze Aufgabe wird ebenfalls nm- 

zwei lineare Konsb-uktionen erfordern 

wie Aufgabe ü — 16. Denn sowohl auf q als auf r liegen dann alshald je zwei 

Schnitipvmkte zweier Tangeuten flli' ein Tangeutenvierseit. Alle übrigen Elemente 

werden erhalten als Schnittpunkte vorhandener Geraden bezw, Terbindungageraden 

vorhandener Punkte. Die Auflösung der Aufgabe 22 ist also nicht wesentlich 

umständlicher als jene der Aufgaben 14 — 16. 

Erkl, 361. Die zweite Auflonung der Aufgal e ^2 ibt desto emfatliei je mein 
Berülnumgspmikte schon unter den gegebenen Beatimmimgsstucken vorhanden ^md im 
günstigsten Falle dei Auigabe 16 also schon zwei Dann hat man noch eme 
Konstruktion nach Buauchou zm Auffmdimg de? dutten Beitdmmgspmü te? digegen 
für Aufgabe 15 zwei und fui Artgtbe 14 noch alle di ei Legen jetzt genügend 
Elemente vor, um nach Paskai weitei zu konsüuieien so findet man die PoItil zu 
P dureb zwei Konetiuktionen nach Ptslal wie m Aufgabe ''0 Mnn sieht alsu dafi 
diese zweite Konsti-uktiou wesentlich uinstlndliLhei wt ils che eiste denn luih im 
gUustigeten Falle bei Aufgale 10 bedaif F-ie dieiei Konstiuktionen für Anf'^abe 15 
vier, fttr 14 sogai' fttnf wxlnend die eiate Lösung sich sfet^ dm eh zw ei Ivonstruktionen 
erledigen Mt. 



Aufgabe 23- Man soll bei einer 
durch die Stücke der Aufgaben 18 
bis 20 bestimmten Kurve zu einer 
beliebig gegebenen Geraden p den 
Pol konstruieren- 



Ei'kl. 362. Auch hiev wird man die 
erste Auflösuug der Aufgabe dadurch ver- 
einfaclien, daß man die Pimkte Q imd E 
nicht ganz beliebig auf p wählt, sondern 
als Schnittpunkt von p mit einer Sekante 
duixli zwei der g e g e b e n e n Kurvenpunkte . 
Dann braucht jeweils nur auf einer neuen 
Sekante noch der zweite Kmwenpimkt 
konstruiert zu werden, und die Aufgabe 
erfordert mu' zwei lineai'e Konsti'uktionen. 
— Die zweite Auflösung der Aufgabe 

dagegen erfordert analog, wie in Erkl. 361 für die dualistische Beziehung nachgewiesen 
wurde, auch im besten Falle eine Konstruktion mehr, als der scheinbare Umweg über 
die doppelte Konsti-uktion einer Polaren. 



Anflösimg. 1) Man wählt auf p 
zwei beliebige Punkte Q und B, 
konstruiert zu denselben die Polaren 
q und r nach Aufgabe 18—20 und 
erhält den gesucbtenPolPals Schnitt- 
punkt von q und r. Denn da Q und 
E auf p liegen, so muss P auf q und 
auf r liegen. 

2) Man konstruiert nach Paakal 
zu den gegebenen Kurvenpunkten 
die Tangenten bis zur Anzahl von 
dreien; dann kann man wie in Auf- 
gabe 16 nach Brianchon den Pol der 
Geraden p bestimmen. 
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2. Aufgaben über polare Figuren. 

(Zu Absclinitt Id, >:.) 



Aufgabe 24. Zu beliebig ge- 
gebenem H-Ecli soll inbezug auf eine 
gegebeneKern-Kurve die polare 
Figur konstruiert werden. 

Erkl. 863. Die nebenstellende Auf- 
lösung gilt aeltistverstäniilicli ebenso fUv 
tlie Aufgabe : zu beliebig gegebenem a-Seit 
das inbezug auf eine gegebene Fundsiniental- 
kurve polai-e n-Eek zu konstiiiieren. Man 
konstüjdert zu den n-8eit«n die Polpunkte 
oder zu k Seiten die Pole nnd zu n — k 
(davon nnabhängigen) Eckpunkten die 
Polaren. Die so erhaltenen polai-enElemente 
bilden dann das polai- zugeordnete n-Eck. 
Als besondere Vereinfachung kaini dabei 
der Umstand einü-eten, daß 



Auflösung. Man konstruiert zu 
jedem Eckpunkt des gegebenen n- 
Eeks die Polare und erhält als polare 
Figur zum gegebenen n-Eck das aus 
den n-PoIargeraden gebildete n-Seit. 
— Man kann aber aiich allgemein 
zu n vinabbängigen Elementen des 
n-Ecks die polaren Elemente kon- 
struieren, um das polar zugeordnete 
n-Seit zu erhalten, also zu k Eck- 
punkten die Polare und zu (n — k) da- 
von unabhängigen Geraden die Pol- 
punkte,und gelangt zumgleiehenZiel. 



lenen Elemente schon Km-venpimkt bezw. 



Kin-ventangente der Kemkiu've ist. Dann ist das polave Element sofort gefunden 
alu Tflugeute des Kurvenp unkte s bezw. als Bei^iiliningspuukt der Kurieiitaiigente. 



Aufgabe 25. Zu einem einer ge- 
gebenen Hyperbel eingeschriebe- 
nen n-Eck das polare n-Seit zu 
konstruieren. 



Aufgabe 26. Zu einem Tangenten- 
viereck einer gegebenen Parabel 
die polare Figur zu konstruieren. 



Aufgabe 37. Einem Kreise sei 
ein Sechseck eingeschrieben; man 
soll die polare Figur zeichnen. 

Brkl.864. InPigm-llTistABCDEF 
das eingeschriebene Seehseek, XYZ LÜ'ei 
seiner Nebenecken, G-HIKLM das 
Tangentensech saeit, GK, HL, EM dessen 
entsprechende Nebenseiten. Den 
Punlrten auf der Geraden XY ent- 
sprechen die Geraden diu'ch den Seimitt- 
punkt von GK und HL; und da unter 
den Punkten auf XY sich auch der 
Punkt Z beflndet, so midi auch unter 
den Geraden durch P sieh die Gerade 
IM befinden. Weil also die drei Punk 
XYZ auf einei' Geraden liegen, 
müssen auch die di'ei Geraden GK, HL. 
DI durch einen Pnidtt gehen, — und 
umgekehrt. 

Auflösimg. Da hier der Krei s 
als Kernkiirve gegeben ist, und das 
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polare Element eines Kurvenpitnktes seine Tangente ist, so ist die 
verlangte polare Figur das Seehsseit derjenigen Tangenten, welche den 
Kreis in den Eckpunkten des eingeschriebenen Secbeecks berühren. Dabei 
werden nicht nur die Ecken nnd Seiten beider Figuren polar zugeordnet, son- 
dern auch die Diagonalen bezw. Nebenseiten des Sechsseits zu den Nebenecken 
des Sechsecks, also der Schnittpunkt etwelcher Nebenseiten des Sechsseits 
zu der Verbindungsgeraden der entsprechenden Nebeneeken des Sechsecks. 
Man erhält so aus dem Satze von Paskai (1640) den Satz von Brianchon 
in derselben Weise, wie der letztere s. Z. ursprüngüeh von Brianchon 
(1806) aufgestellt wurde. 



Aufsal)e 28. Die 
seit durchzuführen. 



iclbe Aufgabe für die Sätze vom Fünfeck und Fünf- 



Aufgabe 39. Man soll den 
besonderen Fall konstruieren, 
daß der Punkt von Brianchon 
und die Gerade von Paskai ver- 
einigte Lage erhalten. 



Erkl. 865. Da die Satze von 
Paskai ursprünglich am Ki'eise aui'- 
gefuntleii wurden, und erst diu'tOi 
Projektion des Kreises aucli als Eigen- 
schaften der Kegeleehnitte festgestellt 
wurden, ao eiitspriclit es der gesehieht- 
lichen Entwicklung, daß aiicli die 
vorliegende Figiu- am Kreise durcli- 
geiühitwnide IiiFigui llTistdieiei 
ImgteBescudeiheit diuch Symmetiie 
bezielmngenlieigestellt e^i&tnlnilich 
von den ni neben&telieiidei Autlosimg ^e 
nannten diei Puiikten dei Tmgente dei 
eine im unendlithen die nndciii tPilei 
■Seite gleiclmeit if in Ueiuhiung^pmikt ge 
^ahlt PiliPi weidpn andi die "leiten m\ 
''echseck sowie jene des SechsBeitß m syiu 
raetn&chei Anoidnung eischemen müssen 
(Die zum unendlich fernen PmikteZpoliie 
Diagonale MI des Sechsseits wud zu einem 
KuTvendiu chniesBei ) — Die neb eiist eilende 
Auflcbuiio und ebenso deien diialistiache 
Übeitijgnn,, duicli Aubnald dieiei be 
heb Igen (jeiaden dm eh den BeialiiMigs 
piinLt P ;;elten ibei selbBtspi'itnidlich 
mcht lim fui den Ivieis wndeni luch 
fui jode aiideiL Tviine ^le sei Fllipsp 
Hjpeibel odei Paiabel. 




Auflösung. Man muß dafür 
sorgen, daß die Nebenecken des ein- 
geschriebenen Sechsecks auf einer 
Kurventangente liegen, bezw, daß die 
Nehenseiten des umgeschriebenen 
Sechsseits durch einen Kurvenpunkt 
gehen. Ist das eine erreicht, so folgt 
das andere von selber. Zum ersteren 
Zwecke wählt man auf einer be- 
liebigen Kurventangente drei be- 
liebige Punkte, legt durch den ersten 
die erste Kurvensekante als erste 
Sechseckseite, durch den zweiten die 
zweite, den dritten die dritte, dann 
wieder durch den ersten Punkt die 
vierte, durch den zweiten die fünfte 
Seehseckseite. Dann fragt es sich, 
oh der erste Eckpunkt der ersten 
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und der letzte Eckpunkt der fünften Seeliseckseite als Vorbindnngsgerade 
eine sechste Seite liefern, welche diireh den dritten Punkt jener Tangente 
geht. Nun bilden aber die schon vorhandenen sechs Kurvenpunkte ein 
eingeschriebenes Sechseck, folglich muß die sechste Seite die dritte in 
einem Punkte derjenigen Geraden schneiden, welche den Schnittpunkt 
der ersten und vierten mit dem Schnittpunkt der zweiten und fünften 
verbindet. Demnach muß auch die Figur sich von selbst in der gewünschten 
Weise schließen. Und beim polaren Sechsseit gehen dann die polar zu- 
geordneten Nebenseiten durch den Polpunkt der TEingonte, al?o durch 
deren Kurvenpunkt. 



Aufgabe 30. Man soll in anderer 
Weise als in Antwort 23, 4 bezw. 
Erkl. 79 beweisen, daß die polare 
Figur eines Kegelschnitts wieder 
ein Kegelschnitt werden muß. 

Ei'kl. 366. In der neb enst eilenden 
Weise wii'cl die BeweisfUlu'ung geleistet 
von Steiner, imd das Ei-gebnis wird von ilim 
ausgesproclien iii dem allgemeinen Satz: 

Satz. Wenu in einer Ebene sich u-gend 
zwei Kegelschnitte hefinden, ao 
liegen die den Tangenten des zweiten 
inbezng ani den ersten angeordneten Pol- 
punkte in einem bestimmten dritten 
Kegelschnitt, und es berühren die 
den Punkten des zweiten zugeordneten 
PolTigeiadcn einen unl denuelben 
dritten Kegel'.cliuitt und zwu dei 
gpstilt d<d3 jedei Tangente und dnem 
Beiidumigspunkte des zweiten Kegel 
RLlmitts ein hestimmtei Punkt nnd dessen 
zugehöiige Tangente im diitten Kegel 
schnitt entspiicht 



Auflösung'. 1) Es ist eine durch 
die Sätze von Paskai und Brianchon 
festgelegte Eigenschaft der Kegel- 
schnitte, daß in jedem einge- 
schriebenen Sechseck die Schnitt- 
punkte der Gegenseiten auf einer 
Geraden liegen, bezw. daß in jedem 
umgeschriebenen Sechsseit die Dia- 
gonalen durch einen Punkt gehen. 
Hat man nun eine Punktreihe, 
für deren Punkte die erste Eigen- 
schaft jedesmal erfüllt ist, so muß 
durch die Polarität ein Strahlen- 
büschel entstehen, für dessen 
Strahlen die zweite Beziehung jedes- 
mal erfüllt ist, — und umgekehrt. 
Folglich kann eine Kurve zweiter 
Oidnung stets nur wieder einer Kurve 
zweiter Klasse entsprechen — und 
umgekehrt. Da aber Kurven zweiter 
Ordnung und Klasse identisch sind, 
so muß auch die Polarflgur eines 
Kegelschnitts wieder ein Kegel- 
schnitt sein. 



2) Unter Berücksichtigung der 
eben genannten Identität zwischen 
Kurven zweiter Ordnung und Klasse 
folgt die verlangte Beziehung außer- 
dem auch alsganzbesonderer Spezial- 
fall aus deni in der folgenden Auf- 
gabe 32 abgeleiteten allgemeinen 
Sitze über Kurven n-ter Klasse 
hezw. m-ter Ordnung. 



Eikl 367 Untei den weitgehenden 
inw ndiiUoen welehe\ondci inliegenden 
alltjtmemen Beziehung gemacht A^eiden 
können möge luei ein Satz eiw&hnt 
weiden ^^ekhel \on Binnchon zueist 
ai sge^pi ochen iiiude und welchei 
gesehen von seinem mit dem \oil 
gehenden btt/( geiade/u idcntihchtn 
lialt (dl die Beiuiumigasehnen nud 
TangeiiteiiBelmittpunkfe polai ziigeoidutt 
Sind) auch die Meikwüi digkeit lufweist daß auf vierfache, je paarweise 
diitUahsche Äusdi ucksweise stets inu dciselbe Inhalt des Satzes in einer vev- 
'in leiten Ailf^ssingsweiMC eisehemt 
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Satz i'i- Siitz u,i. 

Bewegen sich zwei i'e runde rlic he Tangenten 

enies fc^egelBclmitts ro 
diß die Bei-uhiimga daß ili Sclmittpunkt 
sehne ihies Sclmitt ugend erneu zweiten 
p inktes stets ugend Kegelschnitt diu-ch- 
einen zweiten Kegel lanft ^o beHihrt iln-e 
selmitt beiuhit so li i ii mga-Sehne 
duiohläiift liSclmitt stets euien hestimm- 
punktemenbeBtimm ten liitten Kegel- 
t n liitten Ke^el sclnitt 
sclmitt. 
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Saisi fi.,. 
ei'ändeiliche Kurve li- 
eg el Schnitts so, 
daß die Kiu'ventan- 
gentenindi esenPimk- 
ten einander stets anf 
irgend einem zweiten 
Kegelschnitt durch - 
scbiieidenjsobei'ühi-t 
die Vei'bindungs- 
gevade jener beiden 
Kni'venpiinkte stets 
einen bestiitimten 
dritten Kegelschnitt. 

Erkl 368. WhddiepilneÜleitiagun„ einei Kune en\piteit ziii Behachtung 
dei Poliiiigui 7UI (jebnuitftgTu /weiei K ii^ en, ao findut imn daß die'*ei (Tesimt 
flgiii wiedei die Gresanifhgiii /weiei Kegelschnitte eiitspi Lclieii muß und /wai dei 
gestalt daß den gemmbanien Tmgcnten dei beiden eisten die gemeuwamen Kunen 
punkte dei let7teien, und nmgekehit den gemeinsamen Schnittpunkten dei eiateien 
die gemeinsamen Tangenten dei letzteien entspiechen Sind \oii den Elementen 
dei einen Alt etna wegen dei be^ondeien Lage dei Kiuven keine ■vorhanden so 
können anch von den enfspi eckenden gemeinsamen Elemtnten keine ^oibiuden yein 
Jedeufilla eikennt man d^ß die Behaadlimg dei gememsauien Tangenten z^veiei 
Kurven auf dieselbe Ait lon Uiitei sucliung Mui, wie die Behandlung dei aomem 
sainen Schnittpmkte 7weiei iiideien Kegelschnitte, daß also jedentilh luch die 
Anzahl gemenisamei Tangeuten und die Anzahl gemeinsamei 8eliiutti)un! te zweiei 
Kpj;fl schnitte sich in geuin ^le cheu G- i ii/en bewegen miß neulich /wiSLliun und 4 



Satz ßi 
Bewegen sieh 

punkte eines Ki 
daß ihre Verbin- 
dungs - Gerade stets 
Tangente ii'gend 
eines zweiten Kegel- 
sclmittsist, so schnei- 
den die Tangenten 
m Jtiun Km^Ln 
punkten einindi i 
stets Ulf einem be 
stimmten diitten 
KtgeKchmtt 



liif£;ilH !1 
naelii>i-iifen. 



t Lill bs n 7\\ 



Aiifg.itie 32. Man soll die pohire 
Übertragung allgemeiner Kurven 
n-ter Klasse bezw. m-ter Ordnung 
in ihren Gmndzügen aufstellen. 

Erkl. 369. Eine Kurve Isjuiii man 
sich stets vorstellen als Pnnktreihe ihrer 
Kurvenpunkte oder ais Strahlenbiischel 
Üiver Tangenten, Dabei braucht aber im 
allgemeinen dm-elums nicht die r diiun g s- 
zahl dieaei- Piinkü-eihe .die gleiche zu 
sein wie die Klassenzahl dieses Strablen- 
biischeia. Nur bei den Kegelschnitten, 
nnd hei keinen KiUTen höheren Grades, 
gilt diese einfache Beziehmig, daß Ordnungs- 
zahl und Klassenzahl gleichzeitig gleich 
zwei sein müssen. Somit kann maii also 
haben eine Kiuwe von n-ter Ivlasse und 



Auflösung. Unter Klaeeenzahl 
eines Strahlenbüsehels allgemeinster 
Art versteht man die Höehstzahl der 
Strahlen dieses Büschels, welche 
durch einen Punkt gehen können; 
unter Ordnungszahl einer Punkt- 
reihe allgemeinster Art versteht man 
die Höehstzahl von Punkten dieser 
Punktreihe,welche auf einer Geraden 
liegen können. Wird also die eine 
oder andere dieser beiden Figuren 
polar übertragen inbezug auf einen 
beliebig gewählten Kegelschnitt 
als Fundament alkurve , so werden 
Punktreihen zu Stralilenbüscheln 
und umgekehrt, die durch einenPunkt 
gehenden Tangenten zu Punkten, 
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welche auf einer Geraden liegen, und 
die auf einer Geraden liegenden 
Punkte werden zu Geraden, welche 
durch einen Punkt gehen. Man er- 
Eikl 870 Ftli diesen ■njiheigelipnilen halt also die allgemeine Aussage: 

einlaclisten F^ll dei Kniven des /weiten 

Giades heteit iliei dei nebenstcliende 

Beweii iiotU eine weiteie Grimdh^e fl5i 

die Bclniiptimg des m TrM 36l 

gespi jelienen Satzes Denn wemi dfi die 

KmvL unililülende Stiildenbiiseliel 

hdcliatenh zwei '^finhleu gemeinsaiu linben 

kann mit emem Sttahleiilrascliel eistci 

Klasse io geben elDen an die Kuiie iKchbtiiis zwei Tangenten ana einem Punkte, 

sie ist loa 7weitei Klasse ünd^enn lici polarer Abbildung die von den Kiwven- 

pnnkten der polaren Kurve gebildete Pmiktreüie mit eiaer Pnnkü'eilie erster Ordinmg 

höchstens zwei Punkte gemeinsam haben kann, ao wird die Kurve von einer Geraden 

in höchstens zwei Punkten gesohnitten, sie ist, von zweiter Ordnung. 



Sata. Die polare Figur zu einer 
Kurve n-ter Klasse ist eine Kurve 
n ter Ordnung; die polare Figur zu 
einer Kurve m-ter Ordnung ist eine 
Kurve m-ter Klasse. 



Airfgabe 33. Man soll zwei beliebige dualistisch erzeugte Figuren 
( den früheren Untersuchungen auf die Art ihrer Dualität durchprüfen. 




Erkl. 371. Es liegt durchaus keine 
Wahrscheinlichkeit vor, daß zwei so will- 
kürlieh. wenn auch dualistisch gegen- 
überstehende Figuren, wie 118 und 119, 
projektivisohe Verwandtschaft besitzen 
Bollen, Denn T^enn auch die Punkte 
A, Bi Ol auf ti^ die Sti'ahlen ^ bj Cj durch 
Si projektivisch bezogen werden können, 
und selbstverständlich dann auch die 
Sti'ahlen a^ ha Cj auf die Punkte A^ Ba Os, 
so ist doch der Punld P^ ganz willkto- 
lich hinzugewähit zu A^ Bi d und pi zu 
aibiCi- Nur wenn nlso pj^ hi 'Iq.y 



Auflösung. Als Beispiel seien 
gewählt die Figuren 118 und 119, 
welche im zweiten Teile dieses Lehr- 
buches als Grundlage dienten für 
die Erzeugung der Kurven aus zwei 
projektivisch verwandten Punkt- 
reiheu ti t2 in Fig. 118 bezw. Strahlen- 
büseheln Si ^ in Figur 119. Es 
entspricht also der Geraden ti in 
Fig. 118 der Punkt Si in Fig. 119, 
ebenso t^ und S-=, die Punkte Äi,j 
Bi,ä Ci,2 Pi,, auf t,,., den Strahlen 
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Weise zu a^ b^ c^ binzugenomraen würde, daß 
er tler projektiviseb entsprechende 
StraJil -würde znv Pnuktgnippe Ai Bi Ci Pi, 
dann wäre auch »2 h^ Cj p2 A A3 B^ Cj P^ 
11. s.w. Dann wäi'e aber immer nocb die 
Wabl der 81 8^ in Figur 118 und t, t^ in 
Figur 1 1 9 zn vielen Wülklirliehkeit en uuter- 
worfen, als daß bei willküvlicber Aus- 
wahl projektiv! sehe Terwandtechaft der 
beiden Figuren zu erwarten wÄre. 



ai,2 bi,3 Ci,2 pi,2 durch 81,3, nnd alle 
weiteren Figurenteile sind die Er- 
zeugnisse dieser Elemente, also die 
Klaesenkurve der Figur 118 und 
die Ordnungskurve der Figur 119 
stehen einander in allen Teilen 
dualistisch gegenüber. Aber es ist 
nicht durchgeführt, daß etwa die 
Strahlengruppe pi bi ai c, durch 
Scheitel Sy der Fig. 119 projeldiviseh 
verwandt wäre zur Punktgruppe 
Fl Bi Ai Gl auf Träger ti der Fig. 118, 
oder daß etwa die Punktgruppe Ai 
Sj Si A2 der Figur 118 projektiviseh 
wäre zur Strahlengmppe ai tj t^ a^ 
der Figur 119, Man hat also in diesen 
Figuren zwar dualistisch ent- 
sprechende, aber nicht einmal 
projektiviseh verwandte Gebilde, ge- 
schweige denn polar zugeordnete 
Figuren. 



Erkl. 372. Immerhin zeigen die Figuren 
118 und 119 eine so weitgebende Über- 
einstimmung iu der Lage ihrer Elemente, 
daß man dieselben auch wolil als Muster- 
beispiele flu- projektiviseh verwandte 
Figuren ansehen konnte. Denn nielit nnr 
die Pnnktgrnppen BAOP ant tj und tj 
liegen mit den Sti.'ahleiigriippen b a c p 
durch Si und Sa iu gleicher EeiheuEolge, 
sondern aucli für andere Elemeutengi'uppen 
beider Figuren stimmt das sogenannte 
KriterinmderEeihenfolgi' ganzbefriedigend 
llberein. So hat man als 8ti-ahlen durch Punkt Po iu Figur 118 die Verbindunga- 
geraden naeli dem Ti'ägersclmittpunkt E^, imch P,, (\, A,, Sj, B?, nach dem Schnitt- 
punkt (bc), und in genau gleiclier Eeüienfolge in Figur 119 die Schnittpunkte des 
Strahles po mit der Verb in dunga geraden dei- Scheitel e^, mit i>si "^j *'2i *]> ^i> ^'"'" 
der Verbinduagsgeraden BC. Gleiche tjbereinstimmnng ergeben auch Strablen durch 
Pi bezw. P^ der Figur 11>! mit den entsprechenden Punkten auf Pi bezw. p^, in 
Figur 119. 



Aufgabe 3i. Man soll zwei 
dualistisch entsprechende Figuren 
80 herstellen, daß dieselben auch 
projektiviseheVer wand tschaft 
besitzen, 

Erkl. 373. Die l'ünf Punkte AÜCDP 
in Figur 120 bilden ein Flinfeck, die fiitif 




Auflösung. Vier Punkte ABCD 
eines Vierecks (Figur 120) kann man 
beliebig zuordnen zu vier Geraden . 
ahcd eines Vierseits (Figur 121). 
Um dann zu einem weiteren Punkte 
P (Figur 120) die projektiviseh ent- 
sprechende Gerade (Figur 121) v.n 

Fiji-ur 1-21. 
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Projektivisclie (neueve) Geometrii 



Ul. l\;i 



Geradeu abcdp in Pigui' 121 ein Fünf- 
seit. Und die dualistische Gegenüber- 
stellung beidev Pigui-eu liefert diesellien 
Ergebaisse wie die Beti'aclitimg des Yüni- 
ecks und FUiifseifs etwa in Figiii' 42 und 
43 oder Figui' 44 imd 45 des ersten Teiles 
dieses Lehrbiiclies. Während aliev dort 
die fünf Elemente jedesmal vollkommen 
wülküi-licli gewählt wavea, sind jetzt nui- 
rier Elemente beiderseits willkiirlidi, 
das fünfte mir noch in der einen von 
beiden Figuren. — In der Sprjiclie der 
analytiseheu Geometrie, wo jeder Funkt 
zwei uuabhilngige Koordinaten hat und 
ebenso jede Gerade zwei wiUkürliche 
Konstanten (vgl. Erkl, 85), liätte man von 
Figm- 120 zn Figur 121 eine Trans- 
formation mit acht willkürlichen Kon- 
stanten. * Und dieae Anzail bleibt dieselbe 
bei Erweiterung der beiden Figm-en zim\ 
Fünfeck, Sechseck u.s.w, bezw. zum Fünf- 
seit, Sechsseit u, s. w. , während diese 
Konstant enzahl bei der allgemeinen Aus- 
wahl der beiderseitigen Elemente sich 
unbegrenzt steigern müßte. 



erhalten, verbindet man in Fig. 120 
P mit zwei von den vier vorhandenen 
Punkten, etwa mit Ä nnd B, und 
beachtet die Strahlengruppen AB, 

AC, AD, AP und BA, BC, BD, BP. 
Konstruiert man dann auf den Ge- 
raden a und b der Figur 121 einen 
vierten Punkt so, daß die Punkt- 
gruppe fab) (ac) (ad) (ap) projektivisch 
wird zur Strahlengruppe AB, AC, 

AD, AP, und die Punktgruppe (ba) 
(bc) (bd) (bp) projektivisch zur 
Strahlengruppe BA, BO, BD, BP, 

— so wird auch die Verbindungs- 
gerade p der Figur 121 projektivisch 
verwandtzumPunktePder Figur 120. 

— Und in gleicher Weise müßte jeder 
weitere Punkt oder jede weitere Ge- 
rade beider Figuren an die vor- 
handenen Elemente angeschlossen 
werden. 



Aufgabe 36. Man soll dieselbe Aufgabe für die Figuren 118 und 
119 durchfülffen. 



Aufgabe 36. Es sollen zwei 
dualistischeFigureninderBeziehung 
hergestellt werden, daß sie als polare 
Figuren zu einer Kurve erseheinen 
müssen. 

Erkl. 374. ^Vährend man in Auf- 
gabe 34 bezw. 35 stets vier Elementen 
der einen Figur vier willkürliche Elemente 
der anderen Figur zuordnen durfte, Itann 
hier die Anzahl der willkürliclien Elemente 
nicht griifler sein, als die Anzahl der 
Bestimnnmgsatiieke einer Kurve. Denn 
duroll Festlegung der Kurve ist ja auch 
di e eindeutige 1) eziehung unter all enPunkten 
und Geraden der Ebene festgelegt. In 
der Ansdracks weise der analytischen 
Georaeti'ie erscheint diese Reduktion der 
willküilichen Elemente a's Überführung 
der Transformation mit 8 willkürlichen 
Konstanten in eine solche mit bloß 5 willkür- 
lichen Konstanten, näinlicli ebenso vielen, 



AuflÖsuug. I) Ist die Kurve als 
vollständig gegeben anzimehmen, 
so hat man dieselbe Aufgabe wie in 
Aufgabe 24 zu lösen durch Kon- 
struktion des polaren Elements zu 
jedem einzelnen Pigurenteil. 

II) Ist die Kurve nicht kon- 
tinuierlich gegeben , sondern nur 
durch fünf Elemente bestimmt von 
der Art TTTTT, TTT(TP), T(TP)(TP), 
(TP)(TP)P, (TP)PPP, PPPPP, so wird 
dieselbe Auflösung ermöglicht durch 
die Aufgaben 14 bis 16 bezw. 18 bis 
20 in einfacher Anwendung oder 
durch zweimalige Anwendung der- 
selben Konstruktion nach Auf gabe22 
bezw. 23. 

III) Liegt eine gegebene oder be- 
stimmte Kurve überhaupt nicht vor, 
so ist die allgemeinste Lösung der 
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!s II Lestimmung eiiitr Km\e zweiten 
(iiaÜLs Dotw endig Bind Man kinn also 
nicht in lii zn viei Flementfn iifi anleiP 
n illkuilieh zuoidnen siilIi nicht z i dieien 
diei wiUkirhcltc "^onlcm man dnifte nm 
/n 7nei behebigen Punkten zwei Ijeliebigp 
Geraltn ziioidnun und aelion die einem 
diitten bcleligen Piuikte zu/iioi dneiuTe 
Geiadt imOte d ich bcsondeie Kon 
stinktiun festgestellt weiden Dieae all 
gemeinste Alt dei Losung lann abei eist 
mit dpu Mitteln des diitten Alschnittb 
diese? Buches lil ci iinol t ii lie B 
ziclLnnr,en s^loBt weil n 

Eikl 875 Hegnngt man sich ibe\ 
mit 1 1 Auflösung im besondeien Fall, so 
lat m\n in den nebenstehenden Pällen 
a) und b) neiade den eisten und letzten 
1 all dei ?Vl eittn Änllösimg wiedei 
7ULikenn n \iicU die viei Zwiachenlall 
können mtiiilich m Anwendung gebracht 
weiden indem imn c) zu viei Punkten 
ABU) dei inen Figm zuoidnet ein 
duich A gehende willkuilich gew-ihlte 
freiade i imd n BCU di jenigen diei 
Geraden welche die duieli (4a) BOD 
bestimmte Km\e in den Punkt n L C 
D beinhien, indem man dieselben naeh 
Paakäl konstruiert, Oder man wählt d) zu 
drei Punkten ABC der einen Figm- zwei 
willkürliche Geraden durch A B als a und 
b und konstruiert e nach Paakal ala Tangente 
1 die durch {Aa)(Bb)0 bestimmte 



Aufgabe nicht ohne Verwendimg der 
involutor lachen Eigenschaften der 
polaren Figuren möglich. Man 
kann aber die Aufgabe zurückführen 
auf die vorhergehende Lösung II 
dieser Aufgabe, indem man nicht 
von beliebig gegebenen Elementen 
beider Figuren auegeht , sondern 
von bestimmt ausgewählten. Da 
nämlich Kui'venpunkt und Tangente 
stets polar zugeordnet sind, so kann 
man entweder a) fünf Punkte 
ABCDE der einen Figur willkürlieh 
auswählen und als deren zugeordnete 
Geraden der zweiten Figur die fünf 
Geraden nehmen, welche die durch 
die Punkte ABCDE bestimmteKurve 
in diesen selben fünf Punkten be- 
rühren, denn diese können naeh 
Paskal konstruiert werden. Oder man 
wählt b) fünf Gerade abcde der 
einen Figur willkürlich und bestimmt 
als deren zugeordnete Punkte der 
zweiten Figur die fünf Punkte, 
in welchen die durch die Tangenten 
abcde bestimmte Kurve diese Tan- 
genten berührt, indem letztere naeh 
Brianchon konstruiert werden. Von 
den 90 vorhandenen fünf Figuren- 
elementen wird dann in gleicher 
Weise weiter konstruiert, wie in Auf- 
gabe 34 oder wie in der vorher- 
gehenden Lösungll dieser Aufgabe. 

Kurve. Oder man wSlilt e) zu di'ei Ge- 
raden abc erst zwei beliebige auf den Geraden a und b liegende Punkte als AB und 
konstiiiiei-t C nach Brianchon als Beruhi-uugspnnkt auf e an der durch (Aa)(Bb)e 
bestimmten Kuiwe. Oder endlieh f) man wählt zu vier Geraden abed einen will- 
kllrlicli auf a ÜBgenden Punkt A und konstituiert als entsprechende Pmikte zu bcd 
die nach Biiaaehou zu konstraierenden Berulmungsp unkte der dui'ch (Aa)bed bestimuiten 
Kni-ve. Auch hier folgt die Portsetzung durch Zeichnung weiterer zugeordneter 
Kiemente nach Aufgabe 34 oder Lösung II, 



3. Aufgaben über das Polardreieck. 

(Zu Abschnitt If.) 

Aufeabc 37. Man soll die Lage eines Pohirdreiecks an dei- 
Hyperbel aufsuchen. 
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Ei'ld. a7(i. Aiiili !iii Figur V22 er- 
gelnin sieh diesuUmn Bezieliuugeii, wekhu 
in Erkl. 06 für rigiir 19 dni'cLgeltÜirt 
wurden: Seclis Gerade durch den inneren 
Pualtt P, je aelit Gerade diircli Q und II. 
Von letzteren fehlt in Figur 122 nur die 
GeradeYdn.ch Q, welche je nach Lage von 
q (Ten einen oder andern Ast der Hyperhel 
KU treffen hat. Deiütt man sich den 
zweiten Kurvenechnittpunkt von q rechts 
oben, so geilt auch v vim Q nach rechts 
oben, denkt man sich den Punkt Imks 
unten, so lauft auch v nach links rmten 
— beidemale z^visellen b und QU. Auf 
der nicht sehneidenden Geraden p liegen 
sechs Schnittpunkte, auf den echneidenden 
Geraden q, r liegen je acht besondere 
Punkte. Zudem hat man auch wieder 
die Tataache, daß die vierten harmu- 
nischen Geraden durch die Ecken des 
Polardreieeks, die dllnn ausgezogenen 
Lmien PE, PF, QB, QD. RA, ItC zu je 
di'eien durch einen l'unkt gehen, und 
tlaß deren Pole, die vierten harmo- 
nischen Punkte auf den Seiten des Pohir- 
dreieclts, die Schnittpunkte (pe), (iDf). 
(qb), ((jd), (r.i), (rc) "zu je dreien aui 
einer Graden liegen. 



Aiiflösviiig. Da iiacli Antwort 
der Frage B7 von den drei Eck- 
punkten des Polardreiecks stets nur 
ein einziger innerhalb der Kurve 
liegen muß, so hat man an der 
Hyperbel nur die Lage der dureli 
diesen inneren Punkt P gehenden 
Sekanten e, f zu unterscheiden. 
Wie aus Figur 110 hervorgeht, 
liönnt^n dieselben entweder den den 
Punkt P umschließenden Ast zwei- 
mal hch neiden, und dann bleibt 
der andere Kurvenast ganz außer 
Verwendung, sodaß die entstellende 
Figur von Figur 19 sieh nicht 
wesentlich unterscheidet. Dagegen 
treten beide Äeste in die Behand- 
lung ein, wenn von den Sekanten 
e und f die eine oder andere oder beide 
die beiden Kurvenäste schneidet. 
Das ist schon in Figur 110a der 
Fall, wo das Polardreieck P I II 
entstellt. Letzterer Umstand ist 
auch in Figur 110b und Figur 122 
durchgeführt in derselben Aus- 
führung, wie Figur 19. Man kann 
auch von einer Seite des Polar- 
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El kl. 877. in gleLclicr Weise, wie 
in voriger KiUiraiig die Fröi-fenmgeii 
der llikt, tÜ JUiE 1.10 1 igiii 122 uljei 
Ingen eiml, las'ien sicli ..(uli alle Ans 
flilirinigen dci Ait«oilen 29, 0, Jl 
sowie der llrUniin^ui 0(. Ijiö IIJ iu! 
die Figur V22 tltjeitngen Is Liebt 
dem SliuUerenden libciliMdeii, die Finzel 
beiten an Figur 122 alle dmcIiyiiftlLieii 
Dahin gej.öit mch ilio \cieinraLbnng dci 
Fignr 12!2 naili <(in Aoiganfr, weltliei 
aus Figur 19 ^fi 1 igni 21) [,dilhrt hilfe 
und eine besondoe Alt dei l'o iidifiefkc 
in zweifacher Weise lief ite 

Ei'ltl. 378. Diß -müi I ncnd leli (enso 
Punlste der Ebenp als 1 Ijraikte rincs 
Polardreiecks auitieten köiiiicn, lue/« 
anch die nnendbcbteme Gerade als 
Seite eines Pohl dl eiecks eisüienienktiin 
wird besondeiei Eiöitenmg untei70gen 
in dem von Dm chmeuspi nnd Mittelpnnl t 
der Kurve handelnden Abschnitte die'^e^ 
Buehes. 



dreiecks ausgeiiend nacii Figur 109 
;ie zwei der dort bczeiclitieten Punkte 
EF als Ausgangspunkte der Tan- 
genten des umgeschriebenen Vier- 
seits ßuswiiblen. Jedoch erzeugen 
die vielerlei Viereeksarten, welche 
nach jener Figur entstehen können, 
auch keine versshiedenen Arten 
von Polardreieckert, als die eben- 
genannt o einfache Unterscheidung: 
Von den drei Seiten des Polar- 
dreiecks kann die eine die Kurve 
gar nicht treffen, die anderen 
müssen die Kurve sehneiden, und 
zwar entweder den einen Ast allein 
oder beide Aeste. 

Das Polardreieck PQR bezw. pqr 
ist das Dreieck der Nebenecken 
des vollständigen Sehnenviereeks 
mit Seiten abcdef oder das.Drei- 
seit der Nebenseiten des vollstän- 
digen Tangentenvierseits mit Ecken 
ABCDEF. 



beliandeln. 



Aufgabe 38. Man soll Pig. 122 in Uebereinatinuniing mit Fig. 20 



Aufgabe 39. Es soll aus den 
Figuren 12 bis 15 abgeleitet werden, 
welche Lagen das Polardreieck bei 
Festhaltung einer Ecke annehmen 
kann. 

Erkl. 379. In Fig. 12 S. 32 sind 
nielit mehr Polardreiecke vorhanden, als 
die drei nebenstehend aufgezählten BPQ, 
RPA, DPR, in Fig. 13 S. 33 sind im 
ganzen vier Polar dreiecke vorhanden, 
nämlich aufler den zur Sti'ecke zusammen- 
geschiTimpften Tangenten PX nnd PY die 
vier Polardreiecke DPK CPL \PR 
BPQ In Fig 14 S 37 sind anflei den 
nnendlieh schmalen P\ und P"i nur die 
zwei Pdaidreiecke B^PV, A Püo -wirk 
lieh ausgezeiihnet nm r " 1 t t ti 1 n 
sieb noch die zwei 11/ 

und C PWi, zn den I i 

PÜA diesei Ii^in ,n ! I II it 

beboudeis festoth^t li I ^ 1 '^ ^ 

SR 1 ■< Pcujckll Is he ( e c L c r f l 1 



Ä«flÖs\mg. In den Figuren 12 
bis 15 (S. S. 31, 52, 60) ist jeweils 
P der Pol der Geraden p, und die 
durch P laufenden Geraden a, b, e 
u. s. w. die Polaren der mit A3 Bs Ca 
u. 8. w. bezeichneten Punkte auf p. 
Demnach muß auch wieder die Ver- 
bindungsgerade PAs, PBs, PCa 
u. s.w. die Polare des Schnittpunktes 
(pa), (pb), (pc) sein, und folglich ist 
jedes der Dreiecke mit Seiten p, a 
und Ecken P,Ä2, Seiten p, b, Ecken 
P, Bi u. s. w. in Fig. 12 bis 15 ein 
Polardreieek. 

In Figur 13 (und 14), wo der 
Eckpunkt P außerhalb der Kurve 
liegt, sieht man, daß die beiden 
Seiten der Ecke P bei Veränderung 
einer einzelnen sich in entgegen- 
gesetzten Umlaufs-Richtungen 
bewegen, nämlich beide auseinander 
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sind ausgezeichnet die zwei Polardreiecke 
VaPBa Ä3PU2, angedeutet HoehWgPCs, 
■wälirend die Ecke Kj des Dreiecks 
ZgPKj weit links außerhalb der Zeich- 
nung zu liegen hätte. 

Erkl. 380. Wenn in Fig. 12 die 
Ecke B oder K rmendiich weit weg- 
rückt, so entspricht als dritter Eck- 
punkt ein zwischen D und Q 'iegender 
Punkt, dessen Sekante nach '. >ii ihren 
Kurvensclmittpunkten zwei mit p parallel- 
laufende Tangenten liefert. Wenn in 
Figur 13 der Punkt D nach links oder 
Ä nach rechts unendlich weit fortrückt, 
80 entspricht als dritter Eckpunkt ein 
Punkt zwischen K und R. Und wie der 
zweite Ahschnitt dieses Lehrhnches zeigt, 
ist dieser Punkt der Mittelpunkt von 
XY, sein Strahl nacli P ehenso wie die 
zuletzt gefundene Sekante der Fig. 12 ein 
Durchmesser der Kurve, Wenn aher 
ein Polai'cireieck zum Parallelstreifen aus- 
artet, so ist seine dritte Seite stets ein 

Kui-vendurchmesser. Und der Winkelwei-t des Dreiecks hei Spitze P geht bei 
Figur 12 vom Maximum nie unter einen gewissen Grenzwert lienmt«r, während 
derselbe bei Figur 13 vom Maximum bis zum Wert heruntergehen kann. 



oder beide zu einander hin gegen 
die Tangenten x bezw. y von P 
an die Kurve. Es wäre also die 
Tangentenstrecke PX oder PY als 
ein unendlich sehmal zusammen- 
gesc'^-'fimpftes Polardreieek anzu- 
sehe Und andere Dreiecke sind 
dann in Figur 13 PCL, PDK, 
PBQ, PAR. Je weiter hinaus die 
Ecke A bezw. D rückt, desto weiter 
nach innen kommt der entsprechende 
dritte Eckpunkt. 

In Fig. VI (und 15), wo der Eck- 
punkt P innerhalb der Kurve liegt, 
bewegen sich die Seiten der Ecke P 
bei Veränderung einer einzelnen in 
gleicher Umlaufsriohtung, also 
beide mit oder beide gegen den 
Uhrzeiger. Die Dreiecke in Fig. 12 
wären nämlich BPQ, EPA, DPK 
u. s. w. 



Änfgahe 10. Man soll beliebige 
mit einem Polardreieck kolli- 
neare Sehnen- bezw. Tangenten- 
Dreiecke untersuchen. 

Erkl, S81. In Figur 123 ist mit I 
sowohl der Berührungspunkt der Tan- 
gente AC als der zweite Kurvenschnitt- 
punkt der Sekante lO? bezeichnet, und 
ebenso mit H sowohl der Berührungspunkt 
der Tangente BC, als auch der zweite 
Kurvenaehnittpunkt der Sekante EQ. Daß 
beiderlei Punkte wirklich zusammenfallen 
müssen, kann durch folgende einfache 
Uebeilegung erkannt werden. Punkt A 
liegt auf k und p, folglich geht seine Polare 
durch K und P. Die KuiTensehnittpunkte 
dieser. Polare sind aber die Berührungs- 
punkte der von A an die Kurve gelegten 
Tangenten, folglich trifft die Gerade KP 
die Kui've Im Bei-üln-ungepunkt der von A 
an die Kui-ve gelegten Tangenten. — Und 
in umgekehrter Durehfühnmg erhält man 



Auflösung. I) Wählt man eine 
beliebige Tangente k einer Kurve 
und bringt sie zum Schnitt mit 
den drei Seiten pqr eines Polar- 
dreiecks, so hat man sowohl im ersten 
Schnittpunkte A als auch im zweiten 
Schnittpunkte B noch eine zweite 
Tangente an die Kurve. Und da P 
der Pol der Geraden p =■ AR ist, so 
muß nach Satz 2ß die Gerade AP 
die vierte harmonische Gerade sein 
zu diesen zwei Tangenten und p, oder 
die zweite Tangente AI muß auf r 
den vierten harmonischen Punkt 
ausschneiden zu den Schnittpunkten 
von AR, AP und AK, oder zu Q, P 
und L- Ebenso wird im Punkte B 
die Gerade BQ nach dem Pol von q 
die vierte harmonische Gerade zu q 
und den beiden Tangenten aus B an 
die Kurve, oder die zweite Tangente 
aus B muß auf r den vierten har- 
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am anderen Beispiel: Gerade 1) geht dnreli 
K mid Q, folglich liegt ihr Pol im Schnitt- 
punkt von k und q. Die Tangenten dieses 
Poles haben aber als Berühi-ungs sehne die 
Polai-e, also muß die von B an die Km-ve 
gezogene Tangente im KuiTen Schnittpunkt 
von b berühren. 

Erkl. 382. Statt vom Punkte K bezw. 
Taugente k auszugehen und das Zu- 
sammentreffen von C mit r bezw. von e 
mit E zu beweisen, hätte man auch von 
Punkt H beaw. Tangente h oder von Punkt 
I bezw. Tangente i ausgehen können. Wie 
in nebenstehender Unterstiehung C als 
vierter harmonischer Punkt zu PQL ent- 
steht, so erhält man im zweiten Falle A 
als vierten harmonischen Punkt auf p zu 
Q, S und (hp), im dritten Falle B als 
vierten harmonischen Punkt auf q zu P, 
R und (iq). Oder wie in nebenstehender 
Untersuchung c a,Is vierter harmonischer 
Strahl zu p, q und EK entsteht, so erhält 
man im zweiten Falle a als vierten hai-- 
monischen Sti'ahl durch P zu q, r und PH, 
im dritten Falle b als vierten harmonischen 
Strahl dm'ch Q zu q, r und QI. — Der 
PunktKoderloderHist einzeln genommen 
jeweils völlig beliebig, sodaß keineswegs 
EK durch oder HI durch L geht. Nur 
in dem in Figur 20 behandelten Einzel- 
falle würde solche Besonderheit hinzu- 
kommen, 

Erkl. 383. Als Folgenmg aus dem 
ersten und zweiten Teil der nebenstehenden 



münischen Punkt ausschneiden zu den 
Sclinittpunkten von BB, BQ und BK, 
also wieder zu P, Q und L, Dem- 
nach muß die Tangente BH und die 
Tangente AI durch denselben 
Punkt auf r hindurchgehen, d- h, 
die drei Ecken des Tangentendrei- 
eeks ABC liegen auf den drei 
Seiten des Polardreiecks. 

II) Wählt man einen beliebigen 
Kurvenpunkt K einer Kurve und 
verbindet ihn mit den drei Eck- 
punkten eines Polardreiecks, so hat 
man sowohl auf der ersten Ver- 
bindungsgeraden KP = a als auch 
auf der zweiten KQ = b noch einen 
zweiten Schnittpunkt mit der Kurve, 
Und da p die Polare von P ist, so 
muß nach Satz 2aß der Punkt (ap) 
der vierte harmonische Punkt sein 
zu den zwei Kurvensehnittpuntten 
K, I und P, oder der zweite Kurven- 
Schnittpunkt auf a muß aus R pro- 
jiciert werden durch den vierten 
harmonischen Strahl zu KP, EA und 
BK, also zu q, p und EK. Ebenso 
wird auf der Verbindungsgeraden b 
der Punkt (bq) der vierte harmonische 
Punkt zu den zwei Kurvenschnitt- 
punkten K, H und Q, oder der zweite 
Kurve nschnittpunkt auf b wird aus 
R projiciert durch den vierten har- 
monischen Strahl zu RQ, EB und 
RK, also wieder zu p, q und EK. 
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Untei'sucLiirig würde luau jiiiiiMoiist die 
beiden Eiiizelaätze niisspreclien : Liegea 
zwei Eckpunkte einea Tangenten- 
dreieeks aut Kwei Seiten eines 
Polardi'eiecke, so mnQ die dritte 
Ecke jenes auf der dritten Seite 
dieses liegen. — Gehen zwei Seiten 
eines Sehnen dreieeks dnreli zivei 
Eckpunkte eines Polardreiecks, so 
muß die dritte Seite jenes durcli 
die dritte Ecke dieses gelien. 

Nach Satz 10 ist nun das Polardreiecls 
PQR koUineai- sowohl mit dem Tangenten- 
dreieck ABC als mit dem Sehnendreieck 
aho. Es müssen also auf einer Greraden 
liegen sowohl die Schnittpunkte (hp) (iq) 
(kr) als auch die Schnittpunkte (ap) (bq) 
(er), imd es miisseu durch einen Punkt 
gehen sowohl die Verhindnngsgeraden 
AP, BQ, CR als auch die Verhindungs- 
geraden HP, IQ, KR. Der erstere Sclniitt- 
punkt als Pol der erstgenannten Ge- 
raden, welche die Kurve scliuoidet (siehe 
Figur 123), liegt außerhalb der Kmwe, 
der letztere Schnittpunkt liegt innerhalb 
der Km-v6 als Pol der letztgenannten 
Geraden (uud zwar diese beiden nahe der 
Peripherie der Kui-ve). Denn laut Satz 10 
muß das Polardreieek kollinear sein 
sowohl mit jedem der Kurve umge- 
schriebenen und dem Polardreieck 
eingeschriebenen Dreieck als auch 
mit jedem der Kurve eingeschrie- 
benen und dem Polardreieck um- 
geschriebenen Dreieck, 

Ei'kl. 384. Die im vierten Teile neben- 
stehender Untersuchung bewiesenen Siltze 
bringen die merkwürdige Beziehung, daß 
nicht nur einfach unendlich viele, sondei-n 
doppelt unendlich viele Elemente 
mit Seiten bezw. Ecken des Polardreieeks 
vereinigt liegen, liefern also eine höchste 
Stufe der MerkwUi-digkeiten von Pol und 
Polare. Denn im Satz a gibt es erstens 
zu den konjugierten Geraden p und q je 
unendlicli viele Tangenten wie h oder 1 
oder k, und zweitens zu einer einzelnen 
dieser Tangenten unendlich viele Paare 
konjugierter Geraden wie p q durch R. 
Und im Satz h gibt es erstens zu den 
konjugierten Punkten P und Q je unendlich 



Demnach müssen die Verbindnugs- 
geraden EH und ßl anf derselben 
Geraden c diireli B liegren, d. h. die 
drei Seiten des Selmendreit^eke abc 
gehen durch die drei Eck- 
punkte des Polardreiecks, 
IIDManerhältalsodenDop; eisatz: 
Satz. Man kann einer Kurve be- 
liebig viele Dreiecke umschreil)eii, 
deren Ecken auf den Seiten ein,e.-i 
Polardreiecks liegen, und beliebig: 
viele Dreiecke einsehreiben, deren 
Seiten durch die Ecken eines Polar- 
dreiecks gehen. Jede Tangente der 
Kurve kann als eine Seite für ein 
Dreieck der ersteren, jeder Kurven- 
Punkt als ein Eckpunkt für ein Drei- 
eck der letzteren Art auftreten. 

IV) Nun kann aber Punkt ß als 
Eckpunkt beliebig vieler Polardrei- 
ecke und ebenso r als Seite beliebig 
vieler Polardreiecke ers eheinen ,vrenn 
nur P und Q zvfei konjugierte Punkte 
aufr,bezw.pundq zwei konjugierte Ge- 
raden durch K sind. Daher gilt jener 
Satz nicht nur für die Schnittpunkte 
der beliebigen Tangente k mit p und 
q, sondern mit allen Paaren kon- 
jugierter Geraden durch K, denn jedes 
Paar derselben bildet mit R ein Polar- 
dreieck. Und ebenso gilt der Satz 
nichtnurfür die Verbindungsgeraden 
desbeliebigen KurvenpnnktesK mit 
P und Q, sondern mit allen Paaren 
konjugierter Punkte auf r, denn jedes 
Paar derselben bildet mit E ein 
Polardreieck. Daher erhält man 
folgende zwei Erweiterungen des 
obigen Satzes: 

Satz a. Bringt man beliebige 
Tangenten einer Kurve zum Schnitt 
mit beliebigen Paaren konjugierter 
Geraden eines festen Punktes E, so 
liefern die zweiten Kurventangenten 
aus jenen beiden Schnittpunkten als 
dritten Schnittpunltt stets einen 
Punkt auf der Polare r des festen 
Punktes E. 

Satz b. Verbindet man beliebige 
Kur ven punkte mit belieb igen Paaren 
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koiijugiertei PmiKte eniei if-tpn Ge 
ladenr solieEemdiezweitenKm^tüi 
Schnittpunkte auf jenen beiden Vei 
bmdungsgeiaden als diitte Veibm 
dung^geiade stets eine Geiade dmch 
den Pul K dei testen G-eraden i 



^irl( r nl t w e II I Iv und zweiten"« 7 

einem Lmzelneii die'^ei Punkte unendlieli 

viele Paaie kunjugieitei Punkte PQ auf i 

Wuide man alleidings diese auf doppelt 

unendlich \ielfaelie Weise entatebenden 

Elemente enizpln iEestetpllen n ollen so 

wllide &icli djcli rnii eine emfacli unend 

liehe Mannigfaltigkeit Leiauastellen da }i 

auf 1 mii einE'ich nnendlich viele Punkte C dnith R nui emfinh unendlich Mele 

Geladen e möglich sind Es tritt ehe» jedei Punkt < und jede (reiade c seihet 

iinendhclifach iIm Einfibnis iu£ 



Aiifgal)e 41, 42- Eine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
ist ein Polar drei eck PQB und 
außerdem (41) zweiKiirvenpunkte 
K und L, (42) ein Kurvenpunkt K 
samt seiner Tangente k. 



Aui'löaiuig. Angenommen PQR 
in Figur 122 oder 124 sei das ge- 
gebene Polai-dreieek und K sei einer 
der gegebenen Kurvenpunkte , zu 
welchem entweder (41) ein beliebiger 




Ei'kl. 385. Sind die Seiten c, d, e des 
Sehnen Vierecks in rigiu- 122 oder 124 
bekannt, so braucht man nicht al'" die 
fehlenden Seiten a, h, f ci^.eln zu kon- 
struieren, um das Viereck zu vervoll- 
standigen. Vielmehr liefert f schon a und b, 
oder a schon b und f, öder h schon f und a. 



anderer Punkt L oder (42) die Tan- 
,. 'ote k hinzukommt. Dann muß 
i'i^R ''fis Dreieck ri"- ^T^bcueciien 
sein für ciua uer Kurve eingesehrie- 
ben.e Viereck, von -welchem K der 
eine Eckpunkt ist. Man kennt also 
von Figur 124 die drei durch K und 
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Es teilari also nur einmaliger Kon- 
struktion der vierten harmonischen Ge- 
raden. Ferner kann hei Aufgahe 41 mit 
dem gegebenen Kurvenpnnkte L ehenso 
verfahren werden wie mit K, sodaß man 
ohne Hinzunehmen Paskalscher Kon- 
Bti'uktionen schon acht Kurvenpunkte 
erhält, nämlich drei nene zum Viereck mit 
K und drei neue zum Viereck mit L. Und 
alle acht liegen auf der gesuchten Kurve. 
Aufgabe 42 ist auch mit anderer Lösungs- 
weise wiederholt in Autgabe 51. 

Erkl. 88ß. Da aus nebenstehender Auf- 
lösung hei-vorgeht, daß ein Polardrei- 
eek drei Kurvenelemente ersetzen 
kann, insbesondere zu einem Kurven- 
pnnkte K drei andere hinzufinden läßt, so 
kann dieser Umstand auch Verwendung 
finden, wenn etwa von einer Kurve ge- 
geben sind vier Tangenten und ein 
außerhalb liegender Kurvenpnnkt 
K. Denn die vier Tangenten liefern nach 
Figur 122 oder 124 das Polardreieck PQR, 
und dieses liefert zu dem gegebenen 
Kurvenpunkte K noch drei neue hinzu. 
Dadurch kennt man von der gesuchten 
Kurve vier Tangenten und vier 
Kurvenpunkte. Die genauere Be- 
handlung dieser Aufgabe erfolgt im späteren 
Kapitel über In vo Kition, 



P, K und Q, K und ß gehenden 
Seiten e, d, c des Sehnenviereeks und 
findet dazn durch P noch i als vierte 
harmonische Gerade zu q, r und e, 
durch Q nochb als vierte harmonische 
Gerade zu p, r und d, durch R noch 
a als vierte harmonische Gerade zu 
p, q und c. Damit sind alle sechs 
Seiten, also auch alle vier Eck- 
punkte des Vierecks gefunden, und 
man kennt somit (41) die Kurven- 
punkte (da), (ab), (bc), K = (cd), so- 
wie als fünften Kurvenpunkt 
den gegebenen Punkt L oder im 
zvreiten Falle (42) die vier Kurven- 
punkte (da) (ab) (bc) (cd) sowie die 
Tangente k im letztgenannten 
Punlfte. Aus diesen Stücken Itönnen 
aber weitere Elemente der Kurve 
konstruiert werden auf Grund des 
Satzes von Paskai mit gegebenen 
Stücken PPPPP oder PPP(PT). Und 
zwar wird besonders leicht die Ver- 
vollständigung im letzteren Falle 
durch (PT), weil die gegebene Tan- 
gente k (Fig. 124) auf den Seiten 
des Polardreiecks die drei Punkte 
EDC ausschneidet, deren Verbin- 
dungsgeraden mit den Kurven- 
punliten (ab), (ad) und (bc) die 
Kurventangenten in diesen 
Punkten darstellen- 



Aufgabe 43 bis 46. Eine Hy- 
perbel zu konstruieren, von welcher 
gegeben sind ein Polardreieekund 

(43) ein Kurvenpunkt und eine 
Asymptotenrichtung, 

(44) die zwei Asymptotenrich- 
tungen, 

(45) eine Asymptote. 



Auflösung. Die Aufgaben 43 und 
44 gehen auf Aufgabe 41 zurück, 
da eine Asymptotenrichtung einen 
unendlich fem liegenden Kurven- 
punkt bedeutet. — Aufgabe 45 geht 
auf Aufgabe 42 zurück, da eine 
Asymptote eine Kurventangente 
samt Berührungspunkt bedeutet. 



Aufgabe 46. Eine Parabel zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
ist ein Polar drei eck und die 
Asenrichtung. 

Ei'kl. 387, Asenrichtung der Parabel 
ist die den metriächeu Eigenschaften 



Auflösung. Die Aufgabe 46 geht 
auf Aufgabe 42 zurück, denn mit 
dem Namen der Parabel ist die 
unendlich ferne Gerade als Tangente 
gegeben. TInd der unendlich ferne 
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der Parabel entuommeue Be/eicbinuig für 
den uneadlich fenien Punkt der Parabel. 
Vergl. auch AuEg. 64, 



Punkt derselben ist der Berührungs- 
punkt der Parabel mit der unend- 
lich fernen Tangente. 



Äul'galje 46a. Eine Kurve zu konstruieren, von welcher gegeben 
ist; ein Polardreieck, sowie ein Kurvenpunkt auf einer seiner Seiten und 
eine Tangente durch einen seiner Eekpnnkte. 



Aufgabe 47. Es seien gegeben 
von einer Parabel drei Tan- 
genten und ein Kurvenpunkt, 
man soll drei weitere Kurven- 
punkte derselben konstruieren. 

Erkl. 388. Die nebenstehende Auf- 
lösung gescliieht auf Orund der Er- 
klärung 386. Diese und die verwandten 
Aufgaben sind mit dem Vorbehalt zu 
lösen, daß überhaupt Kurven der ver- 
langten Art mdglieh dmd. 



Auflösung. Die drei Tangenten 
liefern mit der unendlich fernen 
Tangente ein umgeschriebenes Vier- 
seit, also ein Polardreieek der Kurve ; 
und dieses mit dem gegebenen 
Kurvenpunkte liefert ein einge- 
schriebenes Viereck, also drei neue 
Kurvenpunkte, 



Aufgabe 48, 49. Von einer Hy- 
perbel seien gegeben Auflösung. Die vier Tangenten 

(48) vier Tangenten und ein liefern ein Tangentenvierseit, dessen 
Kurven punkt, Nebenseiten büden ein Polardreieck, 

(49) vier Tangenten und eine und dieses liefert zum gegebenen 
Asymptotenriehtung. Kurvenpunkte drei neue. 

Man soll drei weitere Kurven- 
punkte derselben konstruieren. 



Aufgabe 50, &1. Eine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
ist ein Polardreieek PQE und 
außerdem 

(50) zwei Tangenten k und 1 

(51) eineTangenteksamtihrem 
Berührungspunkt K, 

Erkl, 389. Sind die Eckpunkte ODE 
des Tangentenvierseits in Fig. 122 und 
124 beltannt, so braucht man nicht alle drei 
fehlenden Ecken ABF eiBzeln zu konsti-u- 
ieren, um das Viei-seit zu vervollständigen. 
Vielmehr liefert F schon A und B, oder 
A schon B und F oder B schon P und A. 
Es bedarf also nur einmaliger ICon- 
stmktion des vierten harmonischen 
Piuiktes. Femer kann in Aufgabe 50 
mit der gegebenen Kurventangente 1 
ebenso verfahren werden wie mit k, 
so daß man ohne HinKunehmen der 



Auflösung. Angenommen PQR 
in Figur 122 oder 124 sei das ge- 
gebene Polardreieek und k sei die 
gegebene Tangente, zu welcher 
entweder (50) eine beliebige 
andere Tangente 1 oder (51) der 
Berührungspunkt K hinzukommt. 
Dann muß pqr das Dreiseit der 
Nebenseiten sein für das der 
Kurve umgeschriebene Vier seit, 
von welchem k die eine Seite ist. 
Man kennt also an Fig. 122 oder 
124 die drei durch k und p, k und 
q, k und r gebildeten Eckpunkte 
E, D, C des Tangentenvierseits und 
findet dazu auf p noch F als vierten 
harmonischen Punkt zu Q, R, E, 
auf q noch B als vierten harmo- 
nit;chen Punkt zu P, E und I), 
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Konsti'tiktiott naclt Brianchon acht 
Kui'ventangenten erhält, nämlich drei 
neue zum Vieraeit mit k und drei neue 
zum Vieraeit mit 1. Und alle acht be- 
rühren- die gesuchte Kurve. Aufgabe 
51 ist auch bereits mit der auderen 
Lösungs weise vorausgegangen in Auf- 
gabe 42. 

Erlil. 390. Aus nebenstehender Auf- 
lösung geht hervor, daß ein Polai- 
dreieeit stets drei Kurveueleuiente 
ersetzen kaan, nämlieh insbesondere 
zu einer Km-ventangeute k drei weitere 
hinzufinden läßt. Daher kann dieser 
Umstaud auch Yei'wendnug finden, wenn 
von einer Kin've gegeben sind vier 
Knrvönpunkte und eine außerhalb 
laufende Tangente k, Deim die 
vier Kurvenpunkte liefern nach Fig. 122 
oder 124 das Polardreiseit pqr, imd 
dieses liefert zu der gegebenen Tan- 
gente k noch drei neue hinzu. Dadurch 
kennt man von der gesuchten Kui-ve 
vier Knrvenpunkte und vier Tan- 
genten, womit allerdings endgi\tige Kon- 
struktion naeli Paskai oder Brianchon 
noch nicht eiTaÖglicht ist. 



atif r üocli A als vierten harmo- 
nisalien Punkt zu P, Q, C. Damit 
sinit alle secliB Bckpunlite, also 
aticli alle vier Seiten des Vier- 
seits gefunden, und man kennt so- 
mit (50) die Kurventangenten DA, 
AB, BC, k = DC, sowie als fünfte 
Tangente die gegebene Gerade 1, 
oder im zweiten Falle (51) die vier 
Kurventangenten DA, AB, BC, CD, 
sowie den Berührungspunkt K 
auf der letztgenannten Tangente. 
Aus diesen Stücken können aber 
weitere Elemente der Kurve kon- 
struiert werden a.uf Grund des 
Satzes von Brianchon mit gegebenen 
Stücken TTTTT oder TTT (TP). 
Und zwar wird besonders leicht die 
Vervollständigung im letzteren Falle 
durch (TP), weil der gegebene 
Kurvenpunkt K in Fig. 124 durch 
seine Verbindungsgerade mit den 
Eckpunkten des Polardreiecks die 
drei Schnittpunkte mit den Kurven- 
tangenten DA, AB, BC liefert, in 
welchen diese Tangenten die Kurve 
berühren. 



Aufgabe 53. Eine Hyp erb el 
zu konstruieren, von welcher ge- 
geben sind ein Polardreieek und 
eine Asymptote, 

Erkl, 391. Dieselbe Aufgabe ist als 
Aufgabe 45 nach der andern Methode 
gelöst. Man erhalt also ebenso leicht 
vier Tangenten nebst unendlich fernem 
Berührungspunkt auf einer derselben 
oder vier Knrvenpunkte nebst Tangeute 
durch einen unendlich fern liegenden 
derselben, sodaß aus den acht Elementen 
PPPTTT{P«T) die weitere Konstmk- 
tion je nach Bedarf nach Paskai oder 
Brianchon vollzogen werden kann. 



Auflösung. Die Aufgabe geht 
zurück auf Aufgabe 51, da die 
Asymptote eine Tangente samt un- 
endlich fernem Berührungspunkt 
P« bedeutet. Diese Tangente 
liefert mit dem Polardreieck im 
ganzen vier Tangenten, und axif 
einer derselben kommt nun außer- 
dem der unendlich fern liegende 
Berührungspunkt P» . Dabei hat 
dieses Tangentenvierseit keinerlei 
Besonderheit aufzuweisen, wie das 
Sehnenviereck in Aufgabe 45, 



Aufgabe 53, 54, Eine Parabel zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
sind ein Polardreieck und 

(53) eine Tangente 

(54) die Äxenriclitung'. 



Auflösung. Die Aufgabe 53 geht 
zurück auf Aufgabe 50. Dabei ist 
aber zu unterscheiden, ob man die 
im Endlichen gegebene Tangente 
zur Konstruktion , des Tangenten- 
vierecks verwenden will oder die 
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Ei'kl. 392. Die Aufgabe 5i ist eine 
Wiederliolung der Äi\fgabe 46 aadi der 
anderen Lösimgsart, Mau erhält also 
hier entweder nach 46 drei im Endliehen 
und einen imendlicli fern liegenden Km ven 
punkt nebst uuendhch feiaei Tangente iin 
letzteien odei mdi 54 diei im End 
liehen und eine unendlich fem veiHifende 
Kurventnngente nebet B6inhrungspnnl.t 
auf letzteiei sodaß mit den acht Ele 
menten PP1TTT(T„P„) die -veiteie 
Konstnikti u je uich Bedtrf nach Pisknl 
oder Biiinclion vollzogen ^■veIlen kann 
— Für die besondere Art des Tangenten- 
vierseits für nebenstehende zweite Lösung 
voa 53 bezw. fiiv Aufgabe 54 kann mau die 
Fignv 37 HI des I. Teiles als Vorbild ge- 
nommen denken, wenn man als oberen 
Abschluß zwischen die beiden unendlich 
feinen Pnnkfe die unendlich ferne Ge- 
rade einsetzt. 



unendlich ferne Tangente. Im ersten 
Falle erscheint keine besondere 
Eigenschaft des Tangentenvier sei ts, 
indem die besondere unendlich ferne 
Gerade erst als fünfte dazukommt. 
Im zweiten Falle aber, welcher für 
Aufgabe 54 unbedingt genommen 
werden muß, dient die unendlich 
ferne Gerade als Tangente k. Da- 
durch nimmt das Vierseit die be- 
sondere Gestalt an, als ob etwa in 
Figur 124 die Strecke CD ins Un- 
endliche verschoben und das Vier- 
eck DABO dort offen bliebe, wobei 
auch noch die Seite AB zur Strecke 
p parallel wird. Besondere Ver- 
einfachung erfährt letztere Lösung 
dadurch , daß die den unendlich 
fernen Punkten ECD harmonisch 
zugeordneten Punkte FAB die 
Mittelpunkte der Seiten des 
Polardreieeks werden. 



Aufgabe 55, 56. Von einer Km-ve 
kennt man 

(55) vier Tangenten und einen be- 
liebigen Kurvenpunkt, 

(56) vier Kurvenpunkte und eine 
beliebige Tangente. 

Welche weiteren Elemente sind 
auffindbar? 



Andeutung. Man vergleiche die 
Erklärungen 3S6 und ZdO. 



Aufgabe 57. Es seien gegeben 
vier Kurvenpunkte einer Parabel. 
Man soll drei Tangenten der- 
selben konstruieren. 

Efkl. 893. Ueber das entstehende 
Tangente nvie reck vergl. Auflösung der 
Aufgabe 54 und Erkl. 392. Die Auf- 
gabe ist nicht unbedingt lösbar. 



Auflösung. Die vier Kurven- 
punkte liefern ein Sehnenviereck, 
also ein Polardreiseit, und dieses 
mit der bekannten unendlich fernen 
Tangente liefert ein Tangenten- 
viereck, also drei weitere Tangenten. 



lufga^e 5« Ms 60. 

Hyperbel sind fc,.=geDe 
gente und dazu 

(58) vier beliebigt 
punkte, 



Auflösung. In jeder dieser drei 
Aufgaben sind vier Kurven- 
punkte gegeben, da die Richtung 
einer Asymptote deren unendlich 
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(59) drei beliebige Kurven- 
punkle und eine Äsymp- 
totenrichtung, 

(60) zwei beliebige Kurven- 
punkte und beide Äsymp- 
totenrichtungen. 

Man soll drei weitere Tangenten 
derselben konstruieren. 



fernen Punkt bedeutet. Diese 
vier Kurvenpunkte liefern ein 
Sehnenviereck, also ein Polardrei- 
seit, und dieses zusammen mit der 
gegebenen Tangente ein Tangenten- 
vierseit, also drei weitere Tangenten. 
Das Sehnenviereek hat im ersten 
Falle kein Element im Unendlichen, 
im zweiten Fall eine Ecke, nach 
welcher parallele Seiten führen, im 
dritten Falle eine Seite samt deren 
zwei Ecken. 



Erkl. 394. Ftir alle Aufgaben der 
Art 47 bis 49 und 55 bis 60 gilt der 
Vorbehalt, dafl Ubevhaupt aiiN den ge- 
gebenen Stücken die Kurve konstruierb al- 
lst. Denn es kann vorkommen, da£ 

zwei, eine oder keine Lösung entßtebt, EntKchoidimg hierüber orfolgi: erst im Ab- 
schnitt über Involutionen an den Kui-ven. Bei denselben Aufgaben ist hier keine 
vollständige Konsti-uktion möglich, weil ü'iitz der aufzufindenden acht Elemente 
keine zwei sich in vereinigter Lage (PT) befinden. 



Aufgabe 61. Die Beziehungen zwischen zwei Polardreieeken der- 
selben Kurve sollen festgestellt werden. 

Auflösung. T.) Sind PQE und 
XYZ in Figur 125 zwei Polardrei- 
ecke zur gleichen Kurve, so ent- 
stehen auf einer Seite q des einen 
Dreiecks die fünf Schnittpunkte mit 
den übrigen Seiten (qp)=R, (qr) 
= P, (qx), (qy), (qz). Zu jedem 
dieser auf der Geraden q liegenden 
Punkte enthält die Figur auch die 
Polare, nämlich die fünf durch 
den Pol von q gehenden Geraden 
QP = r, Qß — p, QX, QY, QZ. Und 
nach dem Satze 8 a muß die Gruppe 
der letztgenannten Geraden projek- 
tivisch verwandt sein mit der 
Gruppe des erstgenannten Punkte. 
2) Verbindet man nun einerseits 
jene fünf Punkte auf q der Reihe 
nach mit irgend einem Eckpunkt 
des zweiten Polardreiecks, 
z- B. mit y, so entsteht in Y eine 
Gruppe von Projektions strahlen, 
welche wegen perspektivischer Lage 
ebenfalls projektivisch ver- 
wandt ist mit jener Punktgruppe 
auf q, nämlich YK, YP, Y (qx) 
oder YZ, Y (qy), Y (qz) oder 
YX. Unter Auslassung von (qy) 




Erkl. 396. Statt auf der Seite q die 
Seimittpunkte mit den fünf übrigen 
Seiten bezw. im Punkte Q die Vei- 
bindnngsstrahlen nach den fünf übrigen 
Eckpunkten zum Beweise zu vei-wenden, 
könnte man auch auf jeder anderen Seite 
p, r, X, y, z die Seitens chnittpunkte 
nnd in jeder anderen Ecke P, R, X, T, Z 
die Eckenverb induugsgeraden verwenden. 
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Jedesmal wh'd derselbe Gang der Beweis- 
tülirnng entstellen. Auch braucht für 
den zweiten und dritten Teil der neben- 
stehenden Auftöaang nicht notwendiger- 
weise der dualistische Buchstabe ver- 
wendet werden- Vielmehv kann auch 
der eine Teil nachweisen, daß die Paukte 
Q, R, X, Y aus P und Z durch projek- 
tivische Büsche! als Kurvenpunkte 
erzeugt werden, und der andere Teil 
etwa diQ p q > z luf r und x projek 
ti^ lache Punktieden luss hneideu uni 
iololith Kun entingenten s nd 

Fikl o96 Die dual ist sehe Dm eh 
fühl ng nel enstelienlei ^utliisuno laßt 
abei außei dei ^eieiufathung des \ei 
fahiens inch die andeie Tatsache ei 
liennen daß -wenn dei eine Ted geleistet 
ist dann dei andeie gxi nicht mehr ^oU 
ständig bewiesen zu weiden biiueht 
■Vielmehl ins dem eisten auf Ciund dei 
Dualität entn mmen weiden kann Denn 
VIS der allgemeinen Jolautatsbeziehun"' 
folgt diß wenn PQRXl/ die Punkte 
einer kui\e bilden dann die pulai zu 
geoidneten Geiaden pqrxyz die Tan- 
genten der zur vorigen ICurve polar zu- 
geordnetenKurve bilden mlissen. Man 
könnte also dem nebenstehenden Satze 
bereits seinen voUenAusdruck geben, wenn 
auch nur die eine der beiden neben- 
stehenden Durchführungen vollständig ge- 
leistet wurde. Und die beiden Kui^ven, 
deren eine durch die sechs Eckpunkte geht, 
während die andere die sechs Seiten be- 
mhrt, unterliegen all den Einzelbeziehuugen 
der dualistisch zugeordneten Kurven. 

Erkl. 397. Will man in Figur 125 
sicli eine Vorstellung von den beiden 
Kurven machen, so ist dies besonders 
leicht für die von den sechs Seiten 
pqrsyz umhüllte KH^sen Kuive denn 
diese sechs Selten bilden deutlich em 
konvexes Sechsseit, mneihalb deshen 
die Kui-ve als Ellipse liegen muß 
Die Ordiuingskurve dniih die Punkte 
PQRXYZ dagegen iht offenb« eine 
Hyperbel mit zwei sehr schlanken 
Aesten durch PXZ und RY'Q. Wo 
diese Hyperbel uuterJialb X und ober- 



kann man also ansetzen a) q (p, 
r, X, z) A^(P- E- X, Z) und b) q 
(p, r, s, z) AY (R, P, Z, S). Hier- 
aus folgt aber c) Q (P, E, X, Z) 
A Y (R, P, Z, X). Bringt man hier 
noch den Satz 6b der Erklärung 315 
im I. Teile zur Anwendung, daß 
eine projektivisehe Verwandtschaft 
zweier Gruppen von je vier Ele- 
menten bestehen bleibt, wenn in 
dereinen Gruppe zwei Elemente- 
paare vertauscht werden, so erhält 
man d) Q {P, U, X, Z) ÄY (P, E, 
X, Z). Hiernach werden aber die 
Punkte P, E, X, Z erzeugt als 
Schnittpunkte entsprechender Strah- 
len zweier projektiviseb verwandten 
Büschel mit Scheiteln Q und Y, 
d. h. P, E, X, Z liegen auf einer 
Kurve zweiter Ordnung, welche 
zugleich die Büschelscheitel Q und 
Y als Kurvenpunkte enthält. 



3) Bringt man dagegen ander- 
seits jene fünf Strahlen durch Q 
der Eeihe nach zum Schnitt mit 
irgend einer Seite des zweiten 
Polardreiecks z. B. mit y, so ent- 
steht auf y eine Gruppe von Schnitt- 
punkten, welche wegen perspekti- 
vischer Lage ebenfalls projek- 
ti vi seh verwandt ist mit jener 
Strahlengruppe durch Q, nämlich 
(yr), (yp), y (QX) oder (yz), y (QV), 
y (QZ) oder (ys). Unt?r Auslassung 
von QYkann man also wieder ansetzen . 

a) Q {P, E, X, Z) A cl(p. r, x, z) und 

b) Q (P, B, X, Z) A y (X, V, z, x). 
Hieraus folgt zunächst c) q (p, r, 
X, z) A y (''i P) 2' ^)) "^'i unter An- 
wendung desselben Vertauschungs- 
Satzes wie oben, d) q (p, r, s, z) 
Ä y (Pi ^> ^! z^- Hiernach werden 
die Geraden p, r, x, z gebildet als 
Verbindungsgeraden entsprechender 
Punkte zweier projektiviseh ver- 
wandten Punktreihen auf den 
Trägern q und y, d. h. p, r, x, z 
nmhüUen eine Kurve zweiter 
Klasse, welche zugleich die Träger 
q und y als Tangenten besitzt. 
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4) Man erhält also die merk- 
mürdige Eigenschaft: 

äatz. Von zwei Dreiecken, 
weleiie derselben Kurve als 
Polardreiecke augehören, liegen 
die Eckpunkte als Kurven- 
punkte auf einer zweiten Kurve 
zweiter Ordnung, und umhüllen 
die Seiten als Tangenten eine 
dritte Kurve zweiter Klasse, 
wobei die zweite und dritte Kurve 



halb P die gezeichnete Ellipse dni-chsefzt, 
hat diesei' Kurvenpunbt der Kernkurve 
als Polai-e die eigene Tangente der 
Kemkurve zugleich als Tangente der dem 
Dreiseit pqr eiji- nnd dem Dreiseit xyz 
angeachriehenen IClaiäaenkurve nake bei 
Y bezw. bei R, Diese Klassenkui-ve 
kommt in der Gegend von Punkt P an 
die Kemkurve heran, und wo sie die 
letztere überschreitet einwärfa bezw. aus- 
wärts, dort sind umgekehrt die Be- 
rührungapimkte gemeinsamer Tangenten 
der Hyi)erbel und der Kei-nkurve. 

Erkl. 398. Will man nebenstehenden 
Satz anwenden auf die Polardi'eiecke 
PQR nnd PEF der Figiu- 21 S. 58, so 
fallenden Eckpunkte P bezw, Seiten p auch keine gewöhnliche, sondern eine aus- 
geai-tete Kurve, indem eben P luid p als Träger aller Puukte der Pimktkm-ve 
n. Ordnung und aller Strahlen des StvahlenbUschels 11. Klasse erseheinen. 



einander 
pola 



inbezug auf die ers;e 
reordnet sind. 



. zusammen- 



Aufgabe (J2. Ans der Lage der Elemente eines Polardreiecks sollen 
Schlüsse gezogen werden auf die Lage der Kurven des vorigen Satzes. 



Aufgabe 63. Man soll mittels des 
vorigen Ergebnisses eine Beziehung 
zwischen zwei polar zugeord- 
neten Dreiecken aufstellen. 



Auflöyniig. Angenommen es seien 
in Figur 126 pqr die Polaren zu 
Fiaiir 1215. 



Erkl, 899. Die nebenstehende Unter- 
suchung ist doppelt geführt, indem sowohl 
Punkt X als auch Gerade s gleichzeitig 
zum G-egenstand der Ei-Örtening gemacht 
wird. Ebenso wie in der vorigen Auf- 
lösung der Aufgabe 61 wäre dies nicht 
notwendig, vielmehi' genügt der Beweis 
für den einen der beiden Teile. Sowie 
die erste Hälfte (fto Punkt X) ei-wiesen ist, _ , 
folgt die zweite aiis der Dualität, uad '■■*^^ 
umgekehrt folgt aus der zweiten (tllr x) 
dualiatiseh die erste. Ebenso ist aus der 
Dualität zu erkennen, daß Punkt X der 
Pol von X und x Polare von X ist. Dies 
ergibt auch die Figur, indem ja x die Paukte 
(ap) und (bq) verbindet, wälirend durch X 
die Geraden AP und BQ hindurcligehen. 
Über die Beziehungen der Kollinearitat 
vergl. man noch Erklärung 383 und Er- 
klärung 106. 
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Erkl. 400. Znr noweisfi"Liirun;j sind 
in Figur 126 ■s-ci-wcjide!; ilJe Polarid-eiecko 
A (ai^t Q niid II (lip) P. Mau iiJltto rIjchso 
gut aucli A (ar) li mit {lemKelbeii 1! (lip) P 
oder mit einem andern Polai'di-oieck 211- 
eammennelimeii köiiiieii, und I1.1t nur liei der 
Aiioi'dauiig der Ssciiaecke »aeli Paslcal 
Ijczw, liriaiiehoii darauf zu aditen, ' daß 
deren (Jegeiielonieuto mit ziigelifirigeu 
Elementen der beidtiii poUreu Dreiecke 
zusammengelegt worden. Da3 in Figur 12ß 
<lic Geraden mit einander nnd folglieli aueli 
i fast parallel crBcheinen, ist e 



dtm Punkten PQH, also nach Satz 7 
anoii die Seiten PQ = e, QR = a, 
IlP=b die Polaren der Schnittpunkte 
(pq) = C, (qr) = A, (rp) = B, so daß 
die Dreiecke ABC nnd PQR polar 
zugeordnet sind. Dann muß nach 
demselben Satze 7 auch, die Ver- 
bindungsgerade ÄQ die Polare des 
Schnittpunktes (aq) und die Verbin- 
dungegerade BP die Polare des 
Schnittpunktes G»p) sein, und folglieh 
sind die beiden Dreiecke Ä(aq)Q und 
B(bp)P zwei Polardreiecke der vor- 



IHllige Eägeuseliatt der Figui- und hängt liegenden Kurve. Nach dem Satze 



damit ziisaminea, daß die Gerade RO, welche 
die Po'are des Pnuktes (rc) ist, zufällig fast 
mitten dureli die Kurve hiudnrehgeht. Man 
vergleicliedarliberdeufo^'eiideuAbselmitt 
llbei' Kurvendurchmesser. 



in der Auflösung der vorigen Auf- 
gabe 61 sind daher ihre sechs Eck- 
punkte Ä, P, (bp), B, Q, (aq) Punkte 
auf einer Kurve zweiter Ordnung, 
und ihre sechs Seiten a, p, BP, b, 
q, AQ Tangenten an eine Kurve 
zweiter Klasse, und man kann daher 
jene sechs Punkte in der angegebenen 
Reihenfolge als Eckpunkte I bis VI 
eines Paskaisehen Sehnensechsecks, 
und diese sechs Geraden in der an- 
gegebenen Reihenfolge als Seiten 
1 bis 6 eines Brianehonschen Tan- 
gentenseehsseits zusammennehmen. 
Dann müssen im ersteren Sechseck 
die Schnittpunkte der Gegenseiten 
I II und IV V, II III und V VI, 
III IV und VII auf einer Geraden 
liegen, im letzteren Sechsseit die Ver- 
bindungsgeraden der Gegeneeken 
12 und 45, 23 und 5ö, 34 und 61 durch 
einen Punkt gehen. Durch Ver- 
gleichung dieser Beziehung mit den Elementen der beiden polaren Drei- 
ecke an Figur 126 erkennt man aber, daß die Paskalsche Gerade, auf 
welcher die Verbindungsgeraden I II=AP und III IV = BQ ihren Schnitt- 
punkt haben , eben die Gerade CR ist , bezw. daß der ■ Punkt des 
Brianehon, durch welchen die Verbindnngsgerade der Schnittpunkte 
12 = (ap) und 45 = (bq) hindurchgeht, eben der Schnittpunkt (er) ist. 
Daher gehen die Verbindungsgeraden der Eckpunkte beider polaren 
Dreiecke AP, BQ, CR durch einen Punkt X, und die Schnitt- 
punkte der Seiten beider polaren Dreiecke ap, bq, er liegen auf einer 
Geraden x. Man erhält also den Sa.tz: 

Satz. Ein Dreieck und das ihm polare Dreiseit liegen immer 
kollinear oder perspektivisch, d. h. die Verbindungsgeraden der 
zugehörigen Eckpunkte gehen durch einen Punkt, die Schnitt- 
punkte der zugehörigen Seiten liegen auf einer Geraden, wobei 
auch diese Koliineationsaxe jenem KoUineationseentruni polar zu- 
geordnet ist. 



Erkl, 401. Besondere Beachtnug er- 
fordert die Ziiordnnng der Elemente 
beider polar Angeordneten Dreiecke. JSfiir 
AP BQ CR gehö en /usamiien und ap 
bq ci Ivente Tiideren Fckenpaaie liefern 
Veibmlungsgendeo diueh emun Punkt 
kerne anderen Seiten '^Llmittimul te auf 
emei Geiiden Denn zu P ist PclaiC p 
alsc zue;eoidiiPt der Inukt d s PiUidiei 
eck? wcbhei \on den b iden mdeien 
Poliien 41 gelilletsni nimlieh \ M'^n 
hat also einen der Falle ^oi bich ■\\o 
iichtige Bi elistabiPiTino die \ibeit dei 
Beweisfnhiuno si"hon w ientli h /i 1 
leichtem imstande 1 t 
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Aufgabe 61. Man soll die Ausdehnung des vorigen Satzes auf z 
polar zugeordnete Vierecke prüfen. 



4. Aufgaben über die koi)|u gierten Elemente. 

(Zu AIjselnult lg.! 



Aufgalte 65. Es sollen aus den 
früheren Untersuchungen Beisiiiele 
für das Auftreten konjugierter 
Elemente aufgestellt werden. 

Erkl. 402. Unter Bevücksielitiguiig der 
Beziehuiigea zwischen dem Punkt P und 
den Pimkten von.p oder zwischen dem 
Punkt Q und den innerhalb der Kui've 
liegenden Punkten von q kann mau dem 
in Erk!. 118 ausgesprochenen Satz aueh 
die folgende Gestalt geben: 

Satz. Ein Punkt innerhalb der Kui-ve 
ist von jedem ihm konjugierten 
äußeren Punkte, und ein Punkt 
außerhalb der Kurve ist von jedem ihm 
konjugierten inneren Punkt harmo- 
nisch getrennt durch die auf ihrer Ver- 
bindungsgeraden liegenden beiden 
Kurven Schnittpunkte. Und ebenso 
erhält der Satz in Erkl. 119 die veränderte 
Gestalt: 

Satz. Eine die Kurve nicht schneidende 
Gerade ist von jeder ihr konjugierten 
Sekante, und eine Sekante der Kurve 
ist von jeder ihi- konjugierten nicht 
sehneidenden Geraden harmonisch 
getrennt durch die beiden von ihrem 
Schnittpunkt ausgehenden Kurven- 
tangenten. 



Auflösung. Da nach der Definition 
der Polarität bezw. der konjugierten 
Elemente die der Kurve umgeschrie- 
benen bezw. eingeschriebenen Vier- 
ecke zur Erzeugung polarer Gebilde 
führen, so kann man an Figur 124 
feststellen , daß je zwei Neben- 
seiten eines Tangentenvier- 
seits konjugierte Geraden sind, 
und daß die sämtlichen Punkte 
einer Nebenseite konjugiert 
sind zum Schnittpunkt der 
beiden andern, bezw. anderseits 
daß je zwei Nebeneeken eines 
Sehnenviereeks konjugierte 
Punkte sind, und daß die sämt- 
lichen Strahlen durch eine 
Nehenecke konjugiert sind zur 
Verbindungsgeraden der 
beiden anderen Nebenecken. 
Nun bilden aber die Nebenseiten des 
Tangenten vierseits ein Polardreiseit 
bezw, die Nebenecken des Sehnen- 
vierecks ein Polardrei eck, folglich 
kann man auch feststellen: Je zwei 
Eckpunkte bezw. je zwei Seiten 
eines Polardreiecks sind zwei 
konjugierte Elemente. Und ein 
Eckpunkt eines Polardreiecks ist 
konjugiert zu jedem Punkt auf 
der Gegenseite, eine Seite eines 
Polardreiseits ist konjugiert zu jedem 
Strahl durch die Gegeneeke. 



Aufgabe 66. Man soll eine Be- 
ziehung der konjugierten Ge- 
raden zu einem Tangentendrei- 
seit herleiten. 

Erkl. 408. Wählt man auf der Polaren 
a des durch die Tangenten EA und AD 



Auflösung. Ein Tangentendrei- 
seit erhält man aus dem Vierseit 
durch Weglassung einer Tangente. 
Wird also in Figur 124 oder 127 das 
Dreiseit ADE der Tangenten DE, 
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festgelegten Piinktes A willkürlich den 
Piuilit E, so ist auch festgelegt dessen 
Polai-e r durch A, und sodann gibt es 
dui-ch R beliebig viele Paare konjugierter 
Geraden. Eine erste derselben, etwa ED, 
liefert auf r die Ecke P des Polardi-eiecks 
und die Ecken D und B des Tangenten- 
viei-seitB, Dan« ist aber festgelegt durch 
R und P die dritte Ecke Q des Polar- 
dreieeks, und auch die zweite konjugierte 
Gerade durch E ist nicht mehr willkürlich, 



Figur 1Ö7. '^v 



EÄ, AD festgehalten, so bleibt von 
den übrigen Elementen der Figur 
ebenfalls unverändert das Sehnen- 
dreieek ade der Polaren jener Eck- 
punkte, wovon a durch R, d durch 
Q, e durch P hindurchgeht. Die 
Vervollständigung der Figur zum 
Tangentenvierseit kann nun ge- 
schehen, indem man entweder nach 
gewohalieher Weise auf einer der 
Tangenten k^DE (bezw. auf EÄ 

/ 




sondern sie miiU durch Q hindurchgehen 
und muß die Eckpunkte E und E des 
Tangentenv i eise its ausschneiden. Mankann 
also letztere entweder dadurch festlegen, 
daß man zu q die konjugierte Gerade p 
konsti'uiert oder dadurch, daß man aus 
den Schnittpunkten D und B auf q die 
Tangenten DC und BC zeichnet und 
mittels dieser die Figur vervollständigt. 

Erkl. 404. Der willkürlich gewählte 
Punkt auf der Polare des verwendeten 
Schnittpunktes der zwei Tangenten in Erkl. 
403 ist an der Figur 124 und 127 jedes- 
mal ein außerhalb der Kurve liegender 
Punkt E. Es -kann aber ebensowohl auch 
ein Punkt der Polare innerhalb der 



oder AD) den Punkt C (bezw. B oder 
F) willkürlich auswähltund die vierte 
Tangente hindurchlegt, oder aber 
auch, indem man auf der Berüh- 
rungssehne a {bezw. d oder e) den 
Punkt B (bezw. Q oder P) will- 
kürlich auswählt und hieraus das 
Polardreieck bezw. das Tan- 
gentenvierseit ergänzt. Im 
ersteren Falle liefert jede neu- 
gewählte Tangente verschiedene 
Punkte PQR, aber jedesmal so, daß 
pqr drei Paare konjugierter 
Geraden werden, im letzeren 
Falle entstehen umgekehrt zuerst 
die drei Paare konjugierter Ge- 
raden pqr und zwar jedesmal in 
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Kurve gewahJt werden. Geltt mau nämlich 
in Fignv 124 und 127 niclit von A imd 
a ans, sondern von E imd e, so liat mair die 
Figur für den inneren Punkt P. Seine 
Verbindungsgeraden mit den zwei anderen 
Eckpunkten des Tangenteudreiecks r =PÄ 
und q=PD ßcliueiden die Seiten ED und 
und EA in den Schnittpunkten der Tan- 
gente CFU und sind zwei konjugierte 
Geraden, Oder legt mau durch P als 
Pimkt der Polarea e von E die zwei 
konjugierten Geraden PQ und PR, 
so sind deren Schnittpunkte mit EA und 
ED von selbst solohe vier Punkte, daß 
die Verbindungsgeraden AD und OB 
Kurventangenten werden müssen. 



der Lag2, daß sie auf den drei vor- 
handenen Tangenten DE, EÄ, AD 
die Schnittpunkte C, B, F einer und 
derselben vierten Tangente CBF 
ausschneiden. Man erhält also aiia der 
letztgenannten Tatsache den Satz: 
Satz a. Verbindet man in einem 
Tangen tend reise it einen belie- 
bigen Punkt der Polaren eines Eck- 
Punktes mit den beiden anderen. 
Eckpunkten, so erhält man stets 
zwei konjugierte Geraden, 

Und als Umkehrung dieser letz- 
teren Beziehung entsteht der merk- 
würdige 

Satz b. Werden zwei beliebige 
Kurventangenten geschnitten 
mit irgend zwei konjugierten Ge- 
raden, welche durch einen Punkt 
ihrer Berührungs sehne gehen, 
so sind die Verbindungsgeraden 
der entstehenden Schnittpunkte stets 
zwei neue Kurventangenten, 



Bikl 405 Dpi eiste dei beiden 
iiebeuitehendLu batze ist dei ^^ '■füllten 
\u!p;abe entipi eckend aufs Tiunenttn 
dieiseit bezogen, lum sieht ihn scfort 
d\ß dei zweite, ■welchei loiu langenteu 
drtiseit nuibhüioig eisckemt die viih 
tigere Tatsache verzeichnet. Denn der 
erste ergän/.t die Figur aus Dreieck zu Viereck, der zweite dagegen lehrt zu zwei 
Tangenten gleich eine dritte und vierte hinzuzuflndeu. Die Dm'cliMii'ung der 
nebenstehenden UntersticLimg hat in genau gleicher Weise zu geschehen an Figur 124 
mit der Ellipse als Kernkurve oder an Figui' 127 mit der Hyperbel als Kernkun'e oder 
etwa mit einer Parabel als Kei-nkiu-ve. Für den vorliegenden Fall ist gerade die 
Figur 127 angebracht, weil an deren Lagebezi elnmgen leicht die folgenden Anwendungen 
der gefundenen Siitze sich ankiiii|ifen Snssen, 



Aufgabe 67. Man soll das Ergebnis 
voriger Auflösung auf ein solches 
Tangentenvierseit der Hyperbel 
anwenden, das zwei Asymptoten 
enthält. 

Ei-kl.406 Denkt man sii-li in Fig 127 
den Punkt Ä ih isjmptotenschmttpimkt, 
so flUt die Sehne a mit dei unendlich 
feinen G-eiaden /usamnien, lolghrh hegt 
jeder Punkt von a, albo auch K unendlith 
fein, und die Geidden p und q neiden 
paiallel Dos Pohidieieck PQE wud 
zum Päiallehtieifen mit Giundaeite PQ 
alsj weiden auch die Tangenten m den 
Schnittpunkten ^on PQ paiaüel und mit 
ihnen auch die Geiideii c, EA, Rt, — 
Man hit iKo hiei eine teilv eise ^ onus 
nähme dei Duichnie&ser Eigenschiften 



Anflösung. Da die Asymptoten 
im unendlichen berühren, so ist die 
BeräliTungs sehne der Asymptoten 
die unendlich ferne Gerade , folglich 
sind dann die konjugierten Geraden 
durch jeden Punkt von a in Fig. 127 
parallel. Und man erhält als ersten 
Satz: Jedes Paar paralleler Ge- 
raden durch die Schnittpunkte 
der Asymptoten mit einer be- 
liebigen Tangente ist ein Paar 
konjugierter Geraden und 
schneidet die Asymptoten in den 
Schnittpunkten einer neueii Tan- 
gente. Und werden die konjugierten 
Paralielgeraden selbständig erzeugt, 
so entsteht als zweiter Satz: Irgend 
zwei konjugierte Parallel- 
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der Hyperbel uud anderseits eiae neue 
geooieti'feche Ableitung der äIaJ3eigeu- 
schaften der Hypei-bel, T*-6lclie im Ab- 
scliiiitt 4b des II. Teiles und in der zu- 
gehörigen Aufgabe behandelt wurdeu. 
Parallele konjugierte Geraden entstehen sehr 
Sekante und eine Parallele zu iliv diu'cli ihren Pol. 



geraden sclineiden auf den 
Asymptoten stets die Schnitt- 
punkte zweier Hyperbeltan- 
gen teil ans. 



einl'iii' 



durch 



Aufgab« 68. Man soll beliebig 
viele Hyperbeltaagenten kon- Andeiiümg, Man verfährt nach 

strnieren, wenn die Asymptoten dem ersten der beiden vorigen Sätze, 
nnd eine Tangente gegeben sind. 



Aufgabe 69. Man soll das lir- 
g'ebnis der Anflösnng 66 auf die 
Parabel anwenden. 

Erkl. 407. Zur Veranacliaulichung 
nebenstehender Beweisführung wird man 
statt auf Figur 127 eher auf Figur 124 
zui'Uckgehen rnid etwa die Tangente CBP 
ins unendlielie gei-llckt denken. Der neben- 
stehende Satz a gibt danu das vereinigte 
Ergebnis der beiden Sätze der Aufgabe 66, 
bezogen auf den im endlichen liegenden 
Eckpunkt des Tangentendreiseits. Dazu 
vergleiche maü die Fig\n' 130 im II Teile 
dieses Lehrbnchet Dpi Satz b gibt so 
dann dasselbe Eigebuis, bezogen auf einen 
der unendlicli fernen Eckpunkte des 
Tangentendr e IS eits Da lon diesem nui 
die eine endliche niul die iinendlinh 
ferne Tangente ausgehen, so spiicht auch 
der Satz nur \oii dieser einen endlichen 
Tangente. Duieh die Schnittpunkte dei 
konjugierten CJeraden mit den beiden vor 
handenen Tangenten sollen die zwei neuen 
Tan gen teil gehen. Die eine der vor- 
liandenen Tangenten ist aber die unendlich 
ferne, wird also je un nnendlieli fenien 
Punkt der beiden konjugierten Geraden 
getroffen, und folglich müssen die beiden 
neuen Tangentenzudenheiden konjugierten 
Geraden parallel laufen durch deren 
Scbnittp unkte mit der einen vorhandenen 
Tangente, Auch diese beiden Sätze kiSnnen 
zu Konsti-uktioneii der Pai'abel Yer- 
«-euduug finden. 

Saulis, Projektivisübc aionerel (ieoinetrie. 1 



Auflösung. Die Parabel hat die 
unendliehferne Gerade zur Tangente; 
benutzt man also diese als eine Seite 
des Tangentendreieciks, so hat 
man einen Eckpunkt des Dreiecks 
im endlichen nnd die zwei andern 
im unendlichen. Die Polare des 
ersteren Eckpunktes ist die B e- 
rührungssehne zwischen den 
beiden im endlichen liegenden Be- 
rührungspunkten der beiden Tan- 
genten, die Polare eines der andern 
geht von einem dieser Berührungs- 
punkte nach dem unendlich fernen 
Berührungspunkte: sie ist also ein 
Durchmesser der Parabel. Man 
erhält hieraus folgendeEigensehaften 
der Parabel: 

Satz a. Legt man durch einen 
beliebigen (inneren oder äußeren) 
Punkt einer Parabelsekante die 
Parallelen zu den beiden Tan- 
genten ihrer Kurvenschnittpunkte, 
so sind dies zwei konjugierte Ge- 
raden nnd treffen die beiden Tan- 
genten in den Schnittpunkten einer 
neuen Tangente, 

Satz h. Wird eine beliebige 
Parabeltangente geschnitten mit 
irgend zwei konjugierten Ge- 
raden, welche durch einen Punkt 
des durch ihren Berührungspunkt 
laufenden Durclimesaers gehen, so 
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sind die Parallelen zti den beiden konjugierten Geraden durch die ent- 
stehenden Schnittpunkte zwei neue Parabeltangenten, 



Äufgalbe 7i>. Beliebig viele Tan- 
genten einer Parabel zu kon- 
struieren, von welcher zwei Tan- 
genten nebst Berührungs- 
punkten gegeben sind. 



Aufgabe 71. Beliebig viele Para- 
beltangenten zu zeichnen, wenn 
eine Tangente nebst B e r ü h- 
rungspunkt und zugehörigem 
Durchmesser und eine zweite 
Tangente gegeben ist. 



Anileutuug. Man verfährt nach 
Satz a der vorigen Auflösung 69. 



Amieutang. Mau verfährt nach 
Satza und b der vorigen Auf 10sung69. 



Aufgabe 72. Die Beziehungen der 
konjugierten Punkte zu einem 
Sehnendreieck zu untersuchen. 

Erkl. 408. Die ani die Fi^i- 124 
luid 127 ii\ den Aufgaben 66 uulI 72 zur 
AnweiiduBg gebrachte Untersiicliinigs- 
methode hat ihi- GegenstUcli besoEderiä 
in gewissen Methoden der reclmenden 
Physik: Wenn zwischen irgend welchen 
Größen, z. B. Palh-aiun, FaÜKeit und Erd- 
schwere, oder Pendellänge, Schivingnnga- 
zeit und Erdschwere eine 

; durcli eine Formel 



I dort f 



■t', hier t==2n 



n' 



hergestellt bezw. aufgefunden ist, so kann 
nicht nur der eine Wert aus den beiden 
andern, sondern auch stets einer der andern 
ans den übrigen GrÖlBen abgeleitet werden, 
8o dient hier zur Herstellung der Be- 
ziehnngen an der Figur 124 bezw. 127 
entwedei' das urapiilngliche Tangenten- 
vierseit bezw. Sebienviereck, oder es 
wird umgekehrt aus den übrigen Elementen 
dieser Figur das Tangentenvierseit bezw. 
Selmenviereck hergestellt. 

Erkl. 409. Wählt man duicli den 
Pol A der Sehne a wdlkuihch die Gi 
rade r, so ist auch festgelegt dei Pol R 
anl a, und sodann gibt es auf i beliebig 
viele Paare konjugierter Punkte. Em 
cvstei' derselben, etwa (rd), lioEcrt diireli 



Atiflösung. Ein Sehnendreieek er- 
hält man aus dem Sehnen vier eck 
durch Wegiassung einer Ecke. Wird 
also in Figur 124 oder 127 das Drei- 
eck ade der Sehnen a, d, e fest- 
gehalten, so bleibt von den übrigen 
Elementen der Figur ebenfalls 
unverändert das Tang entendr ei seit 
ADE der Pole jener Sehnen, wovon 
A auf r, D auf q, E auf p liegt. Die 
Vervollständigung der Figur zum 
Sehnenviereck kann nun geschehen, 
indem man entweder nach gewöhn- 
licher Weise durch eine der Ecken 
K= (de) bezw. durch (ea) oder (ad) 
die Sehne e bezw. b oder f willkürlieh 
auswählt und den vierten Eckpunkt 
darauf nimmt, oder aber auch, indem 
man durch den Pol A bezw. D oder 
B die Gerade r bezw. qoder p will- 
kürlich auswählt und hieraus das 
Polardreiseit bezw. das Sehnen- 
viereck ergänzt. Im ersten Fall 
liefert jeder neugewählte Kurv^en- 
punkt verschiedene Geraden pqr, 
aber jedesmal so, daß PQR drei 
Paare konjugierter Punkte 
werden, im letzteren Falle entstehen 
umgekehrt zuerst die drei Paare 
]-onjugierter Punkte PQR und 
zwar jedesmal in der Lage, daß ihre 
Yerbindungsgeraden mit den Eck- 
punkten (ed) (da) (ae) einen und den- 
selben vierten Kurvenpunkt 
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E die Seite p des Polardreieeits imd die 
Seiten d uiid b des Sehiieavierecks, Dann 
ist aber festgelegt dui-cli r nud p die dritte 
Seite q des Polai'di'eiseit-s, und aucli der 
zweite konjugierte Punkt auf r ist nicht 
mehr willkUvlich, sondern er muß aiif q 
liegen und muS die Diagonalen I und e 
des Sehnenviereeks liefem. Man kann 
aJso letztere entweder dadurch festlegen, 
daß man zu Q den konjugierten Punkt V 
konstnüert, oder dadurch, daß man mittels 
der Sehnen d und h duioh Q die Kurven- 
pnnkte (de) und fbc) zeichnet und aus 
diesen die Figur vervnll^t'lndigt 



(e, b, f) ausschneiden. Man evhiilt 
also aus der letztgenannten Tatsache 



Satz a. Bringt man in einem 
Sehnendreieck eine beliebige Ge- 
rade durch den Pol einer Seite zum 
Schnitt mit den beiden anderen 
Seiten, so erhält man stets zwei 
konjugierte Punkte. 

Und als Umkehrung dieser letzten 
Beziehung entsteht der merkwürdige 



Satz h. Werden zwei beliebige 
Kurvenpunkte verbunden mit 
irgend zwei konjugierten Punk- 
ten, weiche auf einem Strahle 
durch den Pol ihr er Verbindungs- 
sekante liegen, so sind die Schul tt- 
_ unkte der entstehenden Verbiu- 
dungsgeraden stets zwei neue 
Kurvenpunkte, 



Ei'kl. 410. Die willküilich gewählte 
Gerade durch den Pol dei vei wandten 
Sekante ist in Erkl 40-- au dei FiKur 124 
und 127 jedesmal eine die Km-ve 
schneidende Gerade r Es kann aber eben- 
sowohl auch ein Stiahl des Poles außer- 
halb der Kurve gewählt werden. Geht 
man nämlich in Figur 124 und 127 nicht 
von A und a aus, sondern von e und E, 
so hat man die Figur für die äußere 

Gerade p. Ihre Schnittpunkte mit den zwei anderen Seiten des Selmendreieclts R=(pa) 
imd Q = (pd) liefern durch Verbindung mit den Eckpunkten (ea) und (ed) den 
KuTvenpnnkt (cfb) und sind zwei konjugierte Punkte. Oder wählt mau auf p 
als Strahl durch den Pol E von e die zwei konjugierten Punkte (pq) und (pr), 
so sind deren Verhindnngsgeraden mit (ea) und (ed) von selbst solche vier Geraden, 
daß die Schnittpunkte (ad) und (cb) zu Kurvenpunkten werden mitasen. 



Aufgabe 1^. Man soll das Er- 
gebnis der vorigen Aufgabe an- 
wenden auf ein Sehnendreieck der 
Hyperbel, welches die unendlich 
ferne Sekante als Seite besitzt. 

Erkl. 411, Eine Parallel gerade zu einer 
Asymptote der Hyperbel trifft dieHyperbel 
im unendlich fernen Punkt eben dieser 
Asymptote, kann also mit der Hyperbel 
sonst nur noch einen Punkt gemeinsam 
haben. Liegtdabei der gewählte Ausgangs- 
punkt der Paralielgeraden innerhalb der 
Hyperbel, so muß der genannte Kurven- 
schnittpunkt zu liegen kommen zwischen 
dem Ausgangspunkt und dem Schnittpunkt 
der Pai'allelen mit der zweiten Asymptote. 
Liegt der Ausgangspunkt im Innenwinkel 
der Asymptoten, so muß der Kurvenpimkt 



Äuflösimg. Wird die unendlich ferne 

Gerade als Seite des Sekantendrei- 
ecks benutzt, so sind zwei Eckpunkte 
d ie unendlich ferneuHyperbelpunkte, 
also werden die dorthin laufenden 
Sehnen zu Parallelgeraden der 
Asymptoten. Der Pol der unendlich 
fernen Sekante ist als Schnittpunkt 
der Asymptoten der Hyperbelmittel- 
punkt, jede Gerade durch ihn ein 
Durchmesser, und jedes Paar kon- 
jugierter Punkte liegt harmoniscli 
getrennt zu den Kurvenschnitt- 
punkten dieses Durchmessers. Die 
Geraden von solchen konjugierten 
Punkten nach den beiden anderen 
Eckpunkten dieses Sehnendreiecks 
sind ebenfalls Parallelgeraden zu 
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ledei Asi mptotcnpai illelen im <>leiclieii 
Innen^Mnkeli aum liegen, liegt dei \iis 
1 Außenwinkei de\ \8vmp 
liegt dei K\u\ensphnittpimk.t dei 
Piiillele m demjeaigen Innenwinkeliaiim 
der A^^mptoten (Inrch ^\ eichen diese 
Piiallele hmduicligeht , mughchei n eise 
sein i\eit entfernt nenn nlmlich die 
P'iiaUele 80 nahe hei dei As>-mptote vei 
Liuft, daß clei Hjperbelast erat in gioßei 
Entfeniung noch näher an tue Asymptote 
herankommt, als der Ahstand dieser 
Pavalleleii \on der Asyniiitote beträgt. 



den Asymptoten, und so entsteht 
der Satz: Zieht man durch einen 
beliebigen Hyperbelpunkt die 
Parallelgeraden zu den beiden 
Asymptoten, so werden ani 
jedem Durchmesser der Hyperbel 
zwei konjugierte Punkte aus- 
geschnitten. Und werden diese kon- 
jugierten Punkte selbständig ge- 
wählt, so erhält man den anderen 
Satz: Die Parallelgeraden zu 
den Asymptoten durch irgend 
zwei konjugiertePunkte eines be- 
liebigen Hyperbeldurehmessera 
liefern als Schnittpunkte stets 
zwei neue Kurvenpunkte der 
Hyperbel. 



Aufgabe 71. Man soll beliebig 

viele Hyperbelpunkte kon- Audeutiing. Man erhält zweierlei 

struieren, wenn die Asymptoten Lösungen, je nachdem man nach dem 

und ein Hyyerbelpunkt gegeben Satz von Paskai oder nach dem 

sind. zweiten der vorigen Sätzekonstrniert. 



5. Aufgaben über Mittelpunkt und Durchmesser der Kurven. 

(Zu Abschnitt ■2n, h.) 



Aufgabe 75. Von einer konti- 
nuierlich gezeichnet vorliegenden 
Kurve den Mittelpunkt zu finden. 

Ei'kl. 412. Von den drei neben- 
steJienden Lösungen dieser Aufgabe be- 
nützt die erste dreimal die Halbiening 
einer Strecke, die zweite nni' Kweimal, 
die dritte gavnicht. Es ist also diese 
letztere die der projektivisehen Geometiie 
angemessenste Lösung, sie braucht aber 
mehr Linienzüge aJs die vorhergehenden, 
denn sie benutzt den Fall 1 « der Antwort 
39, während die anderen Lösungen auf 
ly derselben Antivort berahen. — Die 
erste Lösungsweiae liüirt nur dann nicht 
f;um Ziel, wenn die Parallelseknen bei 
einer Hyperbel durch beide Aeste gelegt 
sind; denn der dadurch erzeugte Dnrcli- 



AiiflÖsung. I) Man zieht ein 
i:)aralleles Sehnenpaar durch 
die Kurve, halbiert beide Sehnen- 
strecken, verbindet die Mittelpunkte, 
bringt die entstehende Verbindungs- 
gerade zum Schnitt mit der Kurve 
und halbiert wieder den so ent- 
standenen Durchmesser. Der Mittel- 
punkt ist KurvenmitteJpunlit. 

II) Man zieht zwei Paare von 
Parallel sehnen imd verbindet 
die Mittelpunkte jedes Paares. Der 
Schnittpunkt beider Verbindunga- 
geraden ist der Kiirvenmittelpunkt. 

III) Man zieht zwei Paare von 
Parallel 8 ebnen rmd vervollstän- 
digt jedesmal das durch ihre Kurven- 
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messei' der Hyperbel ist ein nielit 
sehne idendei', kann siiso nicht halbiert 
werden. 



Schnittpunkte bestimmte Sehnen- 
viereek. Die Verla indungsgeraden 
der beiden im endlielien liegenden 
Nebenecken jedes Vierecks schneiden 
oinynder iniKnrvenmittelpxinkt. 



Aufgabe Vß. Den Mittelpunkt einer Hyperbe 
welcher nur der eine Ast gezeichnet vorliegt. 



Aufgabe 77. Die Durchmesser 
liegenden Parabei aufzusuchen. 



htung' einer gezeichnet 



Aufgabe 78. Von einer durch 
fünf Punkte bestimmten Kurve 
den Mittelpunkt zu suchen. 



Kil 1 413 Als hesondeve Fälle ge- 
hcien zur voiliegenden Aufgabe alle die 
verluderten iubdiueks weisen, welche für 
die Bestimmuag emei KniTe durch fünf 
Pinkte aufgestellt weiden künnen. So 
findet nnn im II Teile die Bestim- 
mungen diß die kui-ve einem gegebenen 
Fünfeck nngesekriebeii sein soll, oder 
einem "Vieieck bei'ft Dreieck so um- 
eesclirseben diß sie noch durch einen 
bezw zwei gegebene Punkte gehe. Auch 
kann durch F« eine oder zwei Asyinp- 

toteni ichtungen gegeben sein. Doch können die dahin lautenden Pai'allelsehnen ziu 
nebenstehenden ^ufl sung nicht Venvendung finden, da sie durch denselben Kuvven- 
punkt f,eh n üso kern Sehnenviereck liefern. 



Auflösmif?. Man verbindet zwei 
der gegebenen Punkte, zieht durch 
einen dritten derselben die Parallele 
zu der V erb indungs geraden und 
konstruiert nach Paskai auf dieser 
Parallelen den zweiten Kurven- 
punkt. Dadurch kennt man ein 
erstes Paar von Parallelsehnen. 

Man wiederholt dieselbe Kon- 
struktion ein zweites Mal, und ver- 
fährt mit den beiden so erhaltenen 
Selmenvierecken nach der dritten 
Auflösung der Aufgabe 75. 



Aufgabe 79. Man beweise, daß alle demselben Trapez umge- 
schriebenen Kur\'eD einen gemeinsamen Durchmesser, und daß 
alle demaeiben Parallelogramm umgeschriebenen Kurven gemein- 
samen Mittelpunkt haben. 



Aufgabe SO- Eine Kurve zu kon- 
struieren, von der gegeben sind 
drei (für Parabel zwei) Punkte 
und in einem derselben sowohl 
Tangente als Durchmesserrichtung. 



Andeutung. Man erliält eine El- 
lipse, Parabel oder Hyperbel je nach 
der Lage zu der einzigen Parabel, 
welche der zweite Punkt festlegt. 



Aufgabe 81. Von einer Kurve den Mittelpunkt zu konstruiereii. 
wenn dieselbe durch drei Punkte nebst Tangenten in zweien derselben 
bestimmt ist. 
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Ei'kl. 414. Die zweite neljenstelieiule 
AnflÖsi.mg bildet eine ÄaweBCtung der 
Antworten Iß iind 1/ der Antwort 39, 
welclie in Änllösuiig der Aufgabe 86 
noch besondere Erörteinng erfährt. 
S. u. Erkl. 417. — Auch diese Auf- 
gabe kaim dieselben Ahiüideningen er- 
führen, welche in Erkl. 413 für Auf- 
gabe 78 angedeutet i\urden. 



Geometi-ie. III. Teil, 

Auilösiing. 1) Man kann ver- 
fahren genan wie in Auflösung der 
Aufgabe 78. 

II) Man verbindet die Berüh- 
rungspunkte der beiden gegebenen 
Tangenten, halbiert die Verbindungs- 
strecke und verbindet deren Mittel- 
punkt mit dem Schnittpunkt der 
Tangenten. Diese Gerade muß der 
eine Durchmesser sein. Dazu kon- 
struiert man dann nocli einen 
zweiten wie zuvor. 



Aufgabe 83. Dieselbe Aufgabe für eine Kurve, zu lösen, welche 
durch vier Punkte nebst Tangente in einem derselben bestimmt ist. 



Aufgabe 83. Den Mittelpunkt 
einer Kurve zu konstruieren, welche 
bestimmt ist durch fünf Tan- 
genten oder durch vier Tan- 
genten nebst einem, oder durch 
drei Tangenten neb'it z^t,iTJe 
luhrungspunkten 

Eikl 415 '\<n\ den Meleo ibinde 
lungen, ^(elehe auch die'<e Aufgaben 
erfahren können, sei um diejenige ei 
«Shnt daß weim die Paiibel m Betiaelit 
kommt, Jmn eine dei im endlichen 
gegehenen Tangenten in Wegf-vll kommt, 
und wenn auf dei unendlich feineu Tin 
gente dei BeiUhmng^pmikt gegeben ist, 
^) ist dies lon loinheiem schon dei 
Xui-yenmitteipimkt, die Richtimg nuh 
ihm die Duichmeb%eni<htimg 

Eikl. 416, Sind hei der Hipeibel 
beide is^mptoten gegeben, so ist ilh 
deien Sehnittpiuikt lucli sofoit dei 
Mittelpunkt gegeben, ist uui eine Aßimp 
tote bekinnt, so liefeit eme lehilugL 
andeie «imt Benihmug&punkt gegebene 
r<ingente einen Punkt dei /weiten 
^Bmiptote duich ^(.idoppelung dei \b 
stimdssti erke zwischen dem lieiüluuugs 
puiikt und dei eisten ^s^mptote 4.uch 
ais einei dei Asymptotenrichfuugen können i 
uid dmiit der Kun enmittelpunkt bestimmt werden. 



Aiiflösimg. I) Man konstruiert 
nach Brianchon im ersten Falle 
auf drei, im zweiten Falle auf 
zwei, im dritten Falle noch auf einer 
der Tangenten den Berührungs- 
punkt und verbindet den Mittel- 
punkt zweier Berührungssehnen 
mit dem Schnittpunkt der zu- 
gehörigen Tangenten. Diese Ver- 
bindungsgeraden sind Durehmesser 
der Kurve und schneiden einander 
im Mittelpunkt. 

II) Man konstruiert nach Bri- 
aiiclion zu zweien der gegebenen 
Tangenten die parallelen Tangenten, 
dann ist die Mittelparalleie der 
beiden Paralleltangenten stets ein 
Durchmesser der Kurve. 

III) DurehZusammenfassungbeider 
Lösungsweisen kann man jedesmal 
durch höchstens zwei Konstruk- 
tionen zum Ziele gelangen, indem 
man im ersten Falle zweimal 
nach II verfährt, im zweiten Falle 
zweimal I oder zweimal II oder 
einmal I und einmal II. 



uidi Paslv:n beido Asymptoten 
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Aufgabe 84:. Man beweise, daß alle demselben Trapez an- oder ein- 
geschriebenen Kiirven einen gemeinsamen DurchmesBer, und alle demselben 
Parallelogramm an- oder eingeschriebenen Kurven gemeinsamen Mittel- 
punkt haben. 



Aufgabe 86. Man soll ein Er- 

kennungsmittel angeben, um zu Auflösung. 1) Die Antworten 

entscheiden, ob ein gegebener Iß und 7 der Frage 39 besagen, 

Knrvenbogen einer Ellipse oder daß für irgend eine Sekante der 

Parabel oder Hyperbel angehört. Kurve sowohl der Sehnenniittel- 

Figui' 128. 




ürkl. 417. Der uebeiisteheiiAe Öatz 
ist bereits in Aufgabe 81 irnd 83 ver- 
wandt worden imd in Erkl. 413 ange- 
kündigt. Man kann demselben auch fol- 
gende Gestalt geben: Für jede Kurve, 
welche zwei Seiten eines Dreiecka 
in den beiden Endpunkten der 
Gi'undseite berührt, ist die Mittel- 
linie des Dreiecks eia Durchmesser. 
Der Satz dient zur Auffindung des 
Kurvendurchmessers durch jeden älußeren 
Punkt, wenn dessen Polare nebst Ivurven- 
Bchnittpunkten gegeben ist. 

EiU 418 Dei zweite Ted neben 
steh ende 1 Untersuchnng bildet fui lile 
t\Tii\en eine allgememe Anwendung i n 
dem besonderen Falle, welcher m Ei 
kkiung 13<1 flu die Parabel beieits 
nissenützt ■^^olden i^t Allgemeine Ei 
orteiung der Lage des ^leiten liarmo 
lu&chen Punktes zu ?nei festen ftiund 
punkten bei varändeibchei Lage des 
diitten ist beieits bei EinfUlnuiig der 
Iiononi'itiicn Le/iPhung dm hgeflihit 
noiden in Vntnorf ^ des II Tfili's — 



punkt als auch der Schnittpunkt 
der Tangenten ihrer Kurvenpnnkte 
auf dem Durchmesser liegen, 
welcher die Polare des unendlich 
fernen Punktes der Sekante ist. 
Man kann also zunächst den Satz 
aussprechen : 

Sats. Die Verbinduugsgerade 
einesTangentenschnittpunktes 
mit dem Mittelpunkt der zu- 
gehörigen Berührungssehne 
ist stets ein Durchmesser der 



Kui-^e 

2) \nf solchem Durchmesser 
schneidet die Berührungssehne als 
Polare des Tangentenschnittpunktes 
den vierten harmonischen Punkt 
aus zu den beiden Kurvenschnitt- 
punkten des Durchmessers und dem 
Tangentenschnittpunkte, Also ist 
umgekehrt der zwischen Berührungs- 
sehne und Tangentensehnittpunkt 
liegende Knrvenpunkt als vierter 
harmonischer Punkt zugeordnet dem 
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Die ZeichBUBg ist au Figur 128 der 
Deutlichkeit halber für ein ziemlich 
großes Bo genstück ini'chgejührt. Sie 
gilt aber, und darin besteht eben ihr 
wesentlicher Wert, für ein beliebig kleines 
Stück, \venn man dasselbe nui- dm'ch 
eine Sekante sehneiden und zu dieser 
anf irgend weichem Wege den Pol kon- 
struieren kann — am ehesten dnrch An- 
legen der Tajigenten in den Selmen- 
schnittpnnkten. 

ErkS. 419. Denkt man sich durch 
den Mittelpunkt der Sti'ecke PQ 
eine Parallele zur Sekante p gelegt, so 
muß diese auf jeder der betr. Tangenten- 
strecken von P an die Kurve den Mittel- 
punkt treffen. Man kann daher anch 
umgekehrt diese die beiden Tangenten- 
strecken halbierende Parallele zur Unter- 
scheidung benutzen. PUr die Ellipse 
(Fig. 128a) muß sie auJÜerhalb der Kui've 
verlaufen, Eüi' die Parabel (Fig. 128b) 
muß sie die Kui've berühren, die Hy- 
perbel (Fig. 128 e) muß sie in zwei 
Punkten schneiden. Dabei folgt aus den 
Durchmesaereigensehaften einerseits, daJ3 
wenn der Kurvenbogen nicht durch 
hindurchgeht, dann die Tangente in 
K jedenfalls doch zu p parallel sein 
muß, oder dal3 wenn umgekehrt die 
Mittelparallele zwischen P- und p die 
Kui've berührt, dies nirgends anders 
sein kann, ala im gemeinsamen Mittel- 
punkt dieser Parallel strecke selber und 
der Strecke PQ, nämlich im zusammen- 
fallenden Punkt 0=K der Figur 128 b. 



zweiten Kurvensclmittpunkt des 
Durchmessers. Dieser letztere aber 
liegt bei jedem Kurvendurcliniesser 
mderselbenRichtungvriederKurveii- 
mittelpunkt, also bei der Ellipse 
auf der Innenseite des Kurven- 
bogens, bei der Parabel im Un- 
endlichen, bei der Hyperbel auf 
der Außenseite des Kurvenbogens. 
Und hiernach richtet sich dann 
auch für den vierten harmonischen 
Punkt innerhalb der harmonisch ge- 
teilten Strecke zwischen Beruhrunge- 
sehne und Tangentenschnittpunkt 
die Lage diesseits oder jenseits des 
Mittelpunktes dieser Strecke. 

3) Hieraus erhält man folgende 
Lösung der gestellten Aufgabe: 
Man schneidet den gegebenen 
Knrvenbogen (Fig. 128) in zwei 
Schnittpunkten durch eine Se- 
kante p und konstruiert deren 
PoiP. DiesenPunktPverbindet 
man mit dem Mittelpunkt Q 
der Sehne und halbiert die 
Verbindangsstrecke PQ. Liegt 
nun der Kurvenschnittpunkt K 
auf der inneren Hälfte der 
Strecke, so ist die Kurve eine 
Ellipse, liegt er im Mittel- 
punkt, so ist die Kurve eine 
Parabel, liegt der Kurven- 
schnittpunkt auf der äußern 
Hälfte, so ist die Kurve eine 
Hyperbel. Denn im ersten Falle 
liegt der zweite Kurvensehnitt- 
punkt des Durchmessers samt dem 
Kurvenmittelpuakt nach innen, im 
zweiten im tmendlichen, im dritten 
nach außen 



Erkl. 420. Wenn die Mittelparallele 
zwischen P und p die Kui-ve in 
zwei Punkten trifft, si haben diese 
Schnittpunkte U und "\ dci Figui 
128c noch hesondeie Bedeutung Di 
nämlich auf jedei Sekinte duich P die Pohie p den vierten harmoiiiischen 
Punkt zu P und den Kuivenscbrnttpunkten ausschneidet, so muß auch auf PU und 
PV der Punkt U und "V dei vierte Jiaiinonische sein zum zweiten KuiTeusdiuittpunkt 
auf PU und PT. Da iber dei eine divon, nninhch eben ü und V im Mittelpunkt 
zwischen P und p liest so muß der vieite h-iimonifcche im unendlichen Siegen; 
d. h. in der Richtung PL und P\ liegen die unendlich fernen Punkte der Hyperbel, 
oder PU und PV sind die Aaymptoteiuichtungen die Hyiierbelasymp toten sind die 
durch den Mittelpunkt M gelegten P nll ki! /u PU und PT. 
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Aufgabe 86. Einem g-egebenen 
Winkel eine Kurve so einzu- 
schreiben, daß die Schenkel in vor- 
geschriebenen Punkten berülirt 
werden, und daß der Kurvenmittel- 
punkt auf eine gegebene Gerade 7.11 
liegen kommt. 



Andeutung. Man beachte die 
Lage der Kurve zur einzig mög- 
lichen Parabel. 



Aufgabe 87, Von einer Kurve 
seien gegeben zwei Tangenten nebst 
Berührungspunkten und ein belie- 
bigerKurvenpunktKaufdemDurch- 
messer des Tangentenschnittpunktes. 
Man soll die Kurve konstruieren 
und ihre Gattung bestimmen. 

Erfel. 421. Die Bestimmungsstllcke 
der KTirve in vorliegender Aufgabe sind 
nicht anderer Art, als in dea bisherigen 
Aufgaben zulässig war. Denn der ein- 
zelne Eiu-venpnnkt bildet mit den zwei 
Tangeaten die Giiippe (PT) (PT) P fUr 
Konati'uküon nach Paskai. Seine be- 
sonders ausgezeichnete Lage aber erlaubt 
sofort weitere Schiiiase über dvei weiteve 
KiUTeaelemente, nämlich einen weiteren 
Punkt auf demselben Darchmesser and 
die zwei Tangenten in denselben beiden 
Paukten. Denn nach dem Sata 14 
müssen die Tangenten in de« Kaiwen- 
schnittpankten jedes Dm-ehmeesers pa- 
rallel laafen zu den Berflhrungssehnen 
jedes Tangentenpaares, welches aeinen 
Schnittpunkt anf diesem Dui-ehmesser 
hat. Die Lage des Kaiwenpunktes 
auf PQ ist in nebenstehender Aufgabe 
weit allgemeiner zalässig als in der 
vorhergehenden, wo er nar zwischen 
P and Q liegen konnte, wahrend hier 
die ganze G-erade zur Vei-füerung steht. 



Aiiflösiuig. 1) Man ziehe die 
Geraden p und PK und halbiere 
PQ (Fig. 128). Liegt nun etwa der 
Punkt K genau im Mittelpunkt 0, 
oder im unendlich fernen Punkt 
von P Q, so ist die Kurve eine 
Parabel; liegt Punkt K zwischen 
und Q oder außerhalb PQ jenseits 
Q, so ist die Kurve eine Ellipse 
und hat als zweiten Kurveupunkt 
L auf PQ den vierten harmonischen 
Punkt zu PQK, als Kurvenniittel- 
punkt den Mittelpunkt der Strecke 
KL; liegt Punkt K zwischen und 
P oder außerhalb PQ jenseits P, so 
ist die Knrve eine Hyperbel und 
hat wieder als zweiteo Kurvenpunkt 
L auf PQ der vierten harmonischen 
zu PQK und als Kurvenmittelpunkt 
den Mittelpunkt der Strecke KL, 

2) Zur weiteren Konstruktion 
kann Paskai oder Brianchon ver- 
wendet werden, denn man kennt 
vier Punkte nebst Tangenten, näm- 
lich außer den zwei Tangenten 
nebst Berührungspunkten auch die 
Punkte K und L nebst Tangenten, 
weil letztere beide zur Sehne p 
parallel laufen 1 



Aufgabe 88. Man soll unter- 
suchen, wie viel Elemente unter 



Auflösung. Zu jedem gegebenen 



den Bestimmußgsstüeken der Kurve Kurvenpunkte liefert derKurven- 



dnreh den gegebenen Kur-« 
Uli ttelpunktersetztwerden können. 



Evkl. 422. Das nebenstehende Er- 
;elinis zeigt iiieh als Anwendung dea 



mittelpunkt einen zweiten 
gleichen Abstand auf 
Durchmesser jenseits des Mittel- 
punktes, also wird die Zahl der 
Punkte verdoppelt. Aber auch 
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"5 itzf ^ 111 Aufksiui^ tlei 'i.nlgabe l 
Denn da dei Mittelpunkt Pol dei nnendln,!! 
fpinen Geraden ist, ao ist duieh den ge 
gehenen Mittelpunkt eigentlich nichts 
andeiea gegeben ila eme Geiade nebst 
Pol Aiicli die neb enateli ende Ausfuliiuiig 
dei Konstruktion stimmt nheiem mit 
jener in Aufgabe 9 denn die Veidcppehing 
der Rtiecke KM iit Aufsuchung de% 
vierten haimoniechen Punktes zu P^M K 
imd dein unendlich feinen Schnittpunkt 
von PK mit p„ ; und die Paraileltangente 
zu k im gleichen Abstand jenseits M ist 
die vierte hai'monische Gerade zu k, p^^ 
und dev Verbindungsgeradeu von JT mit 
(kpj- 



zuiedereiiizelneiiKurveütaiigeiite 
liefert der Kutvenmittelpußkt eine 
zweite und zwar als Parallele im. 
gleichen Abstand jenseits des 
Mittelpunktes, da der Kurvenmittel- 
punkt stets auf der Mittelparallelen 
zweier parallelen Tangenten liegen 
muß. Demnach verdoppelt der 
gegebene Kurvenmittelpunkt 
stets die Anzahl der sonst 
noch gegebenen Elemente und 
ersetzt daher unter den fünf 
zu gebenden Bestimmungs- 
stücken der Kurve ein Ele- 
mentenpaar. 



Auf?aT)e 89. Eine Ellipse oder Hyperbel oder Parabel zu kon- 
struieren aus den Elementen MPPP, MP(PT), MT (TP), MTTT. 



Aufgabe 89a. Eine Kurve zu konstruieren, von welcher ein Durcli- 
messer nach Lage und Größe gegeben ist, und außerdem 1} PP oder 
2) (PT) oder 3) die Tangente in einem Endpunkt des Durchmessers und P, 
oder 4) dieselbe Tangente und T. 



Aufgabe 90. Eine Hyperbel zu konstruiere 
einem weiteren Elementenpaar. 



aus M, Po, nnd 



0. Ädgabeti iäber ilis konjygierten Diirclimesser der Kurven. 

(Zu Abschnitt 2c.) 



Aufgabe 91. An einer durch be- 
liebige fünf Beetiiiimungsstücke ge- 
gebenen Kurve aollen die Bich- 
tungen irgend zweier konjugierten 
Durehmesser konstruiert werden. 

Ei'kl.423. Wurde der Durclimeseer nach 
Paskai konatruiert, so geschaHi es durch 
Halbierung zweier parallelen Sehnen : 
diese Sehnen geben die Richtung des 
zum gefundenen Durehmeaser konjugierten. 
Wurde der Durchmesser nach Brianchon 
konsü'uiert, so ge schall es durch Hal- 
bierung eine:' Bci-iihruiigselme, und diese 



Äuflösiiiig. Man findet zunächst 
nach der Auflösung einer der Auf- 
gaben 78 bis 83 irgend einen be- 
liebigen Durchmesser der Kurve. 
Zu diesem Zweck tritt stets die 
Halbierung irgend einer Sekante 
ein, und diese gibt dann die Bich- 
tung des konjugierten Durch- 
messers an. Es bedarf also zum 
vorliegenden Zweck nur einer ein- 
zigen Konstruktion nach Paskai 
bezw. einer oder höchstens zweier 
Konstruktionen nach Brianchon. 
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gibt wieder die Eiclitimg des ; 
mau tleii konjugierten niclit nur 
struieren, so muß erst der Kurvi 



ir. koujugiej-ten. Will 
aeli Richtung, sondern aueli nacli Lage kon- 
miittelpunkt autgesuelit werden. 



Aufgabe 92. Aneiner kontinuierlich 
gezeichneten Kurve soll zu einem auf- 
gefundenen bezw. gegebenen Durch- 
messer der konjugierte auf ver- 
schiedene Weise konstruiert werden. 

Erkl. 424, Die Beweise für die Richtig- 
keit der nebenstehenden Auflösungen er- 
geben sich ohne weiteres aus den Sätzen 1 3 
"bis 17 über die Eigenschaften konjugierter 
Die Ai't der einzelnen Kon- 
1 ist sowohl nach den zur Äus- 
flllirung verwandten Mitteln verschieden, 
als nach der Gattung der gegebenen Stücke. 
So wird in den ersten Auflösungen Hal- 
bierung von Sti'ecken verwendet, während 
die letzten bloß mit rein projektivischen 
OperAtionen arbeiten. Auch ist teila der 
Knrvenmittelpunkt als bekannt voraus- 
gesetzt, teils nicht. Letzteres kann jeden- 
falls znti'effen bei einem nielit schneidenden 
Dui'chmesser der Hyperbel. 

Evkl. 425. Für die Ellipse sind alle 
nebenstehenden Konstruktionen gleich- 
wertig durehfUhi-bar, Eine Abweichung 
ergibt die Hyperbel, je nachdem der ge- 
gebene Durchmesser ein sehneidender 
oder nichtachneidender ist. Für den 
seh neiden den Hyperbeldurchmesser {wo 
der KuaTcnmittelpunkt durch Halbierung 
sofort bekannt ist) vej'sagt die zweite 
Konstruktion, für den nichtschneidenden 
Hyperbeldurchmesaer versagt die vierte 
Konsti'uktion. Sonst sind auch hier alle 
Konstruktionen vei'wendbar, und zwar 
liefert la mit Ib zusammen den Mittel- 
punkt, auch Tvenn er nicht gegeben, und 
ebenso die Lösung 2b und die siebente 
Konstruktion. Man kann also umgekehrt 
auch die Lösungen 2b oder 7 dazu ver- 
wenden, den Mittelpunkt eines gegebenen 
DurehmesRei's ohne Streck enhalbiernng zu 
finden, 



Auflösung. 1) Man zieht zum ge- 
gebenen Durchmesser eine parallele 
Kurven-Sekante und verbindet den 
Mittelpunkt des gegebenen Dureh- 
messers a) mit dem Mittelpunkt dieser 
Sehne oder b) mit dem Schnittpunkt 
der Tangenten in ihren Kurven- 
scbnittp unkten. 

2) Man zieht zum gegebenen Dureh- 
messer a) eine parallele Kurven- 
tangente und verbindet den Kurven- 
mittelpunkt mit deren Berührungs- 
punkt, oderb) zwei Parallel tangenten 
und verbindet deren Berührungs- 
punkte. 

3) Man zieht durch einen beliebigen 
Kurvenpimkt eine Gerade parallel 
zum gegebenen Durchmesser und 
eine Gerade dijrch seinen Mittelpunkt 
und legt zur Verbindungsgeraden 
der neu entstehenden Kurvenschnitt- 
punkte dieser beiden Geraden eine 
Parallele durch den Kurvenmittel- 
punkt. 

4) Man zieht in einem der Kurven- 
schnittpunkte des gegebenen Durch- 
messers die Kurventangente und legt 
durch den Kur venmittelp unkt die 
Parallele dazu. 

5) Man zieht durch einen äußeren 
Punkt des gegebenen Durehmessers 
das Tangentenpaar an die Kurve 
und legt zur Berührungssehne eine 
Parallele durch den Kurvennüttel- 
punkt. 

6) Man legt durch einen äußeren 
Punkt des gegebenen Durchmessers 
das Tangentenpaar an die Kurve, 
konstruiert den vievtenharmonischen 
Strahl zu diesen und dem Durch- 
messer und legt durch den Kurven- 
mittelpunkt die Parallele zxi diesem 
Strahl. 
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7) Man zieht durch zwei äußere Punkte des gegebenen Durch- 
messers parallele Tangentenpaare an die Kurve und zieht die zweite 
Diagonale des entstehenden Tangentenparallelogramnis, 



Aufgabt' 93. Von einer Kurve 
kennt man zwei Tangenten nebst 
Berührungspunkt auf einer der- 
selben und den durch den Tangenten- 
schnittpunkt gehenden Durchmesser. 
Man konstruiere die Eichtiing- des 
konjugierten, 

Erk!. 426. Die vorliegende Aufgabe 
hat als gegebene Stücke außer dem be- 
kannten Durchmesser nur drei eigentliche 
Kuwenelemente. Mau sieht also, daß 
es möglieh ist, schon aus vier passend 
gewählten Elementen die Richtung des 
konjugierten Durchmessere bezw. die 
Polare eines gegebenen Punktes zu kon- 
stniieren. Man entnimmt daraus die Tat- 
sache, öaä imter besonderen Neben- 
nmständen auch ein gegebener Dnreh- 
meseer als BestimmungsBtück einer Kui-ve 
auftreten kann, — Umgekehrt geht aber 
aus dem Vorstehenden hervor, daß alle 
Kurven, welche obigen vier 
Eiclitung der beiden konjugierten 



Aiiflösimg. Sei gegeben in Fig.128 
Punkt A und die Riehtungen PA, 
PB, PM. Dann ist AB die gesuchte 
Richtung des zu PM konjugierten 
Durchmessers, und zwar muß B der- 
jenige Punkt auf PB sein, für welchen 
AQ^=QB wirti. Betrachtet man also 
Q als Mittelpunkt eines Parallelo- 
gramms mit Grundseite PA, so sind 
PQundAQdessen Diagonalenhälften. 
Man zieht also durch A eine Parallele 
zu PB bis zum Schnittpunkt mit PM, 
vervollständigt das Parallelogramm 
und erhält als dessen zweite Diago- 
nale die Gerade AB. Diese liefert 
die verlangte Richtung des zu PM 
konjugierten Durehmessers, zugleich 
auch den zweiten Berührungspunkt 
B und die Polare zu P. 



Aufgabe 94. Man betrachte die gemeinsamen Eigenschaften aller 
Kurven mit gemeinsamem Sehnenparallelogramin oder Tangenten- 
parallelogramm. 



Aufgabe 9ö. Man soll dnrch einen 
beliebig gegebenen Punkt P eine 
Sehne in eine gegebene Kurve so 
legen, daß dieser Punkt zum Mittel- 
punkt der Sehne wird. 

Ei'kl. 427. Sehnen, welche denselben 
Knrvenbogen zweimal sehneiden, haben 
ihren Mittelpunkt jedenfalls innerhalb der 
Km-ve. Dies gilt also fiii- alle inneren 
Punkte einer Ellipse,Parabel oder Hyperbel. 
Eine Sehne aber, welche die getrennten 
Äste einer Hyperbel schneidet, l'äuft 
jedenfalls parallel zu der Richtung eines 
schneidenden Hyperbeldurehmes- 
sers, liat also ihren Mittelpunkt unbedingt 



Auflösung. Angenommen, die ver- 
langte Sehne s durch P sei gefanden, 
und MP sei der durch P gehende 
Durehmesser der Kurve. Dann 
müssen nach Satz 16 die Sehne s und 
der Durchmesser MP in den Rich- 
tungen zweier konjugierten 
Durchmesser liegen, damit s 
von MP halbiert werden kann. — 
Hieraus ergibt sich die einfache 
Lösung, daß man den gegebenen 
Punkt P mit M verbindet und durch 
P die Parallele legt mit dem 
zur Richtung MP konjugierten 
Dur ehmesser. — Die Aufgabe ist 
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auf einem der nickt sclmeiileaden 
Hyperbeldarclimesiser , da sie nur von 
einem Icunjiigierten Dufclimesser lialbiert 
■wird, Nicht selmeideiide Hyperbeldnrch- 
uiesser gehen aTjer nnr düich den Außen- 
winkel der Asymptoten, also kann ein 
Punkt im Innenwinkel der Asymptoten 
nie der Mittelpunkt einer Selnie werden. 
Die nebenstehende Konstruktion aber 
bleibt für alle Falle die gleiche. 



bei der Ellipse und Parabel nur 
möglich für Punkte P innerhalb 
der Kurve , bei der Hyperbel 
außerdem auch für Punkte im 
Außenwinkel der Asymptoten. 
Die Konstruktion des konjugierten 
Durchmessers kann aul^ irgend eine 
der Arten der Auflösung 92 voll- 
zogen werden. 



Aufgabe 96. Man denke sieh die 
vorige Aufgabe gelöst für sämt- 
liche Punkte Pi Pa . . . einer be- 
liebigen Geraden, und soll beweisen, 
daß die sämtlichen entstehenden 
Kurvensehnen Tangenten einer 
Parabel sind. 

Brkl. 428. Bezeiehnet mau die Punkte 
P, ihre Dm'chmeaaer u, die konjugierten v, 
deren unendlich ferne Punkte U der Reihe 
nach als V^^s ^ija ".b.w., so kann man 
aufstellen Pi33_Ä Uisa A Vi^a K Uiaa, 
folglich P^as A Uub, Nun sind aber 
die Sua die Verbindungsgeraden der 
(PU)iäa, also bilden die Sias einen Stratiien- 
büschel zweiter Klasse, Da die Uug 
die Pole der ui^g sind, und P jeweils 
auf u liegt, so kann man das nebenstehende 
Ergebnis auch auffassen als Anwendung 
des Satzes 11. Denn die P und U sind 
die inbezug auf die gegebene Kurve 
konjugierten Punkte der gegebenen 
Geraden und der unendlich fernen Geraden, 
folglieh umhüllen die sämtlichen Ver- 
bindungsgeraden derselben nach Satz 11 
ein Bogenstlick einer Kui-ve zweiten Grades. 



Auflösung. Der Strahlenbüschel 
aller Durchmesser MP ist einerseits 
projektivisch in perspektivischer 
Lage mit den Punkten der Punkt- 
reihe Pi,3 . . anderseits projektivisch 
in schiefer Lage mit dem Strahlen- 
büschel der konjugierten Durch- 
messer, und letzterer wieder pro- 
jektivisch in perspektivischer Lage 
mit der Punktreihe seiner Schnitt- 
punkte auf der unendlich fernen 
Geraden, mit welchen die Punkte 
Pi,2 . . in der Konstruktion der Reihe 
nach verbunden werden. Die er- 
haltenen Kurven sehnen verbinden 
also die zugeordneten Punkte zweier 
projektivisch verwandten Punkt- 
reihen, und müssen deshalb einen 
Kurvenbogen umhüllen. Da aber der 
eine Kurventräger die unendlich 
ferne Gerade ist, so hat die einge- 
hüllte Kurve die unendlich ferne Ge- 
rade zur Tangente, und so muß folg- 
lich diese Kurve eine Parabel sein, 
wenn auch nur bei der Hyperbel der 
unendlich ferne Punkt selber in der 
Konstruidion zur Verwendung ge- 
langt. 



Aufgabe 97. An einer gegebenen 
Ellipse soll zu einem gegebenen 
Paare konjugierter Durchmesser das- 
jenige zweite Paar konjugierter 
Durchmesser p q gesucht werden, 
welches mit dem ersten harmonisch 
liegt. 

Erkl. 429. Nach Satz 17 hat jedes 
beliebige Sehnenparalleiogramm kon- 
jugierte Durchmesser als Mittelpaval- 
lelen, nicht aber als Diagonalen, Macht 



Auflösung. I) Angenommen, AC 
und BD in T"igur 129 sind die ge- 
gebenenkonjugierten Durchmesser. 
Dann behandelt man dieselben als 
Diagonalen eines Sehne n- 
pö.rallelogramms, verbindet also 
die Eckpunkte ABCD und erhält 
die verlangten neuen konjugierten 
Durchmesser p, q als Mittel- 
parallelen dieses Sehnenparallelo- 
gramm«. 
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man also die gegebenen zu Diagonalen 
eines Sehnenpai'allelogi'amma, so müssen 
zwei neue konjugierte als Mittelparallelen 
entstehen. Nach detaselben Satze hat 
jedes beliebige Tangeatenparalle lo- 
gramm konjugierte Durchmesser als 
Diagonalen, nicht aber als Mittelparallel en. 
Macht mau also die gegebenen zu Mittel- 
parallelen eines Tangentenparallelo- 
gramms, so müssen zwei neue konjugierte 
als Diagonalen entstehen. 

Grkl. 430. In dem Yollständigen Vier- 
eck der Kurvenpunkte ABCD sind Neben- 
ecken der Punkt Mund die unendlich fernen 
Schnittpunkte der Parallelseiten AB//CD 
uudAD//BC. Folglich sind pq harmo- 
nisch zu den durch M gehenden Vier- 
eck aseiten als Verbindungsgeraden, der 
Nebenecke M mit den beiden andern 
Nebenecken. — Im vollständigen 
Vierseit der Tangenten abed sind 
Nebenseiteu die Geraden p, q und die 
unendlich iei-ne Gerade als Verbindungs- 
gerade der beiden imendlieli lernen Eck- 
punkte, nämlich der Schnittpunkte von 
a//c und h//d. Folglich sind p q har- 
monisch zu ACj BD, weil sie Projektions- 
strahlen sind nach den auf dieser imendlicli 
fernen Nebenseite durch die beiden Eck- 
punkte und die Schnittpunkte mit den 
harmonischen Punkten. (Vgl. Abschnitt 2 
des 11. Teils.) 




II) Oder man behandelt die ge- 
gebenen konjugierten Durchmesser 
äC und BD als Mittelparallelen 
eines Tangentenparallelo- 
gramms, zeichnet also in A und 
C die Tangenten a//c//BD und in 
B und D die Tangenten b//d//AC, 
dann erhält man die verlangten 
neuen konjugierten Durchmesser pct 
als Diagonalen dieses Tan- 
gentenparallelogranims. 



Neben Seiten p und q gebildeten vier 
und ;( sowie Aufgabe 48 und Erkl. 250 



Aufgabe 98. Man soll nachweisen, 
Parabel und Hyperbel unmöglich ist. 



daß diesolhe Aufgahe für 



Aufgabe 99. Mau soll an ge- 
gebener Ellipse oder Hyperbel 
ein Paar konjugierter Durch- 
messer aufsuchen, welche einen 
Winkel von vorgeschriebener 
Größe 7 bilden. 

Erkl. 431. Die vorliegende und die 
beiden nächsten Anfgahen treten eigeatlicli 
aus dem Eahmen der rein projektivisehen 
Geometiie heraus, indem sie mit gegebenen 
Winkelgrößen und Kreiskonstroktionen 
arbeiten. Da aber die im folgenden Ab- 
schnitt zur Behandlung gelaugenden 



Auflösung. Nach Satz 17 geben 
die Seiten jedes Sehnenparal- 
lelogramms die Richtungen 
zweier konjugierten Durchmesser 
an. Man kann also einen beliehigen 
Durchmesser AB der Kurve (Fig.130) 
als erste Diagonale eines Sehnen- 
Parallelogramms annehmen und die 
neue Ecke C auf der Kurve so aus- 
suchen, daß die Seiten CA und OB 
des Sehnenparallelogramms und da- 
mit auch dessen Mitte Iparalielen, 
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Kur\ Buj^cn autli um pnini li af mlpun 
Fall diLsei Aufgabe dai&telkn, imd d.i 
die Aufgabe geeignet ist, duich eleiQPHtaie 
Mittel bemeikensirerte Eigenschaften dei 
Kui-ve kennen lerüeu zu lassen, yeidicut 
dieselbe doch an die^ei stelle em^eiPiht 
zu i\eideii 

Evkl. 432. Der Pei-ipheriewinkel, unter 
welchem von den Punkten eines Kreis- 
bogens die Sehne AB gesehen wird, ist gleich 
demSelinentangentenwinkel zwischen dieser 
Sehne AB und den in A oder B an den 
Kreis gelegten Tangenten. Bezeichnet 
man nun wie in Figur 130a und b den 
Winke! der Kurveiltangenten a oder b 
mit dem Durchmesser AB als a, so findet 
man fünferlei verschiedene Ai-ten von 
Kreisen je nach der Größe des ihnen 
zukommenden Winkels y in Beziehung zum 
Winkel a. Es gibt nÄmlich 1) Kreise 
mit Peripherie Winkel über ISO—«: diese 
treffen die Kurve gar nicht oberhalb 
AB. 2) Einen Kreis mit Pefipheriewinkel 
glen,h 180 — tt: dieser berührt gemein- 
aa.m mit der gegebenen Kurve die Tan- 
gente i in A und hat in der an Figur 130 
d^igesteÜten Lage keinen Schnittpunkt 
mit der Kurve. 3) Kreise mit Peripherie- 
wmkel unter 180—", aber über «: diese 
schneiden die Kurve in je einem Punkte 
Cg, 4) Einen Kreis mit Pei-iph er ie winke! 
gleich u : dieser berührt mit der Kurve 



also die k o n j u g i e r l e n D ur c b- 
mesa er selber, den vorgeschriebenen 
Winkel bilden. Alle Punkte C, 
deren Verbindungsgeraden mit Ä 
und B einen bestimmten Winkel 7 
bilden, liegen aber nach plani- 
metrischen Sätzen auf dem Kreise^ 
welcher durch AB als Sehne und 
den gegebenen Winkel 7 als Peri- 
pheriewinkel bestimmt ist. Zur 
Lösung der gestellten Aufgabe legt 
man also dnrch die gegebene Kurve 
einen beliebigen Durchmesser AB, 
zeichnet über demselben einen 
Peripheriewinkel-Kreis, welcher den 
vorgeschriebenen Winkel y als Peri- 
pheriewinkel über der Sehne AB 
faßt, und verwendet die entstehenden 
Schnittpunkte C dieses Kreises und 
der Kurve zusammen mit A und B 
alsEckpunkte ein es Sehnenparallelo- 
gramms. Die Mittelparallelen 
dieses Sehnenparallelogramms sind 
dann zwei konjugierte Durch- 
messer, welche den v o r g e- 
schriebenen Winkel einschließen. 

Jeder gefundene Punkt C liefert 
zusammen mit seinem diametral 
gegenüberliegenden Kurvenpunkte 
e i n Sehnenparallelogramm , also 
ein Paar konjugierter Durch- 
messer von der verlangten Eigen- 
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geineiusam die Tangente b in B und 
schneidet die ICui-ve nocli in einem Punkte 
Cji. 5) Kreise mit PeriplierieTrinkel unter 
dem Werte « : diese treffen die Kurve in 
zwei Punkten C5 und C'5, liefern also 
zwei Paare konjugierter Durchmesser 
mit dem verlangten Winke!. 



Schaft. Es gibt also Je nach der 
Größe des gegebenen Winkels (siehe 
Figur 130) keinen, einen oder zwei 
Schnittpunkte der Kurve mit dem 
verwendeten Kreise, und daher auch 
kein, ein oder zwei Paare kon- 
jugierter Durchmesser von 
vorgeschriebenem Neigungs- 
winkel. 



Erkl. 433, Eine Vergleicliung der 
Figuren 130a und b zeigt, daß bei der 
Hyperbel die Kreise der ftlnften Art mit 

zwei Seliiiittpunkteii in unbegrenzter Anzahl und Grüße möglich sind, daß 1 
bei der Ellipse keine Schnittpunkte mehr entstehen von einem gewissen Kreise 
sechster Art an, welcher die Kurve gerade berührt. Dieser Berührungspunkt Cg 
liefert dann den kleinstmöglichen Neigungewinkel der konjugiei-ten Durehmesser 
dieser Kurve. In der Tat besitzt die Hyperbel konjngierte Durchmesser unter 
allen Neigungewinkeln bis herunter zur WinkelgröÖe Null, welche eine einzelne 
Asymptote als ein zu sieh seibat konjugierter Durchmesser darstellt. Bei der Ellipse 
dagegen besteht eine untere Grenze fUr den Neigungswinkel der konjugierter 
Durchmesser. Ale obere Grenze besteht wegen der Nebenwinkelheziehung fUr alle 
Kurven der rechte Winkel, sodaß die obige Durchführung streng g 
vom Winkel 90" an bis herunter zum Grenzwinkel be/\v. bis 0" no 



Aufgabe 100. An einer gegebenen 
Ellipse oder Hyperbel soll ein 
Kurvenpmikt aufgesucht werden, in 
■welchem Tangente und Durch- 
messer einen Winkel von vor- 
geschriebener Größe bilden. 

Erkl. 434. Die vorliegende Aufgabe 
erinnert an ihre entsprechende Beziehung 
beim Kreise. Dort ist in jedem Kurven- 
punkte der Wiukel zwischen Durchmesser 
und Tangente ein rechter Winkel. Bei 
Ellipse und Hj'perbel dagegen sind auch 
andere Winkel möglich, und zwar in den 
geeigneten Fallen (Oj der Figur 130) 
jede Winkelgröße an acht verschiedenen 
Kurvenpunkten, wovon je vier zusammen- 
gehörige als symmetrische Punkte um den 
Knrvenpunkt herumliegen, und bei der 
Ellipse sind alle Winkelgri5ßeu achtfach 
möglich vom rechten Winkel bis herunter 
zu einem gewissen Grenzwiukel, bei der 
Hyperbel sind alle Winkelgröße 11 vierfach 
iiiiiglich vom rechten Winkel bis hermitei' 
zu Null. 



AiiflÖi^ung. Angenommen der ver- 
langte Pimkt K sei gefunden, und 
seine Tangente k bilde mit seinem 
Durchmesser p den vorgeschriebenen 
Winkel ;'. Zieht man durch den 
Kurvenmitteipunkt eine Parallele q 
zu k, so ist q der zu k konjugierte 
Durchmesser und bildet mit p den- 
selben Winkel 7 als korrespondieren- 
den Winkel zum Winkel (kp). Die 
Aufgabe ist also zurückgeführt auf 
die vorhergehende Auf gäbe 99; man 
konstruiert auf jene Weise erst ein 
bezw. zwei Sehnen Parallelogramme 
ABCD mit dem vorgeschriebenen 
Winkel 7 der Parallelogrammseiten, 
also auch der Mittelparallelen. Die 
vier bezw. acht Kurven Schnittpunkte 
dieser Geraden sind Punkte von der 
verlangten Eigenschaft. 
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Aiifgalie 101. Dieselbe Änfgabe 
für die Parabel zu lösen. 

Erkl. 435, Bei der Parabel sind alle 
Winkel zwischen Dvu-climesser imd Tan- 
gente verti-eten von 90 bis 0, und zwar 
wegen der Symmeti-ie gegen die KniTen- 
ase jeder Winkel zweimal. Die vor- 
stehende Fassung der Anfgibe ist diejenige 
welche ftti diePaiihel Ubeihaupt an die 
stelle dei Fitge nach denWmkeln kon 
jugieiier Durchme ser zu tieten hat Ist 
die Parabel nicht kontmuieilich gegeben 
sondern diuch flmf BeatimmiingsbtUcke 
fehtgelegt ^o koneti iieit man nötigenfalls 
zueist soweit nich Paifkal his die Kon 
stiultion n-i h Buinckjn eimogb ht wiid 



Äuflösimg. Da bei der Parabel 
alle Durclimesser parallel sind, so 
ist die Aufgabe darauf zu rück - 
zufübren, daß eine Tangente an die 
Parabel gelegt wird , welcbe mit 
dieser gemeinsamen Durehmesser- 
ricbtung den vorgeschriebenen 
Winkel bildet, oder eine Tangente 
an die Parabel zu zeichnen, welche 
durch einen gegebenen Punkt der 
unendlich fernen Geraden hindurch- 
geht. Diese Konstruktion ist aber 
für die Parabel nach Brianchon lös- 
bar. Vgl. Aufgabe 295 der Anf gaben- 
sammlung am Schluß des II. Teiles. 



Aiiimbe lOJ Ell e Km l Un 
strmeren, von welcher gegeben sind 
dreibeliebige Bestimm unga elemente 
und dazu ein Durchmesser samt 
der Richtung seines kon- 
jugierten. 

Ei'ltl. 436. Die vorliegeiicle Autgnbe 
(bildet eine Anwendung der Aulgabe 9, 
indem . dort der Polpiuikt ins unendliche 
verlegt wird. Man hat also außer den 
di'ei Bestimuiungsstucken noch einen Punkt 
nebst dessen Polai'e. Entsprechend dem 
Ergebnis der Aufgabe 9 und dei- Aufgabe SU 
zeigt sich anoh hier, daß die Angabe euiea 
Durchmessers nebst der Richtung 
seines konjugierten stets die Anzahl 
der gegebenen Kurvenelemente 
verdoppelt. Daher erscheint diese Auf- 
gabe auch erst hier und nicht im vorigen 
Abschnitt. Denn der Mittelpunkt als 
solcher (Aufgabe 88) liefert schon die 
Gmppe eines Punktes nebst Polare, nicht 
so aber ein einzelner Durchmesser, da 
dieser zwar Pol eines unendlich fernen 
Punktes ist, aber eines unbestimmten, 
solange nicht die Richtung des kon- 
jugierten Durchmessers, das heißt eben 
<lie Lage dieses uEendUch teriicn Pol- 
punktes gegeben ist. 

Erkl. 437. Die Konstiniktion der Auf- 
gabe y wird hier flh- einen Punkt be- 
Sachs, Projeküvlaclie (iieueto) Geomefcie. 



Auflösung. 1) Für je zwei 
Kurvenpunkte bildet der ge- 
gebene Durchmesser die Axe einer 
schiefen Symmetrie, welche 
stattfindet in der Kichtung des. kon- 
jugierten. Man erhält also zu jedem 
gegebenen Kurvenpunkt einen 
zweiten, indem man durch ihn 
eine Parallele zur Richtung des kon- 
jugierten Durchmessers legt, dieselbe 
mit dem gegebenen Durchmesser 
zum Schnitt bringt und den Ab- 
schnitt der Parallelen zwischen 
Kurvenpunkt und Durchmeeser- 
sehnittpunkt auf der anderen Seite 
des letzteren nochmals auf der 
Parallelen anträgt. 

2) Für je zwei Tangenten, welche 
sich auf dem gegebenen Durch- 
messer schneiden, bildet dieser 
nebst der Parallelgeraden vom 
Schnittpunkt in der Eiehtung des 
konjugierten Durchmessers eine 
Gruppe von vier harmonischen 
Strahlen. Man erhält aber axieh zu 
jeder gegebenen Tangente eine 
zweite, indem man durch ihren 
Sehuittpunltt mit dem gegebenen 
Durchmesser eine Parallele zieht 
zur konjixgierten Richtung und 
dann zur letzteren und dem Durch- 

III. Tail. 17 
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sonders einfacli, weil die Verdoppelung 
der Alj standstrecke anstelle dei Kon 
strnktion des vierten haimoniselieii Punktes 
tritt; flii' die Tangente dagegen muß die 
Konstruktion der vieiteu harmonischen 
Geraden durchgeführt werden, wenn nicht 
infolge vereinigter Lage mit ihiem Be 
rühi'ongspnnkt die nehensteliende beson 
dere Vereinfachung enitiitt Bezeichnet 
man also mit q den gegebenen Duichnie&sei , 
mit Q seinen endlieh teraen Pol, so hat 
man die vier AnfgabenMle qQPPP, 
qQP(PT), qQT(PT), qQTTT. Die- 
selben liefern der Reihe nach PPPPPP, 
PP(PT){PT), TT(PT){PT), TTTTTT. 



messer eine vierte harmonische 
Gerade konstruiert, zugeordnet zur 
erstgegebenen Tangente. 

3) Besondere Vereinfachung tritt 
ein, wenn unter den drei gegebenen 
Kurvenelementen ein Kurven- 
punkt samt Tangente erscheint. 
Denn dann ist der durch die schiefe 
Symmetrie erzeugte neue Kurven- 
punkt zugleich der Berührungs- 
punkt derjenigen Tangente, welche 
mit der gegebenen durch denselben 
Punkt des gegebenen Durchmessers 
hindurchgeht. 



Aufgabe 103. Man soll aus -vorigei 
für die Hyperbel herleiten. 



Aufgabe besondere Aufgaben 



Aufgabe 104. Welche Schlüsse 
sind ermöglicht, wenn unter den 
gegebenen Kurvenelementen zwei 
Tangenten nebst Berührungs- 
punkten sindt 

Erkl. 438. Sind gegeben (PT){PT)P, 
also eiu Kurvenpunkt K als fünftes 
Element, so liefei-t die konjii^ei-te Durcli- 
messerriohtung einen neuen Punkt K^, 
und die VerbJndungsgeraden von K und 
Kl mit dem Tangentenschnittpunkt als 
vierten haiTHonisehen Punkt je auch noch 
einen Punkt Kg und Kg. Dadurch sind 
aus dem einen Punkt K vier Punkte ge- 
worden. Sind aber gegeben (PT)(PT)T, 
also eine Tangente k als fünftes Element, 
so liefert der Schnittpunkt von k mit einer 
der beiden gegebenen Tangenten den 
Eckpunkt e in e s Tangent envi erseits, wel eh es 
den gegebenen Di\rehmes8er als erste 
Diagonale hat und nach Satz 14 als zweite 
Diagonale eine Parallele zur bekannten 
Eiehtung des konjugierten Durehmessers. 
Man erhalt also durch VeiToUsttodigung 
dieses Vierseits zunächst eine neue Tan- 
gente kl, und sodann liefert jeder Schnitt- 
punkt von k und k^ mit der Bertthi-migs- 
sehne als vierte hannonische Gerade je 
noch eine weitere Tangente kj und k; 
sodaS auch aus der einen Tangente k 



Auflösung. Sowie unter den ge- 
gebenen Stücken einer Kurve zwei 
Tangen tennebstB erührun gsp unk ten 
sind, kennt man {Figur 128) die Be- 
rührungssehne und deren Pol sowie 
den vom Tangentenschnittpunkt zum 
Mittelpvinkt der Berührungssehne 
führenden Durchmesser und die 
Richtung des dazu konjugierten 
Durchmessers, nämlich eben die 
Berührungssehne selber. Man kann 
daher zu jedem weiteren Kurven- 
element eine ganze Reihe neuer 
Elemente hinzukonstruieren. Man 
hat nämlich ein zum Parallelstreifen 
ausgeartetes Polardreieck der 
Kurve, dessen Eckpunkte gebildet 
sind aus dem Tangentenschnittpunkt, 
dem Pol des gegebenen Durchmessers 
und dem Schnittpunkt des letzteren 
mit der Berührungssehne, während 
als Seiten auftreten der gegebene 
Durchmesser, die Berührungssehne 
und die Parallele zu letzterer durch 
den Tangentenschnittpunkt. Die 
Aufgabe bildet daher einen beson- 
deren Fall der Aufgaben 41 und 
folgender. 

ior Tangenten geworden sind. 
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Anfgalbe 105. Eine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
sind der Mittelpunkt sowie ein 
Punkt Q nebst seiner Polaren q 
und ein weiteres Kurvenelement 
P oder T. 



tiikl 4S^ U^ß bei \oi stehender 
iiügilje zu fiel Giuppe Q«] luid dem 
geaebenen M mir noch ein weiieie» 
Kun enelement gegeben sem d^if, bildet 
eine Aiiwenilnng dei in EiUärnng 351 
gegebenen Aiisiuhiung Denn dei Punkt 
M als Pol dei uneiidlich lernen Gp^^den 
bildet mit diesei zusunmen em zweites 
Paai dei 4it Qq doch tbei meht von 
dei einfacheren Ait, daß Q und M die 
Ecken eines PoIaidieiecM bilden Die 
mi neb ensteh enden gefundene sech« 
fiche Yeimehiung des gegebenen hiiiiten 
Ivm^enelements entspiicht aber ganz 
jenem illgeraeinen Eigebnis Polai 
dieiecke lassen sich zw ei aufstellen 
namliüli em eistes gebildet diiieh cj mit 
Q imd dem Dnichmesser imd der Ptiillelen zu q durch Q, 
duich die unendlich feine Geiade mit den hi-iden konjugierten Durchmesser 



AiiflÖsimg. Der gegebene Mittel- 
punkt der Kurve verdoppelt die 
Zahl der sonst gegebenen Elemente 
liefert also zu P bezw. T ein zweites 
P bezw. T. Und das Paar Pol 
und Polare verdoppelt nochmals 
durch die harmonische Beziehung 
aedes Element P bezw. T. Ver- 
bindet man endlich den Mittelpunkt 
mit dem Polpunkt Q, so ist MQ 
em Durchmesser und q die Eich- 
tung des konjugierten, und hieraus 
ergiebt sich eine dritte Verdoppe- 
lung des gegebenen letzten Kurven- 
elementes. Man erhält also aus 
dem einen gegebenen Element auf 
dl ei Arten je ein neues, deren jedes 
wieder auf die beiden andern Arten 
verdoppelt werden kann. Und so 
können statt des einen gegebenen 
Elementes P bezw. T sechs solcher 
festgestellt werden. 



gebildet 
durch M. 



Aufgabe lOß. Eine Hyperbel zu konstruieren, von <\<ir gegeben 
sind ein Pol nßbsL Polare sowie der Mittelpunkt und die eine Asymptote. 



Aufgabe 107. Man soll eine 
Kurve konstruieren, von welcher 
gegeben sind ein Paar konju- 
gierter Durchmesser und zwei 
weitere Kurvenelemente PP oder 
(PT) oder TT. 

Erkl. 440. Durcli zwei Durchmesser, 
sie seien konjugierte oder nicht, ist 
jedenfalls der Kurvenmittelpunkt 
bestimmt, also tritt die cenü'iache Sym- 
metrie der Kurven in Wirltsamkeit, um 
zu einem Punlit den diametral gegen- 
überliegenden zu erzeugen, zu einer Tan- 
gente die im gleichen Abstand entgegen- 
gesetzt vom Mittelpunkt laufende Pa- 
ralleltangente. Dazu kommt hier noch 
die harmonische Beziehung fUv Pol und 
Polare bezw. Durchmesser und Richtung 



Auflösung. 1) Angeni 
Figur 131 bezw. 134 sei gegeben 
der Punkt A mit den konjugierten 
Durchmessern p und q. Dann liefert 
die centrische Symmetrie zum 
Mittelpunkt den Punkt C und die 
schiefe Symmetrie zu den kon- 
jugierten Durehmessern die 
Punkte B und D als Ecken des 
Sehnenparallelogramms A B C D. 
Ebenso liefert der zweite etwa ge- 
gebene Kurvenpunkt drei neue 
Punkte zu einem zweiten Sehnen- 
parallelogramm, sodaß man statt der 
gegebenen zwei Punkte nunmehr 
acht Kurvenpunkte kennt. 

2) Angenommen die Tangente a 
sei gegeben mit den konjugierten 
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Figuu 131. Figur 132. 




des konjugierten, welclie Illr die Punkte 
zui' scliiefeu Symmetrie wifd. — Die 
tieiäen konjugierten Durchmesser bilden 
mit der unendlich feraen Geraden ein 
Polardreieck, und so bildet die vor- 
stehende Aufgabe wieder eiaen beson- 
deren Fall der Aufgaben 41 und folgender. 

Erkl. 441. Die nebeaa teilende Auf- 
lösung bespricht den Fall des einzelnen 
Kiu-venpunktes bezw, der einzelnen Tan- 
gente. Sind als gegebene Stücke ein 
KuiTCnpunkt samt Tangente gegeben, 
80 gelangt die Figur 131 bezw. 132 
vollständig zui' Geltung, indem dann 
statt acht Punlcten bezw. acht Tangenten 
gerade die vier Punkte ABGD nebst 
iluen lier Tangenten ab cd erzeugt 
■wei'den. Wie in nebenstehender Auf- 
lösung bereite eiTvähntist, daß manb und d 
einfacher finden Icann aus a und c, so 
wii'd in diesem Falle die KoHsti'uktion 
noch weiter vereinfacht. Deun aus A 
findet man nach der allgemeinen Durclif iUi- 
rung zunächst B CD 5 nnddamibrauelienEUr 
die Tangenten bcd gar keine Konaü'uk- 
tionen mehr dm-ehgefllhrt zn werden: weder 
die Pai'allele noch die vierte harmo- 
n'acle Celle de es entsteht b als 
\e 1 mlmpSge ale (aq) acli B, d 

als "^ e b dungsge ale on (aj) nach D, 
u d es m ß e d Sei luS evade des 
TiUoCnte \-\ 11 1 ^ un we den, als 
(,e e ne f le lu 1 die drui 



Durclimessern p und q. Dann 
liefert die centriache Symmetrie 
zum Mittelpunkt die Parallel- 
tangente e, und in den Schnitt- 
punkten (ap) bezw. (aq) entstehen 
als vierte harmonische Geraden zu a 
mit p und der Parallelen zu q 
bezw. zu q und der Parallelen zu 
p die Tangenten d und b. Noch 
einfacher für die Zeichnung erhält 
manletztere als Verbindungsgeraden 
der durch Verdoppelung der Dia- 
gonalenhälften entstehenden Schnitt- 
punkte von a und c mit p und q 
zur Vervollständigung des Tan- 
gentenpara,llelogranims abcd. Eben- 
so liefert die zweite etwa gegebene 
Tangente drei neue zu einem 
zweiten Tangentenparallelogramm, 
sodaß man statt der gegebenen 
zwei Tangenten nunmehr acht 
Kurventangenten kennt. 

3) Bemerkenswert ist die Deter- 
mination dieser Aufgabe. Eine 
Parabel ist ausgeschlossen, da sie 
keine konjugierten Durchmesser im 
endlichen hat. Um zu entscheiden, 
ob die Kurve znr Ellipse oder 
Hyperbel wird, zeichnet man zu- 
erst das eine Sehnen- bezw. Tan- 
gentenparallelogramm, welches 

durch eines der beiden gegebenen 
Stücke bestimmt wird, und beob- 
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Punkt« (dq) (bp) \iad C, und zwar pa- 
rallel zu n. Ebenso ist in diesem Falle 
besonders einfacli die Entacteidung Über 
Ellipse oder Hyperbel, indem die Lage 
dei' Tangente außerhalb oder innerhalb 
des Selinenpavallelogramms sofort Aus- 
kunft gibt. 



achtet dann die Lage des zweiten 
gegebeneii Elementes zn diesem 
ersten Parallelogramm. Ein Blick 
anf die Figur 131 und 132 lehrt, 
daß eine Ellipse oder Hyperbel 
entsteht, wenn der zweite gegebene 
Kurvenpunkt in einem der 
Außenwinkelräume des Sehnen- 
parallelogramms liegt oder aber im 
Innenraum Lezw. in einem Scheitelwinkelraum desselben. Ebenso 
entsteht Ellipse oder Hyperbel, wenn die zweite gegebene Kurven- 
tangente mit einer Ecke des Tangentenparallelogramms eine Fläche 
im Innenwinkel oder aber im Scheitelwinkelraum bildet, (Man 
vergleiche hierzu die Erörterungen in Antwort ^9 ku Figur 39 und 41 
des IT. Teiles dieses Lehrbuches.) 



Aufgabe 108. Dieselbe Aufgabe für 
■ierte Durehmesser 7ai lösen- 



senkrechte k o n ;i u - 



Aufgabe 109. Eine Hyperbel 
zu konstruieren aus einem Paar 
konjugierter Durchmesser und 
einer Asymptotenrichtung nebst 
einem gegebenen Kurvenpunkte. 



Andeutung. Die Asymptoten- 
richtung liefert die Asymptote 
selber, und die harmonische Be- 
ziehung zu dem konjugierten Durch- 
messer die zweite Asymptote. 



Auflösung 110. Die Aufgabe 
107 zu erörtern für getrennt ge- 
gebene P und T. 

Erkl. 442. Das Ergebnis der neben- 
stehenden Aufgabe stimmt Uberein mit 
dem Ergebnis der Aiifgabe 42, woselbst 
EU einem gegebenen Polardreieck eben- 
falls vier Kurvenpunkte oder vier Kurven- 
tangenten gefunden werden konnten, ohne 
daß die vollständige Konstruktion nach 
Paskai oder Brianchon ermöglicht wurde. 



Aiiflösniig. Zum gegebenen P 
erhält man durch das Sehnenparal- 
lelogramm drei weitere iind ebenso 
zu T durch das Tangentenparal" 
lelogramm drei weitere. Aber die 
erhaltenen vier Punkte nebst ge- 
trennt liegenden vier T gestatten 
keine Konstruktion nach Paskai oder 
Brianchon. Es bedarf dazu viel- 
mehr der Verwendung der involu- 
torischen P'^igenschaften. 



Aiifgitb« 111. Eine Kurve zu 

konstruieren, von welcher gegeben Auflösung. 1) Sind p und q das 

sind zwei Paare konjugierter eine, u und v das andere Paar der 

Durchmesser und ein weiteres gegebenen konjugierten Durch- 

Kurvenelement P oder T. messer, so liefert der gegebene 
Kurvenpunkt K zunäeiist durch 

Erkl. 448. In Figur 133 und 134 die eentrische Symmetrie zum 

ist Miä den) Ivuvveupuukt K zmiälchst Mittelpunkt den diametral gegen- 
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gezogen KKi durch KM=MKi. 
Sodann KKsZ/q imd KKs//p; 
K,Iij//p, KiKsZ/q. So entsteht 
das evste Sehnenparallelogramm 
KKiKgKg. Dazu kommt dann 
KK4//V, KKe/Zu, K^l^lh, K1K5 
//u, und somit das Seluienparal- 
lelograrom KK^K^I^s. Die 
Punkte 1^X7 sind dann weiter 
erzeugt aus KjKg nüttels u und v, 
KäKa ebenso ans Kj!^ mittels 
p(l u 1 ■« Angedeutet emd 
auch die Konstiuktionen dei 
Tangenten k//kj in K und Ki 
dmch welchf auf p imd q die 
Schnittpunkte dei m K» und IV3 
beitlhienden Tangeuten Ukj, luf 
11 und V die Schnittpunkte dei 
mKiU Kj bei tthi enden langenteu 
kl und kj au5gp schnitten neiden 





Figiu' 134. 



Erkl. 444. Besonders bemerkens- 
wert ist liiei- wieder die Determination 
der Aufgabe. Man erkennt nämlich 
sofort aus der Lage der gegebeneu 
Stücke zu einander, was fUr eine Kuito 
entsteht. Da Parabel bei eudlieh ge- 
legenen Mittelpunkt ausgesclüossen ist, 
so hat man nämlich sieher Ellipse (Fig. 
133), wenn die Paare der konjugierten 
Durehmesser pq und uv einander trennen, 
dagegen Hyperbel (Figur 134), wenn 
die Paare der konjugierten Dureh- 
messer pq und UV ungetrenut liegen, 
d. h. UV im gleichen Winkelraum von 
pq, pq im gleichen (stumpfen) Winkel- 
raum vonuv. Im gemeinsamen Winkel- 
räume müssen dann die Asymptoten 



üherliegenden Kurven- 
punkt Kl, und sodann je 
zwei weitere Punkte 
durch jedes der beiden 

Sehnenparallelogramme 
mit Mittelparallelen p und 
q bezw. u und v, welche 
die Strecke KKi als ge- 
meinsame Diagonale 
haben. Aus den so erhal- 
tenen sechs Kurven- 
punkten kann dann ent- 
weder nach Paskai weiter 
konstruiert werden oder 
noch einfacher durch fort- 
gesetzte Wiederholung der vorigen 
Konstruktion von Sehnenparallelo- 
grammen aus je einem der neuent- 
stehenden Kurvenpunkte, 

2) In gleicher Weise liefert eine 
gegebene Kurventangente k zu- 
nächst durch Verdoppelung der 
Diagonalenhälften die diametral 
gegenüberliegende Kurventangente 
kl, und sodann je zwei weitere 
Taugenten durch jedes der beiden 
Tangentenparallelogramme mit Dia- 
gonalen p und q bezw, u und v, 
welche die Mittelparallele von kki 
als gemeinsame Mittelparallele 
haben. Aus den so erhaltenen 
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liegen, also in 
(uv), bezw. 



jiir 1 34 im spitzen Winkel 
stumpfen Winkel (pci)- 

■ bildet eine Aßwenduiig 
■des in Figui' 21 vorkommenden Zusammen- 
Ireiiens zweier Polai-di-eiecke, gebildet 
von je derselben Ecke M und der un- 
endlich fei-nen Geraden zusammen mit je 
■einem Paaa-e der konjugierten Dm'climesser. 
Daher bedarf es zur Gesamtkonstniktion 
niu' noch eines einzigen liinznkommen- 
■den Kurvenelementes. 



sechs Kiirventangenten kann 
dann entweder nach Brian chon 
weiter konetTuiert werden, oder noch 
einfacher durch fortgesetzte Wieder- 
holung der vorigen Koustroktion 
von Tangentenparallelogrammen aus 
je einer der neuentstehenden Kurven- 
tang enten. 



Au%abe 112. Die vorige Aufgabe 
für den besonderen Fall zu kon- 
struieren, daß die beiden Paare der 
konjugierten Durchmesser rechte 
Winkel bilden. 

Erkl. 445. Daß ein Paar konjugierter 
Durclimesser eenki-eclit steht, kann auch 
in Figm' 133 oder 134 bezw. in Auf- 
gabe 108 vorkommen. Dann ist eben 
zufällig dieses Paar auch das Axenpaar 
4er zu konstniierenden ElUpse bezw. 
Hypei-bel. So ist in Figur 133 der Winkel 
{uv) nicht weit von einem rechten, und 
deshalb zeigen diese konjugierten Dureh- 
messer uv auch nahezu die Lage der Axen 
der Kurve. Sind die beiden Winkel der 
gegebenen konjugierten Druchmesser in 
Figui' 133 und 134 festgelegt, so können 
die Winkel der übrigen Paare noch die 
vei-schiedensten Werte annehmen, bei 
Figiu' 133 bis zu dem vorhandenen Minimum, 
bei Figur 134 bis zu Null. Sind aber 
die zwei gegebenen Paare konjugierter 
Durchmesser schon senltrecht zu einander, 
so können auch alle übrigen konjugiei'ten 
Durchmesserpaare keinen anderen Winkel 
mehr aufweisen, als alle ebenfalls den 
rechten Winkel. 

Erkl. 446. Der Gegenstand neben- 
stehender Auflösung deckt sich teilweise 
mit dem der Antwort der Frage 47. An 
vorliegender Stelle scliließt sich diese Auf- 
gabe aber unmittelbar an die vorhergehende 
allgemeinere Aufgabe an, sie erfälirt 
auch allgemeinere Auffassung Infolge des 
Hinzukommens des Tangentenparallelo- 
gi'amms, wührend an jener Stelle der Kreis 
bloß als Punl;tknrve suifgefaßt war. Daß 



Aul'lösimg. Wenn die beiden 
gegeb enen PaarekonjugierterDureh- 
messer senkrecht stehen, so liegen 
dieselben jedenfalls in getrennten 
Winkelräumen, liefern also sieher 
eine Ellipse und keine Hyperbel. 
Durch die rechten Winkelder Mittel- 
parallelen pq, UV werden die 

Figur 135. 




Sehnen Parallelogramme KKi 
KäKs und KK1K4K5 zu Rechtecken, 
und durch die rechten Winkel der 
Diagonalen pq, uv werden die 
T a n g e n t e n p a T a 1 1 e I o g r a m m e 
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der Kreis sowohl als Puulitliiirve, wie aucli 
als Tangenteukurve zu den Ei-zeugnisaen 
der projelrtivischen Gebilde gekört, wui'de 
erörtert im zweiten Teile dieses Lehi- 
bucbes, besonders Antwort 47 imd Satz 
20. Das Senki-echtfiteheii der sämtlielien 
Paare konjugierter Dnrclmieseer des 
Ki-eises bildet noch den Gegenstand be- 
sonderer Erörterang bei deu involutori- 
sehen Eigenschaften der Kiii've. 



kkikaka und kkikikg zu Ehomben. 
Die beiden Selmenrechtecke haben 
also als gemeinsame Gegenecken 
die Punkte KKi, und folglich sind 
die Diagonalen KKi ^= K? K3 = K4 
Ks alle drei gleichiang, diePunkte 
KbisKä sind Punkte eines Kreises 
um M mit Eadius MK. Eheuso 
haben die Tangentenrhomben als 
gemeinsame Gegenseiten die Ge- 
raden k//ki, und folglieh sind die 
Abstände der Paralleltangenten- 
paare k//ki, ksZ/kg, ktZ/kj alle drei gleich, die Geraden k bis k» sind 

Tangenten eines Kreises um M mit "Radius ~ KK^. Nun gehört aber 

der Kreis ebenfalls zu den Erzeugnissen der projektivischen Gebüde, 
und durch fünf Punkte bezw. fünf Tangenten ist nur eine einzige 
Kurve festgelegt, folglich muß die durch zwei Paare senkrechter 
konjugierter Durchmesser bestimmte Kurve stets ein Kreis 
sein (vgl, Satz 20). 



Aufgabe 113.- Man soll eine 
Hyperbel konstruieren aus den 
Asymptoten und einem gegebenen 
Kurvenpunkte auf Grund des 
Satzes 19, 



Auflösung. Man macht den ge- 
gebenen Kurvenpunkt K (Fig. 136) 
zum Scheitel eines Strahlenbüschels 
und trägt auf jedem Strahl die 
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Erkl. 447. Zu den hierliergehörigen 
Konstruktionaaiifgaben über die Hyperbel 
sind auch zu redmen die Aulgabeu 261 
und folgende (besondere 266) imll, Teile, 
welchedort koneü'uiei't iviirden auf Grund 
der durch maSgeometi-isehe Beti-acbtungen 
gefundenen Hyperbeleigenechaften, wäh- 
rend hier rein geomebische Ünter- 
Buchnngen zu den gleichen Beziehtingen 
geführt haben. 

136 



zwischen K und der einen Asymp- 
tote entstehende Strecke als Ab- 
stand zwischen dem Schnittpunkt 
mit der anderen Asymptote und 
einem neuen Kurvenpunkte an, z. B. 
in Fig. 136 KAi-=BiLi oder 
KÄg^BaLa oder KA3 = B3Lb. 
Man könnte ebensowohl K B i = A i Li , 
K:B2 = A2U,KBs = A3L3 machen; 
denn die Lage des Punktes A be- 
zeichnet zweifellos die Innenwinkel- 
räume der Asymptoten, innerhalb 
deren sämtlicheKurvenpunkte liegen 
miissen. 



Erkl. 448 Unter den in Pig 
benutzten Strahlen befindeJi sich einige 
besonders bemerkenswerte. Zunächst 
liefert der Sti-ahl KM den centriach 
aymmeti-isehen KmTeapnnkt K.'. Ferner 

liefert der Parallel stralil zur A-Asymptote den unendlich fernen Punkt eben dieser 
Asymptote, und ebenso dei Paiallelstrahi zur B-Aeymptote deren unendlich fernen 
Punkt, weil die zugehoiige Abstandsti'eke KA bezw. KB im nnendlichen aageh-agen 
weiden muß Endlich gibt es anch einen Sti'ahl, dessen Abschnitt zwischen beiden 
Asymptoten duich den Punkt K halbiert wird, und dieser Sti-ahl muß die vom 
Punkt K an die Hypeibel gelegte Tangente bilden. Man findet seine Abschnitte 
anf den ■i'iymptoten dnich Teidoppelimg der Abschnitte der beiden Parallel sti-ahlen 
zu den Asjmptoten, neil diese die Mitte Ipar all eleu des von der Tangente mit den 
Asymptoten gebildeten Dieiecks suid. 



Aufgabe 141. Auf dieselbe Weise eine Hyperbel zu konstruieren 
aus den zwei Asymptoten und einer Kurventangente. 



7. Aufgaben Über die Axeti der Kurven. 

(Zu Abschnitt 2d.) 



Aufgabe 115. Von einer gegebenen 
bezw. durch beliebige fünf Elemente 
bestimmten Ellipse oder Hyperbel 
die Axen zu bestimmen, 

Erkl 449 Ist 1 e Km e v U tinb^ 
ges he rf 1 t 1 e Kon&t 1 1 n 1 e 

je le Sei w e „ke t Ist s e 1 u 1 fl f 
Elemente l esti t so n da d r M tt 1 
pmüt cl Paskai ole B auch n 
fu den ve de Ehe o findet noa i 1 
Paskai d n 7 ve ten Enlp nl t e n s i s , 
du ch le ilittelp kt gelegte Un el 
p nkte des Halb! e e t d K 
1 o-e jene 'itelle ^ 1 11 

g gel le e 



Auflösimg. Man konstruiert zu- 
nächst nach früheren Aufgaben den 
Mittelpunkt der Kurve und einen 
beliebigen Durcbmessernacli Lage 
md Größe. Sodann verfährt man 
weiter nach Antwort 46 durch den 
Halbkreis über diesem Durch- 



oegebenem bezw. gefundenem Kurvenpunkt 
e «ere. Aber die Aufimdnng der Schnitt- 
e -fordert die Aimahme, daß der Kim-en- 
1 eine große Zahl von Punkten genügend 
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Aufgabe 116. Von einer hyper- 
bolischen Kometenbalm seien fünf 
Punkte bestimmt und in Zeichnung 
festgelegt. Man suche das Perihel 
der Bahnkurve. 



Äiideutiuig. Das Perihel jeder 
Kometenhahn ist der Sclieitelpunkt 
der Bahnkurve. 



Aufgaben?. Von einer gegebenen 
oder durch beliebige vier Elemente 
bestimmten Parabel den Seheitel 
zu Buchen, 



Auflösung. Man konstruiert die 
Durchmesserrichtung und bestimmt 
eine darauf senkrechte Sehne der 
Parabel. Die Mitteleenkrechte dieser 
Sehne ist die Axe der Parabel, und 
deren Schnittpunkt mit der Parabel 
ist der Scheitel der Kurve. 



Erk]. 450. Bei EUipse imd Hyiierljel 
bedarf es zui' Axenkonsti'uktioii eines 
Kreises Tuid seiner Sclinittp\iiikte mit dev 
Knvve, Die Konstmktion dieser Elemente 
ist nicht elementai'. Dagegen ist liei der 

Pai'aljel der Scheitel nach Paslval stets konsti'uierbar, weil die Axc ein 
durch den samt Tangente gegebenen uneiidlicli fernen Knn-enpnnkt de 
darstellt. 



Aufgabe 118. Wieviel Kurven- 
elemente sind noch erforderlieh zur 
Konstruktion einer Parabel, wenn 

von derselben Äse und Scheitel ge- 
gegeben sindl 



Auflösung. Es bedarf noch eines 
Punktes oder einer Tangente, denn 
die gegebenen Stücke stellen schon 
vier Elemente der Kurve dar. 



Erkl. 451. Die lier gegebenen Elemente 
sind (T»P«) wegen Axenriclitimg, luid (PT) ^ Scheitelpunkt samt dessen au 
der Axemichtuug senki'echt stekendev Tangente, der sogenannten Sclieiteltangente 



Aufgabe 119. Eine Kurve zu kon- 
struieren, von welcher gegeben sind 
die Lage beider Axen sowie zwei 
Elemente PP oder TT oder (P'i;) 
oder P und T. 



Alldeutimg. Man vcrgleiclie Auf- 
gabe 108 imd 110. 



Aufgabe 120. Eine Kurve zu kon- 
struieren, von welcher gegeben sind 
die beiden Scheitel derselben Axe 
und ein Kiirvenelement P oder T- 



Audeutiuig. Man kennt (PT) (PT) 
und dazu P oder T. 



Aufgabe 121. Eine Hyperbel au konstniiercn aus den beiden 
Scheiteln und einer Asymptotenrichtimg. 



Aufgabe 132. Von einer Ellipse 
kennt man zwei Scheitel verschie- 
dener Axen und noch die Lage 
eines Durchmessers. Kann sie kon- 
struiert werden! 



Auflösung. Auf dem ( 

Durehmesser muß der Mittelpunkt 
so liegen, daß er der Scheitel des 
rechten Winkels der durch die zwei 
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Erkl. 452, Je iiach Lage des Durclt- 
meesei's zu deni Halbki-eia über der Ver- 
bin(liing;ssehtie beider Scheitel gibt es zivei, 
eine oder keine Ellipse der verlangten Ai-t. 



Scheitel geheuden Äxea ist. Man 
findet also den Mittelpunkt durch 
den Halbkreis über der Verbindungs- 
sebne der Scheitel. 



Aufgabe 123. Man benutze die 
Hauptaxe einer Ellipse oder 
Hyperbel zu der Konstruktion der 
Äuf^i^abe 99. 



Auflösung. Der Halbkreis über 
der großen Axe AB muß die Ellipse 

völlig einschließen , die Hyperbel 



Figur 137. 








-f^^^ 


sä4. 



Erkl. 453. Die l'igur für die Hyperbel 
besondere zu entwerfen, mag dem Studieren- 
den überlassen bleibeu. I&n erkennt ohne 
weiteres, daß je zwei Ki^eisschnittpuakte 
symmetiiseh zui- Hebenaxe liegen, daß also 
a,rn,h zwei zui Nebenate symmetusch 
liegende Sehnenpaiillelogiamiue bestunmt 
weiden nad duich diese auüi zwei 
ßjmmetiiseh liegende Paaie konjugieitei 
Dniclinie=(sei je m den beiden leehten 
Winkeln beldel'^elts dei Nebeniie Und 
jedes Pni wnd getieuiit daich die beiden 
Asymptoten welehe ile Gi enzfall den 
Nullwniltel zweiei konjngieiteuHypeibel 
dmchme8'<ei daiatelleii und welche lus 
geschnitten weiden duch den inbegieiizt 
eiweitei-tmKieis dei gebildet wnd dm di 
die Axe AB selbei /usammen mit dei 
obeienH'llfte dei unendbchfei-nen Geladen 

Lrkl 454 Dei Kieisbogeu AU^ B 
in Figur 137 ti'ifft die Ellipee zweimal, in 
TJ und V, Das Di-eieck AUB bat als Mittel- 
pai-allelen zwei Geraden von M, welche 
einmal zwischen A und' N, einmal Kwischen 
C und V die Kurve treHeii. Und das 



völlig ausaclilicßen. Die Hyperbel 
wird von jedem größeren Kreis- 
bogen durch A und B zweimal 
getroffen, liefert also konjugierte 
Durchmesserrichtungen von jeg- 
lichem Neigungswinkel in beliebig 
verlangter Größe, je paarweise in 
sj mmetrischer Lage. Die Ellipse 
■wird von kleineren Kreisbogen zu- 
nächst zweimal geschnitten (Punkte 
U und V der Figur 137) und wird 
nm einmal berührt von demjenigen 
Kl eisbogen , welcher durch den 
Scheitelpunkt C der kleinen Axe 
geht Folglich ist 4 AGB der 
gioßtmögliche, oder sein Neben- 
i\ mkel ä- der kleinste aller Winkel, 
w eichen zwei konjugierte Durch- 
messer der Ellipse miteinander 
bilden können. Und gebildet wird 
dieser kleinste Winkel von den- 
jenigen beiden konjugierten Ellipsen- 
halbmessern, welche die Mittel- 
parallelen des Sehnenparallelo- 
gramms A D B C sind. Dieselben 
bilden aber die Diagonalen des 
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Dreieck AVB hat als MittelpiU'alielen z'^ei 
Geraden von M, welche einmal zwischen 
U und 0, einmal zwischen imd B die 
KuiTe treffen. Es gibt also auf den 
K\irvenhogen AN und ÜC und CV luid 
OB je einen Punkt, in welchem Durch- 
measer und Tangente den Winkel AHB = 
AVB bezw. gleich seinem Nebenwinkel bil- 
den, nnd weg'en dei' Symmetiie sind es in der 
ganzen Ellipse acht Pimkte dieser Ai't. 
Ueberhaupt gibt es also für jede Winkel- 
größe zwischen dem rechten Winkel und 
dem Winkel AGB bezw. zwischen dem 
Winkel AGB und 180 — AGB zwei 
konjugierte Du r eh m esse i' paare 
bezw. acht Ellipsenpi\nkte, in 
welchen Durchmesser und Tangente diesen 
Winkel bilden. 



Tangentenparallelogramms EFGH, 
welches die Kurve in den vier 
Scheiteln beTÜhrt, und liegen liar- 
m n i s c h zu dessen Mittelparallelen, 
denÄxen, undsynimetrisclizn diesen. 
Man erhält also die merkwürdige 
Eigenschaft der Ellipse: 

Satz. Die Diagonalen des 
Rechtecks, dessen Seiten die 
Ellipse in den vier Scheitel- 
punkten berühren, bilden zwei 
konjugierte Durehmesser, 
welche zu den Äxen harmo- 
nisch liegen , zu den Äsen 
symmetrisch liegen , gleiche 
Länge haben, und als Neigungs- 
winkel 5- den kleinsten Winkel 
bilden von allen Paaren konjugierter 



Durchmesser dieser Ellipse, indem 
2 a' 

r konjugierter 



Brkl. 455. Für den rechten Winkel 
sind die vier Scheitel als einzige Punkte 
imd die- Axen als einziges Paar kon- 
jugiert er Durchmesser vorhanden {ver- 
gleiche Satz 20), Und füi- den Grenz- 
winkel ACH bezw. 180~ACB liat man ebenfalls n 
Diu-ehmesser und mu- vier Kurvenpunkte, welche eben von diesen s 
werden. Die Figur 137 hat also dieselben Eigenschaften wie die Pigui- 35, daß 
nämlich zwei Paai'e bonjiigierter Diu-ehmesser harmonisch zu einandei- hegen, daß 
daa Sehn enpar all elogi-amm des einen Paares jeweils parallele Seiten aufweist zum 
Tangentenparalleiogi'amm des anderen Paares, imd daß Ecken luid Seiten je beider 
Äi-ten von Pai-allelogrammen Pol und Polare bilden wegen der Bei-ührmigsa ebnen usw. 
Und eben diese beiden harmonisch liegenden Paare koiijugiei-ten Durchmesser von 
besonderer Eigenschaft sind die einzigen ihrer Art an der Kuitc, 

Ei'kl. 456. Weil eben das Äxeupaai- das symmetrisch liegende Tangenten- 
rechteck bestimmt, müssen auch die Diagonalen symmetrisch hegen, was sonst bei 
keinem Paar konjugieiier Dm-cbmesser zutrifft. Ebenso sind die Längen dieser 
beiden konjugierten Duixhmesser dieselben, was sonst keinem Paare zukommt, wenn 
auch der längere und kUi'zere zweier konjugierten Durclunesser in fester Beziehung 
stehen (vergl. unten Aufg. 214). Die Winkelgröfle ist aber einfach bestimmbar aus dem 



Dreieck MBG, 



BMG = 



2 



-&; JlB = a, BG=MC = b, also tg- 



Aiifgabe 124. Eine Kurve zu kon- 
struieren, von welcher man kennt 
einen Seheitel nebst Tangente 
und zwei Elemente PP oder TT 
oder (PT). 

Erkl. 457. Würden P und T getrennt 
gegeben, so wäre keine vollständige Küii- 



Auflösiing. Die Scheiteltangente 
bestimmt die eine Kurvenaxe, nnd 
diese verdoppelt wegen der Symme- 
trie die übrigen Elemente zur Kon- 
struktion nach Paskai für PP oder 
(PT) bezw. nach Brianchon für TT 
oder (TP). 
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Anfgabwi über die Axeu der Kurven. 2G9 

struktion uaeli Brianclion oder Paskai ermagliclit. Gegebenes (PT) ermöglicht 
besonders leiclit deu Mittelpunkt zii finden. Man Vieti'aehte die Lage dev Kiii-ve zur 
einzig möglidien Parabel. ^ 



Aufgabe 125. Eine Ellipse oder 
Hyperbel zu konstruieren, von 
welcher gegeben ist die Lage einer 
Axe und die Elemente PPP oder 
P(PT) oder T(TP) oder TTT. 



Auflösung. Die Axe verdoppelt 
durch die senkrechte Symmetrie die 
Anzahl der gegebenen Elemente. 
Man kennt also statt dreier deren 
sechs und kann weiter konstruieren 
nach Brianchon oder Paskai. 



Erkl. 458. Die Aufgabe ist identisch 
mit Aufgabe 102; deiui mit dem Namen 

„Axe" ist festgestellt, daß die Eiehtnng des diesem Durchmesser konjngierien Durch- 
messers senkrecht dazu ist. 



Aufgatie 136. Man soll für die 
Hyperbel die Bestimmungsstücke 
aufstellen, welche zur Lage einer 
Axe hinzutreten können. 

Erkl. 459. Es kann auch, die Aufgabe 
gestellt werden, eine Hyperbel zu kon- 
straieren ans di'ei Elementen PPP oder 
P(PT), wemi außerdem gegeben sind die 
Eiclitungen einer Ase und einer 
Asymptote. Deun hierdurch wird die 
Richtung der zweiten Asymptote fest- 
gelegt diii'ch nochmaliges Antragen des 
gleichen Winkels, T^elchen die beiden 
gegebenen Richtungen miteinander bilden. 



Auflösung. Da die Axe die Stücke 
verdoppelt, so kann außer den ge- 
wöhnlichen Bestimmungselementen 
auftreten : eine Axenrichtung mit 
zwei Kurvenpunkten oder eine 
Asymptote nebst einem Punkt oder 
einer Tangente. Beide Asymptoten- 
richtungen sind nicht mehr beliebig, 
da die Axe den Winkel dieser 
Richtungen halbieren muß. Kennt 
man also eine Asymptotenrielitung 
oder eine Asymptote, so ist durcli 
die Sym"^Letrie die andere sofort 
bekannt. 



Aiifgiibe 127. Dieselbe Aufgabe tur die Para!)ei zu losen. 



Aui'g.ibP 128. Von einer parabo- 
lischen Kometenbahn kennt man das 
Perihel und dessen Richtung zur 
Sonne. Wieviel weitere Beobach- 
tungen sind nötig"? 



Auflösung'. Das Periliel ist der 
Scheitel der Kurve und die Rich- 
tung vom Perihel zur Sonne die 
Parabelaxe, also hat man wie in 
\ufgrfbe 118 nur noch eine einzige 
Beobachtung nötig, um das eine 
lehlende weitere Kurvenelement zu 
bochaffen. 



Erkl. 460. \V<-nn du Entteinuni; 
zwischen Perdiel und Sonne iK bekannt 
gilt, hedai-f es Überhaupt kemei iieiteien 
Beobaehtnug mehr da die Sonne den 

Brennpunkt der Panbel Inldet und Lienupunkt und Scheite! eine einzige Parabel 
bestimmen. 



Aufgabe lä9. Einen Kometen sab 
man in der Sehlinie geradlinig ver- 
schwinden, man kennt also die eine 



Auflösung. Perihel und 
Sonnenrichtung geben Scheitel und 
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Prüi^ktivisclie (neuere) Geometrie, III. Teil, 



Asymptote der hyperbolischen Bahn. 
Wenn nun außerdem das Perihel und 
dessen Eiehtung zur Sonne bekannt 
ist, so sollen weitere Bahnelemente 
durch Zeichnung gefunden werden. 



ErfcL 461. Die Bahnen der Kometea, 
soweit sie nicht Ellipsen sind, also zurück- 
kehrenden Kometen angehören, sind sämt- 
lich Hyperbeln, welche aber Parabeln sehr nahe sind 
in erster ÄnnähevTing als Parabeln bcliandelt werden. 



Äxe, also ist auch der Mittelpunkt 
der Bahn als Schnittpunkt der be- 
kannten Asymptote mit der Axe be- 
kannt, und man hat durch Symmetrie 
die zweite Asymptote, kennt also 
drei Elementengruppen (PT) und 
kann sowohl nach 
Brianchon konstruieren. 



nd ancli von den Asti'ononien 



Anfgabe 130. Von einer parabo- 
lischen Geschoßbahn kennt mau 
Ausgangspunkt und -richtung, so- 
wie den Punkt, wo das Geschoß an 
einer Bergwand eingeschlagen. Man 
soll den höchsten Punkt der Plug- 
bahn konstruieren. 

Erkl. 462. Die an dieser Stelle zu 
beliandelnden Aufgaben über Wur£- oder 
G-eachoß-Flugbahnen kömien natürlich nur 
die parabolische Bahnkm've zum Gegen- 
stand der Konsti'nktion machen. Diese 
aieht ab vom Eeibimgswidei'stand der Lidt 
und könnte daher streng genommen nur 
stattfinden im luftleeren Raum bezw, an- 
näheiTuigs weise bei solchen Geschossen 
bezw. Würfen, die infolge mäßiger Ge- 
schwindigkeit imd geeigneter zugespitzter 
Form nur geringeren Luftwiderstand er- 
fahren. Die wirkliche Flugljahn rasch 
fliegender Geschosse, welche ballistische 
Kurve genannt whd, weicht besonders in 
der zweiten Hälfte der Balm {hei der 
Parabel ist der absteigende Ast dem auf- 
steigenden Aste symmetrisch gleich) 
ziemlieh stark von der Parabel ab. Ihrer 
Berechnung stellen sich so vielerlei 
Schwierigkeiten hinsichtUch der prak- 
tischen Grundlagen entgegen, daß diese 
auch mit den Mitteln der höher en Mathem atik 
kaum vollständig genau lösbai' sein dürfte 
und der emphischen Aufstellung überlassen 
werden zu müssen seheint. 

Erkl. 463. Der rein geometrischen 
B eil andlnnga weise entsprechend bleiben 
auch zwei andere Momente der Gesclioß- 



Anflösiing. I) Man kennt von der 
vorliegenden Parabel CPc=T=o){PT)P, 
nämlich außer den angegebenen 
Stücken die unendlich ferne Tangente 
und deren Berührungspunkt in der 
ßichtung zum Erdmittelpunkte. 
Also kann man nach Paskai zunächst 
dieEichtungkonstruieren, in welcher 
das Geschoß am Treffpunkt einge- 
schlagen, nämlich die Tangente in 
jenem gegebenen Parabeip^^nkte, 
sodaß dreimal (PT) bekannt ist. 
Die höchste erreichte Höhe ist der 
Berührungspunkt der Scheitel- 
tangente, also einer Tangente, die 
senkrecht steht auf der Axenriehtung 
zumErdmittelpunkt, oder die parallel 
läuft zum Horizont. Nach Brianchon 
kann man aber diejenige Tangente 
der Parabel konstruieren, welche 
einer gegebenen Bichtung parallel 
läuft, man erhält also diejenige 
Horizontale , welche die erreichte 
Höhe angibt. Endlieh wird noch- 
mals nach Brianchon auf dieser 
gefundenen Tangente der B e- 
rührungspunkt konstruiert, dann 
kennt man auch denjenigen Punkt, 
in welchem das Geschoß seine höchste 
Höhe erreicht hat. 

II) Man kann aber dieselbe Auf- 
gabe auch durch Konstruktion nach 
Paskai allein lösen. Legt man durch 
den Treffpunkt die Parallele zum 
Horizont, so kann man darauf den 
zweiten Kurvenpunkt konstruieren. 
Diese Sehne steht aber auf 
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bahn hier anßer Beh-acht, welche in der 
physilüihschen Behandliuigs weise mit in 
erster Reihe stehen, uämlich die Auf anga- 
geBcliwiadigkeit des Geschosses wnd 
die Flugzeit, Erstere ist in der Praxis 
bedingt durch die Art des GeschlltzeB und 
besonders die Menge dei' Pulverladnng 
und eraeheint znaammen mit der Zeit t 
in den Formeln der elementaren Physik 
für die in der Zeit t von dem Gceachoß 
erreichte horizontale Entf ernnng 
K^C't- eos ß und die vertikale Ent- 



feruT 



C ■ t ■ sin c 



7St'' 



der Durchinesserriehtung senkrecht, 
folglich ist ihre Mittelsenkrechte die 
Axe der Kurve. Diese Axe selbst 
geht durch den unendlich fernen 
Kurvenpunkt und enthält als zweiten 
Kurvenpunkt den Scheitel der 
Kurve, welcher demnach wieder nach 
Paskai konstrnierbar ist. Endlich. 
findet man dann als Senkrechte zur 
Axe im Scheitel die Scheiteltangente, 
welche die höchste vom Geschoß 
erreichte Horizontale darstellt. 



Aufgiibe 131. Aus vorgeschrie- 
benem Schießstand soll eine Kugel 
über den Rand einer Mauer von 
bekannter Entfernung und Höhe 
gerade noch hinübergeschossen 
werden. In welcher Richtung ist 
das Geschützrohr zu halten 'S 

£b:kl. 464. Es ist eine chavakteristische 
Eigentümlichkeit jeder Wrafpai-abel, daB 
ihre Axenrichtnug von voralierein bekannt 
ist als Richtung nach dem Erdmittelpunkt, 
weil in dieser Richtung die Evdaehwere 
ihre Wirknng ausübt. Daher ist jede 
Vertikale durch einen Pai-abelpnnkt auch 
rttckwSrtfi aufzufassen als eine Kui'ven- 
sekante durch den gegebenen unendlich 
fernen Parabelpunkt nach obeuj und anl 
Pai'abclpiinkt konstruiert werden, 



Auflösung. Von der vorliegenden 
Parabel kennt man (P»T(c) und den 
Ausgangspunkt P und den Höhe- 
punkt der Mauer als Seheitel der 
Parabel samt Axe imd Seheitel- 
tangente, also der Symmetrie wegen 
auch den gegenüberliegenden Punkt 
zum Ausgangspunkt, und somit die 
Elemente (PT)(PT)PP. Die ver- 
langte Richtlinie des Geschützes ist 
die Abgangsrichtung der Kugel, also 
die Tangente im ersten Parabel- 
punkte. Daher wird dieselbe durch 
eine einfache Konstruktion nach 
gefunden. 



ihi- kann daher auch nach Paskal der 



Aufgalbe 132. Von einer Gewehrkugel kennt man Ausgangspunkt 
und Richtung sowie den Punkt des Niederfallens am Boden. Gesucht: 
Einschlagsrichtung, erreichte Höhe und höchster Punkt der Bahn. 



Aufgabe 133. Von einem auf- 
steigenden Wasserstrahl kennt man 
Ausgangspunkt und Richtung und 
weiß, daß er eine horizontale Fläche 
von bekannter Höhe über dem Boden 
eben gestreift hat. Gesucht: Lage 
des höchsten Punktes und Ort des 
Niederfallens. 

Erkl, 465. Auch die Balm eines Wasser- 
strahls folgt denselben Gesetzen, wie die 



Auflösnng. Von der vorliegenden 
Parabel kennt man drei Tangenten 
nebst zwei Berührungspunkten, 
nämlich (P^T^), (PT) an der Rohr- 
mündung und die Scheiteltangente 
in der angegebenen Höhenlage, Man 
konstruiert also nach Brianchon den 
Berührungspunkt der letzteren ge- 
gebenen Tangente, kennt dadurch 
den Seheitel und die Axe und 
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oil. 



findet durch 8ymmetvit 
punkt am Boden. 



den Treff- 



Ealm eines geworfeaen oder geschossenen 

Körpers, Als Fläclie, welciie gesti'eift 

wii'd, kann auch irgend eine echief liegende 

Fläche von ttekaimter Lage angenommen 

werden. Danii wird man erst ans der schiefen Tangente die horizontale, nämlich 

die Scheiteltangente konsti'uieren und die Aufgabe in gleicher Weise weiteiiüliren. 



Aufgal)e 134. Aus denselben Be- 
stimmungsstüeken soll gefunden 
werden, wo der Wasserstrahl eine 
in gegebener Entfernung stehende 
liohe Mauer oder Wand treffen muß- 

Ei'kl. 466. Die Auflösung ist nur da- 
durch möglich gemacht, daß die Wand 
bezw. Maner auf dem Erdboden senk- 
recht steht. Auf einer schiefen Berg- 
wand bezw, Dacliiläche, welche keine 
Gerade dm-ch einen beliannten Parabel- 
pnnkt enthält, würde die Aufgabe nicht 
mit den vorliegenden Mitteln möglieh sein. 



Auflösung. Die Mauer enthält in 
der Ebene der Parabel eine senk- 
rechte Gerade , welche als Strahl 
durch den unendlich fernen Be- 
rührungspunkt anzusehen ist. Auf 
ihr ist also nach Paskai der zweite 
Kurvenpunkt zu konstruieren. Da 
unter den Bestimmungsstücken aber 
drei Tangenten sind, muß erst nach 
Brianchon ein dritter Berührungs- 
punkt, und zwar auf der Scheitel- 
tangente konstruiert werden. 



Aufgabe 136. Dieselbe Aufgabe au lösen, wenn von dem Wasser- 
strahl auBer Ausgangspunkt und Richtung der höchste Punkt selber 
oder der (uacb anderer Richtung auszuprobierende) Ort des Niederfallens 
bekannt ist. 



Aufgilbe 136. Man soU unter- 
suchen, in welcher Weise die Mittel- 
punktseigenschaften der Kurve bei 
ihrer polaren Abbildung in Er- 
scheinung treten. 

Erkl. 467. Ans den drei ersten 
Teilen nebenstehender Uutersnclnmg läÖt 
sich entnehmen, daß zu einer Origiual- 
ellipae oder Parabel oder Hyperbel, 
stets als Bildknrve eine KniTe gehört, 
welche den Mittelpunkt M der Kern- 
kurve einschließt oder berührt oder 
ausschließt. Dabei kann dieselbe Bild- 
knrve in jedem Falle noch selber Ellipse 
oder Parabel oder Hyperbel sein. Ins- 
besondere wird eine Parabel, welche 
dui'ch den Mittelpunkt M der Kemkni've 
geht, wieder zu einer Parabel diuch den- 
selben Pimkt. Und zwar wei'den jeweils 
Tangente der Origtnalparabel in M und 
Axenriclitiing der Bildparabel oder nm- 



Aiiflösung. Die wichtigsten Be- 
ziehungen für die polare Abbildung 
der Kurve ergeben sich nicht so- 
wohl aus den Mittelpuuktseigen- 
schaften der Originalkurve selber, 
als von ihren Beziehungen zu den 
Mittelpunktseigenschaften der ge- 
wählten Fundamental- oder 
Kernkurve. 

1) Hat die Originalkurve den 
Mittelpunkt der Kernkurve als 
Kurvenpunkt, so erhält die Bild- 
kurve die unendlich ferne Ge- 
rade zur Tangente, wird also 
Parabel; und umgekehrt wird jede 
Parabel als Originalkurve zu einer 
Bildkurve , welche d u r ch den 
Mittelpunkt der Kernkurve hin- 
durchgeht. 

2) Hat die Originalkurve den 
Mittelpunkt der Kernknrve als 
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gekehrt zu konjugierten Di\rchmesser- 
richtungen dev Kerükurve, denn die 
Tangente durch M ist ein Durehmeaser 
der Kernkurve, und ihr entspricht als 
Polpunkt der unendlich ferne Berllhrungs- 
punkt der Bildparabel, also läuft deren 
Axenrichtung nach dem Polpunkt jenes 
Durchmessers. 

Erkl. 468. Zu den obengenannten 
Eigenschaften treten als schon früher 
"behandelte und mit den Mittelpunkta- 
eigenschaften nicht unmittelbai' zuisammen- 
hängende Erscheinungen hinzu die Lagebe- 
ziehungenderKürvenelemeniedei' Original - 
korve zur KernkuiTe ; gemeinsamenPunkten 
der Originalkurve und Kernkurve ent- 
sprechen gemeinsame Tangenten der Bild- 
kurve und Kernkurve und umgekehrt. 
Yergl. Ei'kl. 80. So wird der Mittel^ 
punkt (ab) der Bildhyperbel im zweiten 
Teile nebenstehender Aueflilirung außer- 
halb der Kernkurve au liegen kommen, 
wenndieBerührungssehneABderTangenten 
n imd V die Kemkin-ve schneidet, aber 
innerhalb, wenn jene Gerade außerhalb 
der Kemkurve läuft. 



Ilrkl. 469. AUgemein kann niau sagen, 
daß als Mittelpunkt der Bildkurve die- 
jenige Gerade an der Originalkurve ab- 
gebildet wird, welche die Polai'e des 
Mittelpunktes der Kernkurve iubezug auf 
die BUdkurve bezw. die Berühmugssehne 
der vom Mittelpunkt der Kernkurve an 
die Originalkiu've gehenden Tangenten 
ist. Hat dieOriginalkui'VeihreuMittetpunkt 
innerhalb der Kemkurve, so werden ihre 
Sämtlichen Durchmesser zu äußeren 
Punkten der Kei-nkurve auf der Polarge- 
raden dieses Mittelpunktes inbezug auf die 
KeiTikui've, deren Lage zur Bildkm-ve 
von der Gattung der Originalkurve ab- 
hängt. Paralleltangenten der Originalkui-ve 
werden zu Kurvenpunkten der Bildkurve 
auf einen Durchmesser der KemkuiTe 
und umgekehi't. Damit durch eine ellip- 
tische Kemkurve eine Originalellipse als 
Bildellipse abgebildet wird, muß die eine vc 
deren Mittelpunkt einschließen, die andere 

Sachs, ProjBkli tische (neuere) Geometrie, 



äußerenPunkt, welcher also z w e i 
Tangenten uundv au die Punkte 
A und B der Bildkurve sendet, so 
erhält die Bildknrve die unendlich 
ferne Gerade als Sekante, wird also 
Hyperbel, und die unendlich fernen 
Pole XJ und V von u und v sind 
deren Asymptotenriehtungen, die 
Polaren a und b von A und B die 
Asymptoten, der Polpunkt (ab) der 
Geraden AB der Hyperbelmittel- 
punkt. 

3) Hat die Originalkurve den 
Mittelpunkt der Kernkurve als 
innerenPunkt, welcher also keine 
Tangenten an die Origtnalkurve 
sendet, so wird die Bildkurve die 
unendlich ferne Gerade nicht 
treffen, sie wird zu einer Ellipse. 

4) Von den Mittelpunktseigen- 
schaften der Originalkurve 
findet Uebertragung nur insofern 
statt, daß sie als harmonische 
Polaritätebeziehungenauftretenzum 
Mittelpunkt der Kemkurve bezw. 
zu der dem Mittelpunkt der Original- 
kurve entsprechenden Polargeraden. 
Ein beliebiger schneidender oder 
nichtschneidender Durchmesser 
der Originalkurve wird zu einem 
beliebigen äiißeren oder inneren 
Punkt auf dieser Geraden der Bild- 
kurve. Und da konjugierte Punkte 
bezw. Gerade zu konjugierten 
Geraden bezw. Punkten werden, 
Polardreieek zu Polardreiseit, Polar- 
dreieeit zu Polardreieek, so liefern 
zwei konjugierte Durchmesser 
der Originalkurve zwei konju- 
gierte Punkte auf der dem Mittel- 
punkt derOriginalkurve entsprechen- 
den Geraden, welche zusammen mit 
dem Mittelpunkt der Kemkurve ein 
Polardreieck der Bildkurve bilden. 
Das gleiche gilt von den Äsen der 
Originalkurve, deren rechter 
Winkel in keinerlei ausgezeichnete 
Maßbeziehung übertragen wird. 

m der Kemkurve eingeschlossen werden und 
die ganze Kernkurvo cinschlicßpn, usw. usw. 
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8. Aufgaben über involutoriscbe Punkireihen und Strahlenblischel. 

(Zu Alisclmitt 3 II und b.) 



Aufgabe l!tt. Man soll die invo- 
lutoriscbe Lage von Punktreihen 
und Strahlenbüsclieln aus der ein- 
faclieten Baziehnng zweier projek- 
tiviseh verwandten Punktreihen in 
perspektivischer Lage ableiten. 



Auflösung. 1) In Fig. 138 sind 
ti und ta zwei projektivisch ver- 
wandte PHnktreihen in perspekti- 
vischer Lage; Fa und d sind die 
den unendlich fernen Punkten « t' i 



Figiu- 1S8. 




Krkl. 470. Di;r xweitp Teil der ncbcn- 
st«lienAeii Aiiüösung ergibt dieselbe Be- 
Itandlung der Fig. 138, welche schon 
iE Antwort der Fi'age 37 des 1. Teiles 
diirchgeMii't wnvde: Die Dreiecke gt^ti 
Tind tgfq sind iümlich wegen der Paral- 
letität g//t„ tjli, also <J (gtO^Ojf), 
(gq) — {^ q)) (ti *l) — Öl)- Und die aus 
dieser Aelmlichkeit hervorgehende Pro- 
portion Gi8:G-iQ;i = F2Qa :PsS liefert 
Gi S ■ Fa 8 = Gl Qi ■ Pa Q». Ebenso sind 
die Dreiecke gt^b ~ tafq, weil <J 
(gtt) = (taf), {gb) = {tgb), (tib) = (n.). 
Und die aus dieser Aelmlichkeit hervor- 
gehende Proportion G-iStGilii = 
FjBaiPaS liefert jetzt GiS-FaS== 
GiBi ■ FsBa- Beide Produkte Bind aber 
auch dem ans der Aehnlichkeit gt^p ^t^fp 
hevTorgehendeni Prodnkte GiPi ■ F^P.j 
gleich, TUid ro erhält man entweder das 
Zusammenfallen von Qi mit Pa als Folge 
dos AiiHegeiis von Qj auf P,, oder das 



und coG-i zugeordneten Punkte, also 
die Fluchtpunkte oder Gegenpirnkte. 
Dabei entsprechen also allenPunkten 
von ti, welche den von Gi aus- 
gehenden Halbstrahl GiPiBiFi er- 
füllen, nur solche Punkte von t?, 
welche den Halhstrahl GaPaB^Pa 
bis Fs erfüllen, und solchen Punk- 
ten von ti, weiche den von Gi aus- 
gehenden Halbstrahl GiAiDiQiPi 
erfüllen, nur solche Punkte von t^, 
welche den Halbstrahl Gj Aa Da Q-> Fa 
bis Fg erfüllen. Denkt man sich 
nun die Gerade tg von ihrem Platze 
aufgehoben und so auf t, aufge- 
legt, dass die Gegeiipunkte FaGi 
als ein Punkt M zur Deckung 
gebracht werden, so kann dies 
immer noch auf zwei Arten ge- 
schehen, jenachdem nämlich auf 
den Halbstrahl G^BiFi von t^ der 
Halbstrahl F,Q>Ga von ta oder sein 
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ZnsaiumenfaUon von Hi mit Pg als Folge 
(lüs Aiiflegens von Ba auf Pi- Der erste 
Fall gibt isiiie sogen, hyperbolische 
Punktinvohition mit ungleich 
lanfendeu projektivischeu EiuKelpunkt- 
reilien, der »weite Fall die elliptische 
Punktinvohitton mit gleichlaufen- 
den projektiviaehen Einzidpimkti'eihen. 



Gegenatralil F^ 82 Gj aufgelegt 
wurde. Auf dem nimniehrgemein- 
earaen Träger der beiden projek- 
tivischen Punktreihen werden im 
enteren Falle (Fig. 139«) je zwei 
zugeordnete Punkte stets auf ver- 
schiedenen Seiten, im zweiten 
Falle (Fig. 139;^ immer auf der- 
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Liki 471 Auch dei Inlnlt d ^ 
Satzes 22, duiclt welchen die Allgemeni 
liPit das Doppelteutspiechcns /ui Giuud 
läge dei w iteien L iitersuclinnoeu ^i 
macht Ynd lül3t eich aiw nebenattliLndem 
bat/e heileiten indem nnu lon jenes 
Vnaussotzuup ^us mittels des Dopptl 
veiliJiltms&es dies /ubimiienfilhn dei 
Get,(npunkt ilt Folgeiimo n'»eh'«eist 
Smd niuduh /nntchst di Punl tp u( 
PiQi und PaQa 80 aiifcuumdergcfalli'ii, 
dafl Qn auf l'i imd P, auf Qi (Fig. ISöf) 
kam, mid es i'utspricht dabei dem uunnd 
lieh fernen l'unlite (1^ der Punktieihe 
ta der Punkt Gj in ti, so fragt bieli, 
Avelclier Punkt von t^ demjenigen Punkt 
vo!i tj entspiicht, welelier mit Gj zu- 
aammenlälit. Man nennt diesen voriiiuäg 
etwa Eä und beweist, daß er mit dem 
Gegenpunkt Fj /um nnendliclt fernen 
Punkt Fx identisch ist l'rojeküviach 
sind nümlicli jetzt die Piinktgnippen 
Pi 1^1 Gl Kl und P9Q2G3EJ, also smd 
gleiche DoppelverhiiltniKBe (l'iQiGiE() = 
(PjQaGäE.), 'Kto 

P^i PiEi _ \\ Ga _ PsEä 

Qiöi"QiEi QaG, 'OglV 

Sun i st ab «■ hi orin laut Ann alim e an der Figiu' 

139«|^^-g=l,nndPiGi=Q,Ea, 

Q^ Gl = P3 Eä, also wird das zu sueliendo 
Pi El ^ l'i Gl PaEa 
QiEi Ol Gl 'Qa Es 



Da hier Ea 



selben Seite des Punktes M 
liegen. 

2) Nun bilden aber in Figur 138 
die Pa.rallelstrahlen f//ti und g//tä 
mit jedem der Projektionsstrahlen 
ein Paar von ähnliehen Dreiecken 
mit parallelen Seiten, z. B, A 
gtip — tsfp oder A gtiQ'-tjfq, und 
daraus ergibt sich, daß dasselbe 
Prodiikt Gl S ■ Fa S das einemal gleich 
GjPi-FjPj, das anderemal gleich 
GiQi'FgQa wird, also auch alle 
Produkte dieser Art einander 
gleiehwerden. Trifft es sich also, 
daß beim oben verlangten Aufein- 
anderlegen der beiden Punktreihen 
die Strecke Fä Qj auf die Strecke 
GiP, zu liegen kommt (Fig. 139«),' 
so folgt aus GiPi'FäPa = GiQi-F3Qä 
wegen Gleichheit des ersten und 
letzten Faktors auch Gleichheit der 
beiden anderen, nämlich Fj Pg = 
GiQi bezw. MP-, = MQi. Ti-ifft es 
sich aber bei der anderen Art des 
AufeinanderlegensderbeidenPnnkt- 
reiben, dal3 auf die Strecke Gi Pj 
etwa, die Strecke FaBj zu liegen 
konmit (Fig. \ZQß), so folgt diesmal 
aus Gt Fl ■ Fa Pa = Gl Bi ■ F^ B* wieder 
wegen Gleichheit des ersten und 
letzten Faktors aiich die Gleichheit 
der beiden anderen, nämlich Fa Pa ^ 
GiBi bezw. MPa = MBi. 
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(Jeumetiie. III. Tiiil. 

3) Im ersten Fall kornmt aber 
P2 auf dieselbe Seite von M zu 
liegen wie Qi, im zweiten Falle 
dagegen P3 auf dieselbe Seite wie 
Bi, also muß auch wirklieh Punkt 
Ps auf Qi bezw. Pa auf Bi fallen, 
wenn Qa auf Pi bezw. B2 auf Pj 
gefallen war. Da aber die Punkt- 
paare Pi Qs bezw. Pi Ba ganz be- 
liebig ausgewählt waren, so ist da- 
mit die Grundlage der involuto- 
risehen Beziehung gewonnen, näm- 
lich der 

Satz: Wenn in zwei auf gleichem 
Träger liegenden projekti vischen 
Punktreihen die Gegenpunkte zu- 
sammenfallen, so sind je zwei 
zugeordnete Punkte beider 
Reihen einander doppelt ent- 
sprechend, sie bilden eine invo- 
lutorische Punktreihe. 

4) Als invohitorischen Strah- 
lenbüsche] definiert man dann 
ganz einfach den Strahlenbüsehel, 
durch welchen die sämtlichen ein- 
ander doppelt entsprechendenPunkt- 
paare einer involutorischen Punkt- 
reihe projiziert werden. Auch die 
Strahlen dieses Büschels sind da- 
durch in der Weise zugeordnet, daß 
je zwei zugeordnete Strahlen 
beiderBüsclieleinanderdoppelt 
entsprechen. 



innerhalb QgPj liest, muß wegen tlei 
gleichlautenden ProjekÜTitilt Ei 
außerhalb QiPi hegen, folglich wird 
El zu demjenigen äußeren Punkt vuu 
Qi Pi, der diese Sü-ecke im Einheits- 
verhältnis teilt, und das kann nur der 
unendlich ferne sein. Also sind Ej 
Ei die Punkte FiFj. Sind umgekelirt 
Pi Bi und B^ Pg aufeinandergefailen (Fig. 

139y5), so findet sich m genau gleicher 
Weise (PiBiGiEi) = {PaBäG2E3), 
PiGi _ PiE^ _ PsGa . PaEg _ 
BiGi 'BjEi ~ B^Gä ■ BaEj' 
I'iEi _ Pi_G^ Pa Ea ^ 
B, El ~ Bi Gl ' Bj Eä "^ ■ 

Da hier Ea außerhalb B^Pj liegt, muß 

wegen der ungleichlaufeuden Piojek 

tivität auch Ei außerhalb BiPi liegen, 

folglich wird Ei wieder za demjenigen 

äußeren Punkt von PjBi, dei diese 

Strecke im Einheitsverbältnis teilt, 

also zum unendlich fernen Pimktr 

Auch hier sind also E^ Ea die Punkte 

FjFa. 

Erkl. 472. Die vorstehende Ueber- 
legung zeigt, daß aus dem Doppeltent- 
sprechen eines Punktpaares das Zu- 
sammenfallen der Gegenpunkte folgt, 
und aus dem Zusammenfallen der Gegen- 
punkte folgt auf öiTind des nebenstehen- 
den Satzes wieder das Doppeltentsprechen 
aller Punktpaare. Durch diesen 
Zwischensclüuß ist aber auch erst clie 
Möglichkeit geboten, den involutori- 
schen Strahlenbüsehel, welcher 

Strahlen von der Eigenart der Gegenpunkte nicht besiiat, auf dieselbe Grundlage 
zu stellen; und damit sind aus der obigen eiuiachsten Verwandtschaft beiderlei invo- 
lutoi'ische Gebilde hergeleitet als projektiviseh verwandte Gebilde auf gemeinsameui 
Träger mitDoppeltentspreehen sämtlicher zugeordnetenElementenpaare. 



Aufgabe 138. Von einer elliptisciien 
oder hyperbolischen Punktinvo- 
lution seien gegeben irgend zwei 
zugeordnete Punktpaare. Man 
soll beliebige weitere zugeordnete 
Punktpaare sowie auch die be- 
sonderen Punkte der Involution 
konstruieren. 



Auflösung. 1) Man kann ver- 
fahren nach der rein geometri- 
schen Behandlungsweise derFiguren 
47 und 48 S. 100. Man bezeichnet 
die beiden gegebenen Punktpaare 
als Punkte A,BiCiDi bezw. A^B^ 
Ca Da zweier Punktreihen tita auf 
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Erkl. 473. Bei ün eistca Auflobung 
der Aufgabe könnte die Piage ent=(tehen, 
ob man lUekwäits und \oi\silits den- 
selben gepaaiten Punkt erliilt, d. h. 
denselben, ob man zu einem Punkte Ei 
Punkt Ea sucht, oder zu dem iu ti als 
Lj bezeichneten Punkt Ea wieder Lj = E^. 
Diese Frage ist aber oben in Antwort 52 
ausführlich erörtert und bejahend er- 
ledigt. Ob mau in Figur 47 und 48 die 
Seihe der Projektionen von Bi über Bg 
BiBg oder rückwärts von Aj über A4 
AjA, durchführt, ergibt gleichei'weise 
dasselbe Punktpaav A1A2 oder BiB^, 
—Zur Konstruktion des Mittelpunktes 
zieht man entweder 81 Fi « // ti nach Fg 
auf fg, dann Fj 80 nach F^ auf t^ und 
F4 Sg nach F2 = M oder 83 G^ <« // 1^ nach 
Gi auf t^, dann G4S0 nach G5 auf 
fa und G3 Si nach Gi =^ M. 



Figur t40. 




t:::::::::::^::"::^":q-- 
'"c-W-cS*— c 



Erkl. 474. In Figur 140 und 141 
sind dieselben Punkte AiA2CiC2 ge- 
wählt, welche in Figur 47 und 48 zur 
Konstruktion dienten. Daher erhalten 
auch die Pimkte MiPiPaXY dieselbe 
Lage unter den übrigen Punkten, wie 
in Figur 47 und 48, Die beiden Kon- 
stiiiktionen nach Figur 140 und 141 
Msen zuerst den Mittelpunkt M auf- 
suchen nnd mit dessen Hilfe dann die 
weiteren Punktpaare. Ob nach Figur 
140 oder 141 zu konstruieren ist, er- 
kennt man sofort aus der gegenseitigen 
Lage der Punktpaare, nämlich ob ellip- 
tische Involution mit getrennten oder 
hyperbolische Involution mit unge- 
tvennten Sti'ecken der Punktpaare vor- 
liegt. In Figur 140 kann mau in be- 



gemeinsamem Träger, projiziert ti 
aus beliebigem Scheitel Si auf den 
beliebig durch Di gelegten Träger 
t3, ta aus 62== So auf den als Ver- 
bindungsgrade Si Ci durch Ci ge- 
legten Träger t*, und t4 aus B3 = S^ 
wieder zurück auf den gemeinsamen 
Träger tij. Nadi der Zeichenvor- 
sehrifttiASiAt3ASoAt4 7VS3At2er- 
hältman so zu jedem beliebigen Punkt 
von ti den zugehörigen von t^, also 
je zwei zugehörige Punkte der Invo- 
lution. — So erhält man insbeson- 
dere den Mittelpunkt M der In- 
volution als zugehörigen zum un- 
endlich fernen Punkte der einen 
oder anderen Reihe. — Dagegen 
ist die Aufsuchung der Ordnungs- 
punkte XY bezw. der Potenzpunkte 
PiPg nicht ohne Zuhilfenahme an- 
derer Ueberlegungen durchführbar. 

2) Verfährt man nach der maß- 
geometrischen Behandlungsweise, 
so hat man zunächst zu unter- 
scheiden, ob die Involution eine 
elliptische oder hyperbolische 
ist. 

Im ersterenFalle(Pigur47bezw. 
140) wo die Strecke Ai Aj durch 
C1C3 getrennt liegt, zeichnet man 
über Ai A« und Ci C-2 je einen Halb- 
kreis und fällt aus dem Schnitt- 
punkt K beider Halbkreise die Senk- 
rechte KM auf t. Dann ist M der 
gesuchte Mittelpunkt , und jeder 
andere Halbkreis durch K mitDurch- 
messer auf t sehneidet t in zwei 
weiteren zugeordneten Punkten Bi 
Es. Denn MK^ = MAi ■ MAj = 
MCrMCa = MEi'ME,— MPi-MP3= 
MPi' = MP2^. Der Halbkreis um M 
mit Radius MK liefert nämlich auch 
die Potenzpunkte Pi Pa, welche 
als zugeordnete Punkte im gleichen 
Abstand beiderseits M liegen. 

Im zweiten Falle (Figur 118 bezw. 
141), wo die Strecke Aj Aa durch 
CiCa ungetrennt liegt, zeichnet 
man durch Ai Aj einen beliebigen 
Kreis und durch Ci Ca ebenfalls 
einen beliebigen Kreisbogen, der den 
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liebigeui Punkte auf t einsetzeu, seinen 
Abstand OK von K als Radius nehmen, 
und diirch den Halbkreis E, KEj um 
jedesmal zwei zugeordnete Punkte E^ 
Ej erhalten. Ist deren einer, z. B. E^ 
vorgeschrieben, so wird man Ei K ziehen, 
und erhält den zur Ausführung notwen- 
digen Kreißmittelpunkt durch die Mittel- 
seukrechte aul Bi K. 



ersteren schneidet in zwei Punkten 
H und K. Dann trifft die Ver- 
bindungsgerade HK den Träger t 
im Mittelpunkt M der Involution, 
und jeder andere Kreis durch H 
und K schneidet t in zwei weiteren 
zugeordneten Punkten Bi Eg. Denn 
MH-MK=MÄi-MÄj = MCrMa> = 
MEi ■ MEä. — Den Abstand MX 




t a 



\ a •, lt. r \ 

"* " (dxi c 



Erkl. 475. Die maßgeometrisclien 
Gleichungen, welche an Figur 140 und 
141 zum Ansatz gelangen, sind die des 
Sekantensatzes der Planimeh'ie. Dazu 
kommt im Halbki-eis ÄiZM der Satz 
vom 8ehnenquadrat MZ° ^^ KÄ^ MÄg 
Diese Strecke MZ hätte mau auch ei 
halten können als Tangentenab schnitt an'. 
>i an den einen oder anderen der Kreise 
ilurch H und K. Denn e"« ist Mij MAj 
=-MK-MH=-dem Quadiit des Tm 
gentenabschnitts \n jrden Kieü des 
Ki-eisbnschels HK. Man kinn m be 
Hebigem Punkte anf der Mittehenk 
rechten von HK einsetiien seinen Abstind 
OH^OK als Eadius nehmen und duich 
den Kreisbogen HK. EiEj um jedes 
mal zwei zugeordnete Punkte Ei und 
Ej erhatten. Ist einer deiselben Mr 
gesehrieben z.B. Ei so wnd man L,K 
ziehen, und erhält den ziii Aiisfühmng 
erforderliehen Kreismittelpunkt aui 
HK durch den Rclmittpmikt dei beiden 
Jlittelsenkrechten ^on JiK und HK 

Erkl. 416. In Ankhimng an die giund 
higende Figur 4« enthiit Bisui 141 di 
rraiktgnippen Ai\»(iC n Vi la 



der Ordnungspunkte X und Y kon- 
struiert man als mittlere geometri- 
sche Proportionale zu irgend zweien 
der ehengenannten Strecken z. B. 
als Sehne MZ über MAg im Halli- 
krei s ü ber MAi. Es ist nämlich 
MXä = MY^ = MZä = MAi-MA3. 

3) Man kann aber auch rein 
rechnend verfahren, indem man 
die Lage des Punktee M durch 
Rechnung findet, und dann die 
Lage jedes anderen Punktes aus dem 
konstanten Produkt oder der 
Potenz der Punktinvolution ab- 
leitet. Bezeichnet man zu dem 
Zwecke jedesmal den Abstand AiM 
=:xund die Strecken ÄiAa^a.CiC. 
= c und in Figur 140 und 141 etwti. 
den längsten Abstand AiCä , in Figur 
142 den kürzesten Abstand AiCj mit 
d, so hat man wieder verschiedene 
Lagen für M je nach der Lage der 
elliptischen oder den beiden Lagen 
der hyperbolischen Involution. 
Im ersten Falle {Figur 140) ist 
MC» = d — X, alierMA. = a— x,MCi 
= c — {d — x). im zweiten Falle 
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welche sie £ür die hyperbolische In- 
volution in Figur 50 Tß annehmen, daß 
nämlich bei unge.trennter Lage das 
Punktpaar 0,Ca ganz außerhalb der 
Punktsfi'ecke AiAj liegt. Es kajin aber 
die Punktatrecke CiCg statt auf der 
äußeren Strecke der Punkte AxAa, 
auL-h wie in Figur 50 Jj' aniderinneren 
Strecke dieser Punkte liegen. Dadurch 



(Figur 141) ist auch MC^ = d — x, 
aber MAg = x - a, MCi = (d — s) 
— c. Die Gleichung der konstanten 
Produkte MÄi ■ MAa = MCi ■ MC^ 
erhält daher im ersten Fall die 
Form X (a — x) ^ (d — x) [c -^ 
(d — x)], im zweiten Fall x (x — a) 
= (d — s) [(d — s)~c]. Die Aus- 
rechnung wird also für beide Fälle 




ciatv: 



erfährt die Konstraktion geringe Ab- 
weichungen, welche in Figur 142 dar- 
gestellt sind: Die Mittelsenkrechte der 
Kreisschnittpunkte HK trifft den Träger t 
nicht innerhalb sondern außerhalb, und 
die Gerade HK selber schneidet den 
Mittelpunkt M nicht innerhalb, sondern 
außerhalb der beiden Punktatrecken auf 
t aus. Dieser Punkt M liegt auf der- 
jenigen Seite der Strecke A^Aj, wo der 
Abstand AxCj kleiner ist als der Abstand 
AjCi ; noch ferner außerhalb A^Aj, als M, 
liegt der zweite Ordnungspunkt 1; da- 
gegen ist die Konstruktion der Strecke 
MX = MY dieselbe irie zuvor, nämlich 
als Sehne MZ über M A^ im Halbkreis ttber 
MAj, oder auch als Tangente natrecke 
an einen der Kreise durch HK. 

Bvkl. 477. Wenn man zur rech- 
nenden Durchführung dieser Aufgabe 
die Strecke Ä^M als x bezeichnet, so 
wird man nach nebenstehender Gleichung 
d (d -— c) 



erhalten ^ 



2d- 



■ Würde n 



den Abstand AjM als y bezeichnen, 
(d — c) (d — a — c) 

2~d^^^7^'c ' ^^'^^ 






ganz identisch, da nur je eine der 
Klammem auf beiden Seiten ent- 
gegengesetztes Vorzeichen bekommt. 
Man findet demnach beidemale 
x^— ax = x'' — 2dx + cx+<^(d — ^\ 
und durch Wegfall von x - w ird 
x(2d-a-c) — d(d-c), x = MÄi = 
d(d — c) 



2d- 



Damit ist der Abstand 



des Punktes M von Ai festgestellt. 
Das Produkt MÄi ■ MA2=±xU~a) 
wird 

, , +d(d-a)(d— c)(d-a-c ) 
— ^ " {2d — a — c) = 

Und hiernach kann erstens der 
Abstand der Potenzpunkte PiP^ 
bezw. der Ordnungspunkte XY 
von M ge funden werden, nämlich 
MX = MY = 



yd(d — a)(d — c)(d- 



-c} 



— 2d — a — e 

wobei unter der "Wurzel der posi- 
tive Ausdruck +(d — a — c) zu 
setzen ist. Und zweitens erhält 
man zu einem beliebigen Punkt 
El im Abstand ME^ den zugehörigen 



y Google 



Prnjektivische (neuere) Geometrie. 111. Tr.vl, 



man CiM als u bezeichnen, so würden 
gerade nur ii und c vertauscht, also 

d(d — a) ^ . ^^ „ 

u = — ^^,undwiraC2M=vgesetzt, 

„. ..+.+„>.. „ _ (d-a)(d — a-c) 



Dagegen bliebe tär das Produkt 
jedesmal der unverändert« Wert 
yd(d-a)(d-e)(d- 



2d — a — c 



Dabei ist 



Punkt Eä im Abstände 

rtk 
MEi =^ .TTp --, nämlich mit -I-, wenn 

Eä wegen hyperbolischer Invo- 
lution auf der gleichen Seite von 
M liegt wie E^, dagegen mit — , 
wenn Eä wegen elliptisclier In- 
volution auf entgegengesetzter Seite 
von M liegt, wie Ej. 

Im dritten Falle (Figur 142) 
werden die Strecken MAi = x, 
MAg = X + a u. 8. w. nach der- 
jenigen Seite hinaus liegen müssen, 
auf welcher der kürzeste Abstand 
d liegt, also MCä = x + d und 
MCi = X + d + c. So entsteht die 
Gleichung x (s + a) ^ (x f- d) (x + d 
+ c). Hieraus x^ + ax == x^ + x 
(c + 2 d) + d (e -f d), und durch Weg- 
fall von X* wird 

— '"° + '» ~MÄ.. Damit ist 



dieser Ausdruck, wie nicht andere zn er- 
warten, in a und c symmetrisch gebaut, 
d. h. er ändert seinen Wert nicht, wenn 
man darin a mit e oder c mit a ver- 
tauscht. Es ist in der Tat ohne Ein- 
fluß anf die Untersuchung, oh man A^Aj 
als a und C^Cä als c, oder A^At als c und 
CiC^ als a bezeichnet. Aber noch mehr 
läßt sich aus den Buchst ab enausdrUcken 
entnehmen: Da d die grö£te aller Strecken 
ist, so ist d — a und d — c jedenfalls 
positiv, und ebenso deren Summe 2 d - 
a— e, welche im Nenner steht. Dagegen 
ist der vierte Faktor im Zähler d— i 
nur für Figur 141 ein positiver, 
Figur 140 aber negativ. In der Tat ist 
auch in Figur 140 als Ergebnis der 
Gleichung nicht d — a — c, sondern 
a + c — d entstanden, indem nicht i 
wie in Figur 141, sonderu a — x zu 
nehmen ist. 

£rkl. 478. Umgekehrt aber Ist in 
einem allgemeinen Falle gerade der 
Faktor d— a— c im Auadruck für k^ in 
Figur 140 oder 141 der maßgebende 
dafHr, ob die luvolution eine hyper- 
bolische oder elliptische ist. Wird 
nämlich d — a— c positiv, so wird auch 
k^ positiv, und k enthält einen reellen 
- Wert = MX = MY für die hyper- 
bolische Involution. Ist aber d — a — c 
negativ, so wird k' negativ, und k 

erhält einen imaginären Wurzelwert für die elliptische Involution. Es 
gibt also hier keinen reellen Abstand MX oder MY für Ordnungspunkte, vielmehr 
hat man nur Potenzpunkte PiPa, deren einer den positiven, deren anderer den 
negativen Abstand von M hat; beide Abstände sind aber gleichgroß, also gibt 
ihr Produkt ein Quadrat, aber mit negativen Vorzeichen. Dieses kann folglich nicht 
in das Produkt zweier gleichen Faktoren mit gleichem Vorzeichen zerlegt werden, 
sondern nui- in das Produkt zweier gleichgroßen Faktoren aber mit ungleichen 
Vorzeichen. Damit ist ausgesprochen, daß im ersteren Falle zwei Punkte aelbst- 
entsprechend sind, indem die auch sonst nach gleicher Seite gemessenen Abstände 



a — c — 

der Abstand M v on Ai festgestellt. 

Das Produkt MAi ■ MA^ = x (x + a) 

■ A^2 d(d+c)(a-d)(a— d-c) 

wird k^= 7 • ojia 

(a — c — 2d)^ 

Und hieraus ergibt sich wie oben 
der Abstand der Ordnuugspunkte 
XT vo n M als MX — M Y =- 

, /d(d + c)(a — d)(a— d— c) ^, . 

k = ^r-: Und 

a— c— 2d 
ebenso erhält man zu einem be- 
liebigen Punkte El im Abstand 
MEi den zugehörigen Punkt Eä im 

k 
Abstände MEä=v.^'i wobei ME» 
MEi ' 

mit MEi stets gleichzeitig positiv 
oder gleichzeitig negativ zu nehmen 
ist. 
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der zugeordneteu Punkte liiev auch gleichgvoß geworden sind; im zweiten Faite 
aber sind die auch sonst nach entgegengesetzten Seiten gemessenen Abstände der 
zugeordneten Punkte zwar gleichgroß geblieben, aber doch nach entgegengesetzten 
Seiten gemessen worden. Demnach ist ein negatives Produkt bezw. ein imaginäi'er 
Abataud der Ordnungspunkte das Kennzeicheu der elliptischen Involution. 

Erkl, 479. Die Erörterung der Voraeielien der einzelnen Faktoren läßt sich 
auch im dritten Falle obiger Anflösimg durchführen, welche nur eine zweite Er- 
scheinungsweise der hyperbolischen Involution darstellt. Es wüi-de 
„. (a-d)(a-^d-e) ^^^ _ Jja-^ ..„ (d + c) (a-d-c) 



a — c — 2d 



-2d' 



- 2d 



Da hierin d die kleinste aller Strecken ist, und a > c, so wird sicher a — ■ d 
positiv und gi-ößer als c — d bezw. d ^ c, folglicli auch deren Summe bezw. 
Differenz a — e — 2 d positiv, welche im Neuner steht. Und da a — d = CjAg = 
c + CiÄj ist, so wird auch der letzte Paktor im Zähler a — d — c sicher positiv. 
Durch beliebige Veränderlichkeit der drei Größen a, e uud d gelaugt man dann 
auch hier zu der allgemeinen Unterscheidung der elliptischen und hyperbolischen 
Involution wie oben. 



Aufgabe 139. Zu einem heliebig gegebenen Punkte einer involu- 
torischen Punktreihe den zugeordneten zu finden, wenn die Involution 
durch zwei Punktpaare bestimmt ist. 



Aufgabe liO. Von einer byper- 
bolischen Punktinvolution seien ge- 
geben ein Punktpaar nnd einer 
der Ordnungspunkte. Man soll 
weitere zugeordnete Punktpaare so- 
wie die übrigen besonderen 
Punkte der Involution bestimmen. 



Erkl, 480. Die i eingeometnsclie 
Behandlungswei&e dei vorliegenden Auf 
gäbe kann zuiUekge fühlt werden lui 
Figur 49 Di man abei dort mehte 
anderes entnimmt, als dtß dei Hilfstiager 
tg durch den gegebenen Oidnung=ipunkt 
zu legen ist, nnd dadurch die hiimomsche 
Beziehung z in Fi scheinun^, kommt ao k^nll 




Auflösung. 1) Nach der rein- 
geometrischen Behan dl ungs weise 
findet man den zweiten Ordnungs- 
pvinkt Y als vierten harmonischen 
zu ÄiAs und X; und jedes Punkt- 
paar, welches die Strecke XY innen 
und außen harmonisch trennt, ist 
eininvolutorischzugeordnetesPunkt- 
paar der Beihe. Zugleich ist der 
Mittelpunkt der Strecke XY der 
Mittelpunkt der involutorischeu 
Eeihe 

2) Na<-b der maßgeometrischen 
Behandlungsweise findet man den 
äußeren Punkt Y zum inneren 
i. indem man ähnlich Figur 142 
im Haihkieis über Ai Aj die senk- 
rechte Halb sehne in X und in 
deren Ki eisschnittpunkt die Kreis- 
tangente zieht: sie trifft t in Y. 
Zum äußeren X aber findet man 
umgekehrt das innere Y, indem 
man zum gleichen Halbkreis über 
Ai A» die Tangente aus X und die 
Bpruhrungssehne im Berührungs- 
punkt enichtet: sie trifft t in Y. 
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man sich auch mit dem Ergebnis be- 
gnügen und diese harmonische Bezielmng 
unmittelbar durch Konstruktion erzeugen. 
— ^ In den Konstruktionen der Figur 143 
fallen die Figur 142 und die maß- 
geometrische Konstruktion des vierten 
harmonischen Punktee zusammen. Denn 
die Berührangesehne XK als Polare er- 
zeugt den äußeren Punkt T als Pol, 
bezw. umgekehrt erzeugt der äußere 
Pblpunkt (X) die Polare (TK), wie dies 
in der elementaren Behandlung der har- 
monischen Beziehung benutzt wird. (S. 
Satz 23 des VI. Teiles der Planimetrie.) 



Dann werden nach Figur 141 oder 
142 die weiteren Punktpaare ge- 
funden. 

3) Nach der rechnenden Be- 
handlungs weise setzt man den un- 
bekannten Abstand von M nach X 
gleich X, Ai Äj = a und den größeren 
der beiden Abstände von X zu 
einem der Punkte A als d, dann wird 
für inneres X die Gleichung {d + x) 
{d + X — a) ^ x^, für äußeres X 
dagegen (d — x) (d — x — a) = x^. 
Beidemale fällt x* weg, und es 
kommt bloß mit Unterschied des 



. Damit sind gefunden 
rdja — d)l' 
L2d-a J- 

also auch zu jedem Punkt E^ mit 
Abstand MEi der zugehörige 



Y und M und k^ 



Erkl. 481. In Figur 143 sind für Vorzeichens x = 
die rechnende DurehtUhrung beiderlei j ,j ^ 

Annahmen dargestellt; fUr inneren Punkt 
X mit Buchstaben ohne Klammern, für 
äußeren Punkt (X) mit Buchstaben in 
Klammern. Eine Vereinfachung gegen 
die frühere Aufgabe tritt dadurch ein, 
daß sofort die Abstandästreeke MX bezw. 
M(X) als Unbekannte eintritt, 
keine Umrechnung nötig fällt für den 
Potenzwert. Die Wahl der Vorzeichen 
hängt hier allein von der Wahl der 

Richtung ab, in welcher man den unbekannten Punkt M aufsuchen will. Denn 
elliptische Involution mit imaginärem Potenzweri kommt hier bei gegebenem Ovd- 
nimgspunkte nicht vor. 

Aufgabe 141. Zu einem beliebig gegebenen Punkte den involutoriseb 
zugeordneten zu konstruieren, wenn die Involution als hyperbolische durch 
ein Punktpaar und einen Ordnungspunkt gegeben ist. 



Aufgabe 142. Man soll die maß- 
geometrische und die rechnende 
Lösung der Aufgabe 140 durch- 
führen, wenn eine elliptische 
Punktinvolution durch ein Punkt- 
paar und einen Potenzpunkt 
bestimmt ist. 

Erkl. 482. In Figur 144 und 145 
sieht man, daß fUr die Punkte AjAjP 
mit M und P' jeweils die (ileichung be- 
steht M A^. ■ MAa = WK^ = MP^ = 
MP'* — kp-MP', also hat man eine 
erste Involution mit Mittelpunkt M, 
Potenzpunkten PP' imd Punkfpaar A, A^. 



Auflösung. 1) Angenomnien A^ 
As sei das gegebene Punktpaar 
und P der gegebene Potenzpunkt, 
welcher in Figur 144 als innerer, 
in Figur 145 als äußerer Punkt an- 
genommen sei. Wenn dann M der 
gesuchte Mittelpunkt der Involution 
ist, so muß M Ai ■ M Aa ^ M P^ sein. 
Nun ist aber im Halbk reis ü ber Äi 
Äa auch MÄl■MAs = MK^ folg- 
lich MP = MK; das hierdurch 
gleichschenklig werdende Dreieck 
MPK hat aber bei P einen rechten 
Winkel, muß daher bei P einen 
solchen von 45" haben. Die Punkte 
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Ferner i at a ber jedesmal auch NÄj ■ 
NAa = NH^ = NPä = NR'^ = NT ■ 
NE', also hat man eine zweite Involu- 
tion mit Mittelpunkt N, Potenzpunliten P 
und E' und Punktpaar AjAj. Man er- 
kennt sowohl ans Betrachtung der Figur, 
als auch aus der Gestalt des Wurzel- 
Figur 14'l. 




ausdruckes ganz deutlich, daß für Figur 
144 der eine Mittelpunkt M rechts, der 
andere Mittelpunkt N linke von P liegen 
muß. Denn sowohl 2 d — a, als auch 
a — d ist hier ausnalimsios positiv, also 
der Wurzelinhalt größer als {2d — a)*, 
die Wurzel größer als (2d — a) und 
stets reell. Da vor der Wurzel ebenfalls 
2d — a steht, so liefert das + Zeichen 
der Wurzel einen Punkt mit positivem 
Abstand, das — -Zeichen der Wurzel einen 
Punkt mit negativem Abstand von P. — 
Fiir Figur 145 aber ist a ^ d jedenfalls 
negativ, auch {2d^a)^ sicher positiv, 
also der WuTzeliuhalt kleiner als(2d — a)^, 
der Wurzehvert kleiner als (2 d — a), 



K bezw. H entstehen also als Schnitt- 
punkte des Halbkreises über A, Aj 
mit dem Schenkel eines im Punkte 
P angetragenen Winkels von 45'^. 
Hiernach erhält man in Figur 144 
stets zwei Lösungen, in Figur 145 
zwei oder eine oder keine Lösung, 
je nachdem dieser Winkelschenkel 
den Halbkreis in zwei oder einem 
oder keinem Punkte trifft, 

2) Bezeichnet man, wie in Auf- 
gabe 140, den Abstand des 
Mitte IpunktesvomgegebenenPotenz- 
punkteP mit x, den Abstand A^Ä^ 
als a, und den größeren Abstand 
PAa als d, so wird für den ge- 
gebenen inneren Potenzpunkt P 
in Figur 144 und gerade ebenso 
fiir den gegebenen äuflerenPotenz- 
punkt P in Figur 145 MP = x, 
MÄs^PA,— PM = d — X, MAi = 
Ai As — M Aa = a — d + X. Polg- 
lich nimmt die Produktengleichung 
folgende Gestalt an MP^ = MAi- 
M As oder x^ = (d — s) (a — d -r s). 
Hier fällt x* nicht weg, und es 
bleibt 2x^— x(2d — a) -d (a — d) = 

0, also X = ____^___ 

2d — a -l/(2 d — a)^ ' + 8d(a — d) 
" 4 — (■ 16 

= 4 [ 2d-a^l'"(2d-a)"-'+8d{a-d)J 




solange er nicht imaginär wird durch Man erhält also zweierlei Pnnkte 
Vergrößerung de8Subtralienden8d(a — d). M, und dadurch auch zweierlei 
Vor der WiirKel steht 2d - a, also InvolulioiiPn mit demselben zu- 
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liefert sowohl das + als — Zeichen 
einen Punkt mit positivem Abstand von 
P, oder aber Überhaupt keinen Pmikt 
P, wenn die Wurzel imaginär wird. 



geordneten Panktpaar ÄiAj, näm- 
lichnait einem gleichen und einem 
ungleichen Potenzpunkt P und 
P' bezw. P und ß', und mit ver- 
schiedenen Mittelpunkten M oder 
N und verschiedenen Potenzwertcn 
Xi ^ bezw. x^ ^. 



Erkl. 483. Der Potenzpunkt hat 
für die reingeo metrische Behandlungs- 
weise keine Bedeutung, weil er durch 
keine Lagebeziehung charakterisiert ist, 

wie das Zusammenfallen zweier zugeordneten Punkte in einen Ordnungspunkt. Da- 
her enthält die vorliegende Aulgabe nicht genügend viele Bostimmungsstücke, um 
die Konstruktion nach der reii^eometrischen Weise elementar mit Lineal auszu- 
führen. Auch die Auflösung der quadratischen Gleichung zei^, daß die Autgabe 
vom zweiten Grade ist. Geometrisch würden die Punkte M als Schnittpunkte des 
Trägers t mit einer Kui've zweiten Grades erseheinen müssen. Man kann also 
dieser Auflösung entnehmen, daß zu einem gegebenen Punktpaar stets zweierlei 
Involutionen möglich sind, welche einen gegebenen innerhalb liegenden Punkt 
zumPotenzpunkthaben, dagegen zweierlei oder einerlei oder keinerleiinvolutionen, welche 
einen gegebenen äußeren Punkt zum Potenzpunkt haben, je nachdem die Gerade 
PK.H in Figur 145 den Halbkreis über AjÄg schneidet, berührt oder garnicht 
trifft. Die Konstruktion weiterer Punktpaare geschieht bei der vorliegenden 
elliptischen Punktinvolution am bequemsten maßgeometrisch nach Figur 140. 



Aufgabe 143. Man soll von einer 
Punktinvolution weitere Punktpaare 
sowie die besonderen Punkte kon- 
struieren, weim dieselbe bestimmt 
ist durch den Mittelpunkt und ein 
zugeordnetes Punktpaar. 

Erkl. 484. Der Mittelpunkt M hat 
in der maß geometrischen Behau dlungs- 
weise die wesentliche Bedeutung durch 
die gleichen Abstände nach beiden Seiten. 
Käme dazu keine läge -geometrische Be- 
deutung, so würde die Aufgabe der 
vorigen ähnlich werden. So aber kommt 
dem Mittelpunkt die wichtige Eigenschaft 
zu, daß er der zugeordnete zum unendlich 
fernen ist, oder in anderer Ausdrucks weise, 
daß in ihm die Gegenpunkte oder Flucht- 
punkte der auf dem gemeinsamen Träger 
aufgelegtenprojektivisehen Punktreihen zu- 
sammengefallen sind, und dadurch hat 
man eine SO ausreichende läge -geometrische 
Eigenschaft desselben, daß die Konstruk- 
tion auch mit den elementaren Hilfs- 
mitteln der projektivischen Geometrie 
möglich wird. 

Irkl. 485. Mit der vorliegenden Auf- 
gabe kann die Anzahl der Konstmktionen 



Auflösung. 1) Nach der rein- 
geometrischen B eh and lungs weise 
bezeichnet man die gegebenen beiden 
Punkte als Äi = Bä und Aä = B^, 
den Mittelpunkt der Reihe aber als 
zugeordneten Punkt zum unendlich 
fernen « P^ -= „ G« als Ft = Gi- Dann 
besitzt man von den projektivischen 
Punktreihen ti und U je vier zuge- 
hörige Punkte Ai Bi Fi Gi und Ag Bs 
FgGa, also geht die Konstruktion 
genau ebenso vor sich wie in Auf- 
lösung der Aufgabe 138. 

2) In der maßgeometrischen 
Behandlung liefert der bei e 1- 
liptischer Involution innerhalb 
AjAb liegende Punkt M durch 
seine senkrechte Halbsehne MK im 
Halbkreis über Ai A^ die Potenz- 
streckeMP=MP'=MK-yMAi-MAa. 
Der bei hyperbolischer Invo- 
lution außerhalb ÄiAj liegende 
Punkt M liefert durch seine Tan- 
gente MK an den Halbkreis 
über Ai Ag die Po tenzstrecke MX = 
MY = VM Ai ■ M Aj. Die weitere 
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involutoriseher Puüktreihen als abge- 

sclilosaen betrachtet werden. Vergleicht 

man die Aufzählung in Erklärung 214, 

so hat man 

I. l.Mun4kä V 

2. M und X bezw. M und P \: 

S.XiindYbezw.PundP'] 

II. 1. AA' und M in Aufgabe 143 und 144. 

j in Aufg. 

} 140 bis 



II ent- 
ihalten(l44) 



2. AÄ' u. Xhezw. ÄA'i 

3. A Ä' u. Y bezw, Ä A' i 



142. 



Konstruktion erfolgt wie in Auf- 
gabe 138. 

3) Für die Rechnung ist durch 
M und Ai Äj sofort das Produkt 
MAi ■ MA'^ bsstimmt, also auch der 
Wert der Potenz + k^, so daß man 
beliebige weitere Punkte findet nach 

k^ 
dem Gesetz MEj ^ i^--. 
MJiji 



in. AA' und BB' in Autgabe 138, 139. 

Eine wertvolle Vereinfachung der reingeometrischen Konstruktionen ergibt der 
folgende Abschnitt über die involutorischen Beziehungen am vollständigen Viereck 
nnd Vierseil. 



Aufgabe 144. Zu einem beliebig gegebenen Punkte den involutorisch 
zugeordneten zu konstruieren, wenn die Punkt -Involution bestimmt ist 
a) durch ihren Mittelpunkt und ein Punktpaar, b) durch ihren Mittel- 
punkt und einen Ordnungspunkt bezw. Potenzpunkt, e) durch beide 
Ordnungspunkte bezw. Potenzpunkte. 



Aufgabe 145. Von einer ellip- 
tischen oder liyperbolischcn Strah- 
leninvolution seien gegeben ir- 
gend zwei zugeordnete Strahlen- 
paare. Man soll beliebige weitere 
zugeordneten Strahlenpaare sowie 
die besonderen Strahlen der In- 
volution konstruieren. 

Erkl. 486. Als besondere Punkte 
der Punktinvolutiou wai'cn zu be- 
zeichnen der Mittelpunkt M, zugleich 
zugeordnet zum unendliehfernen, sowie 
die Ordnungspunkte X, Y bezw. Po- 
tenzpunkt6P,Q. Als besondere Strah- 
len der Strahleninvolntion sind zu 
bezeichnen das Paar der Normal- 
strahlen oder die Axenstrahlen u, v, 
sowie die Ordnungsstrahlenx, y bezw. 
Potenzstrablen p, q. Während aber 
der Mittelpunkt einer Pnnktinvolutiou 
neben seiner metrischen Symmeteie-Ei- 
genschaft auch die projektivische Be- 
ziehung zum unendlich fernen Punkte 
hat, besteht für die Axenstrahlen uv 
keine solche rein geometrische Merk- 
würdigkeit, weil im Strahlenbüschel kein 
Strahl die Auszeichnung beaitet wie der 



Auflösung. 1) Man kann ver- 
fahren nach der rein geome- 
trischen Behandlungsweise dua- 
listisch zu Figur 47 und 48 Seite 100. 
Man bezeichnet die beiden gege- 
benen Strahlenpaare als , Strahlen 
ai^ hl Ci dl bezw. a« ba Ca da, zweier 
Büschel Si Sa mit gemeinsamem 
Scheitel, schneidet die Strahlen von 
Si durch einen beliebigen Träger t, 
und projiziert diese Schnittpunkte 
aus einem beliebig auf dj gewählten. 
Scheitel Ss auf den Träger tfl^bs, 
projiziert die Punkte aus dem in 
den Schnittpunkt Ci^CtiC,) auf e^ 
verlegten Scheitel 84 auf tj = ba, 
und die auf letzterem Träger er- 
haltenen Punkte wieder aus dem ur- 
sprünglichen Scheitel^ij^Nach der 
Zeichenvorsehrift Si TY ti A Sa A to 7\ 
S4 A ti A Sa erhält man so zu jedem 
beliebigen Strahl von Si den zugehöri- 
gen von Si, also zwei zugeordnete 
Strahlen der Involution. — Da- 
gegen ist die Aufsuchung der be- 
sonderen Strahlen nicht ohne Zu- 
hilfenahme maß geometrischer Be- 
ziehungen durchführbar. 
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unendlieli ferno Puiiltt der Punkfreihe, 
und so erselieinen dieselben nur dui'cli 
metrische Auffassung ausgezeichnet. Daher 
sind bei der Strahleninvolution die Ord- 
nnngsstrahien xy die einzigen beson- 
deren Strahlen, welche durch rein geo- 
metrische Eigen schaffen sich von den 
übrigen Stralilen auszeichnen. 

Erkl. 487. Der zweite. Teil neben- 
stehender Auflösung ist keine vollständig 
durch gef Hb i'te Lösung. Es soll damit 
nur gezeigt werden, daß die Aufstellung 
einer Gleichung mit einziger Un- 
bekannter I möglich ist. Mit dieser 
Aufstellung einer Gleichung ist dem 
Grundsatze der algebraischen Methoden 
gentigt, auch wenn die Lösung dieser 
Gleichung nicht selber durchgeführt wird. 
Es gilt in vielen Problemen der höheren 
Mathematik als befriedigender Abschluß 
der Untersuchung, wenn nur gezeigt 
werden kann, daß es überhaupt möglieh 
ist, die Aufgabe auf die Formnliening 
einer Gleichung hinauszuführen. Diese 
Formulierung ist in nebenstehender Auf- 
lösung erfolgt in genau analoger Weise, 
wie in der zweiten Lösung der Aufgabe 
138. Es ist daher auch keine weitere 
Ausführung erforderlich, wie sich die 
Gestalt der Gleichung ändern möchte je 
nach der verseil ie denen Lage der Elemente 
analog den Figuren 140, Hl oder 14Ö. 

Erkl. 488. Aufgaben der analogen 
Art, wie Aufgabe 139 lassen sich zu 
jeder der folgenden Aufgaben selbstver- 
ständlich ebensowohl aufstellen. Ihre 
Lösung erfolgt am einfachsten in der- 
selben Weise wie dort, indem man stets 
nach der di'itten Art nebenstehender 
Auflösung verfährt. 



2) Wollte man nach der rech- 
nenden Behandlimgsweise ver- 
fahren, so würdemanzurBestimmung 
der Axenstrahlen die Gleichung 
des konstanten Tangentenproduktes 
ansetzen. Bezeichnet man nämlich 
■^ (ua) als '4, <^ (ai as) als «. (c^ Ca) 
als y, (aiCä) als <1, so wäre ^ {ncg) 
-<l~H,<(ua2)=«--S,(uci} = r-^(tf-l), 
also käme die Gleichung tg i-tg 
(«_S)=.tg(<>-^)tg(3'-»> + ^). Hieraus 
wäre I zu bestimmen, dann der 
Potenzwert tg S-tg(« — ?) == eonst. 
= tgHux) bezw. =tg^{up) zu bilden, 
und hiernach die Lage der Axen- 
strahlen u, u' sowie der Ord- 
nungsstrahlen X, y bezw. der Po- 
tenzstrahlen P1P2 festzustellen. 
Ebenso käme für jeden beliebigen 
Strahl 61 der Winkel (ue^) des zu- 
geordneten Strahles aus der Glei- 
chung 



tg (11 e,) -- 



tg- (u x) 
tg (uci) 



bezw 



_ tgHup) 
"tgCuej' 



3) Weit einfacher aber als beide 
vorgenannten Auflösungen ist die 
Verwendung der einfachen Pro- 
jektion. Man schneidet die vier 
gegebenen Strahlen des involu to- 
rischen Büschels durch einen Trä- 
ger t, erhält auf demselben zwei 
zugeordnete Punktpaare einer 
involu torisehen Punktreihe und 
konstruiert nach der ersten oder 
zweiten oder dritten Auflösung der 
Aufgabe 138 die verlangten Ele- 
mente dieser Punktinvolutiou. 
Die projizierenden Strahlen die- 
ser gefundenen Punkte sind dann 
die verlangten Strahlen der Strah- 
leninvolution. — Man vergl. 
hierzu auch die Bemerkung in der 
dritten Lösung der Aufgabe 147. 



Aufgabe li6. Von einer Strah- 
leninvolution seien gegeben ein 
Strahlenpaar und der eine Ord- 
nungsstrahl bezw. Potenzstrahl, 
Man soll weitere zugeordnete Strah- 
lenpaare bestimmen. 



Auflösung. 1) Die Auflösung 
dieser Aufgabe für die h y p e r- 
bolische Strahleninvolution mit 
gegebenem Ordnungsstrahl x ist 
auf rein geometrische Weise 
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Ei'kl. 489. Bei der entsprechenden 
Aufgabe der Punktinvolution war die 
Trennung in zwei auteinderfolgeade Auf- 
gaben geniaclit worden (Aufgatie 140 
und 142), weil sowohl die maögeome- 
triselie als die rechnende Behandlnngs- 
weise wesentliclie Unters cliie de aufzu- 
weisen hatten. Diese Unterscheidung ist 
hier nicht mehr erforderlich, denn die 
reingeometrisehe Lösung ist ebenso wie 
die inaßgeometi'ische oder die durch 
Projektion vermittelte Auflösung nur hei 
der hyperbolisclien Strahlen Involution 
durchführbar. Der besonders einfachen 
Beziehung jener maßgeo metrischen Figur 
mit dem rechtwinklig gleichsehenkligeni 
Dreieck steht hier keine analoge gegen- 
über, und die Unteracheiduhg der beiderlei 
Aufgaben nach zwei, bezw, 2, 1, 
Lösungen in der rechnenden Behandlung 
jenei Aufgabe fällt hier ebenfalls fort, 
also bleibt eigentlich nur die Autgabe 
für die hyperbolische Involution als lös- 
bar übrig (nnd zwar besonders einfach 
nach Lösung 3 der folgenden Aufgabe). 
Fui du. anderen sind nicht genügend aus- 
1 eichende Elemente vorhanden, um die 
Aufgabe elementar vollständig durehzn- 
lühren 



möglich , indem der zweite Ord- 
nungsstrahl y als vierter harmo- 
nischer Strahl entsteht zu ai as 
und x; und jedes Strahlenpaar, 
welches die Strahlen sy innen und 
außen harmonisch trennt, ist ein 
involutorisch zugeordnetes Strah- 
lenpaar des Büschels. Zugleich 
sind die Axenstrahlen u v die 
Winkelhalbierenden des Winkels 
der Strahlen x und y. 

2) Nach der rechnenden Be- 
handlungsweise hätte man wieder 
eine Gleichung anzusetzen von der 
Gestalt tg^| = tg(c) + |)tg(<i-|-l--«) 
für die hyperbolische, bezw, tg'- = 
tg (,) _ I) tg {« ~ J + 1) für die ellip- 
tische Involution, Dadurch wäre 
der Winkel ? = (ux) bezw. S = (up) 
bestimmt, sowie der Potenzwert 
der Stralileninvolution, 

3) Das Verfahren der Projektion 
führt hier nur bei hyperbolischer 
Involution zum Ziele, da nur Ord- 
nung.sstrahlen als Elemente analoger 
Eigenschaft projiziert werden. Po- 
tenzstrahlen aber und Axenstrahlen 
schneiden aus beliebigem Träger auch 
nur beliebige Punktpaare der Punkt- 
involution aus, nicht die gleich- 
wertigen besonderen Punkte dieser 
Involution. 



Aufgabe 147. Man soll von einer 
Strahieninvolution weitere Strahlen- 
paare konstruieren, wenn dieselbe 
bestimmt ist durch die Axen- 
strahlen und ein zugeordnetes 
Strahlenpaar. 

Erkl. 490. Im Vergleich der Er- 
klärungen 214 nnd 485 ergeben sich 
aus der vorigen Aufaälilung in Erklärung 
486 die folgenden Bestimmungs- 
fälle für die Strahleninvolution: 
I. 1. uu'und tg^(nx) = k^ J 
bezw. I 

uu'u. tg^(iip)=k^ I in 11 ent- 

2. Uli' nnd x bezw, i halt. (148) 

Txa' und p . - - - 

3. xundybezw.pnndp' ) 



Auflösung. 1) Für die sämtlichen 
geometrischen Beb and lungs wei- 
sen, nämlich die rein projektivische, 
die planimetrische und die mit Pro- 
jektion auf beliebigen Träger ar- 
beitende, bildet das Paar der Axen- 
strahlen ein zugeordnetes Strahlen- 
paar wie jedes andere auch, sodaß 
man eine einfache Wiederholung 
der Aufgaben 145 bezw. 138 hat, 
und zwar ohne die Besonderheit 
der zweiten Lösung zu Aufgabe 145, 

2) Für die rechnende Behand- 
lungsweise aber ist der Fall beson- 
ders einfach gelegen, denn tg (ua) 
tg (ua') = const. ist das konstante 
Produkt = tg ^(ux) bezw. tg -(up). 
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III. 

Erkl, 490 a. Die reingeometrisclie 
Konstruktion der weiteren Elemente wird 
auch für die Strahlen in volutlon eine 
besondere Vereinfachung erfahren durch 
die Beziehung zum vollständigen Vier- 
aeit. Die nebenstehende di-itte LÖsnnga- 
ai't liefert eine Erleichterung nur für 
die auf dem Träger enstehende Punkt- 
invoiution. ■ Dort findet man leichter 
MXYPP', damit ist aber für die Sti-alilen- 
involution bloül für xy etwas gewonnen, 
denn MPP' der Punktreihen stehen in 
keiner Beziehung /u uu' pp' der Strah- 
leninvolution. 



sodaß alle weiteren Winkel aus 
diesem Potenzwerte leicht gefunden 
werden können. 

3) Die Lösung dieser und der 
beiden vorhergehenden Aufgaben 
durch Projektion der Strahleninvo- 
lution auf einen Träger kann noch 
besonders vereinfacht werden, wenn 
man den Trägernicht in beliebiger 
Lage erscheinen läßt, sondern be- 
sonders auswählt, nämlich parallel 
zum einen Strahl des einen der 
gegebenen S tr ahl en p aar e. Da- 
durch wird der Schnittpunkt mit 
dem zugeordneten Strahle der 
Mittelpunkt der zu projizierenden 
Punktinvolution auf t, erlaubt also 
die wesentliche Vereinfachung, 
welche durch jenes gegebene Ele- 
ment für die Punkt Luv olution her- 
beigeführt wird. 



Aufgabe 148. Zu einem beliebig gegebenen Strahle den involutorisch 
zugeordneten zu konstruieren, wenn die Strahleninvolution bestimmt ist 
a) durch die Axenstrahlen uu' und ein Strahlenpaar, h) durch die Axen- 
strahlen und einen Ordnungsstrahl bezw. Potenzstrabi, e) durch beide 
Ordnungsstrahlen bezw. Potenzstrahlen. 



Aufgabe 149. Von einer beliebig 
gegebenen Strahleninvolution sollen 
die Axenstrahlen lionstruiert 
werden. 

Erkl. 491. Die Ausführung der vor- 
liegenden Aufgabe hat für die vorher- 
gehenden Aufgaben keine wesentliche 
Bedeutung, da die Lage der Axenstrahlen 
nur für die rechnende Behandlunga weise 
von Wichtigkeit ist, sonst aber keinerlei 
Vorzüge mit sich bringt. Dagegen ist 
es für spätere Anwendungen wichtig, 
daß die Axenstrahlen, denen besondere 
metrische Eigenschaften zustehen, auf 
so einfache Weise aus dem Büschel her- 
ausgefunden werden können. Die Kon- 
struktion gilt für alle Ai-ten der gegen- 
seitigen Lage der zugeordneten Strahlen- 
paare. Die getrennt liegenden Strahlen 
erzeugen jedenfalls auch getrennt liegende 



Auflösung. 1) Angenommen das 
Paar der Axenstrahlen u u' wäre 
gefunden, dann schneidet es auf 
irgend einem Träger t ebenfalls zwei 
involutorisch zugeordnete Punkte 
U U' aus, wie jedes andere Strahlen- 
paar des involutorischen Büschels S. 
Nimmt man also den Kreis durch den 
Scheitel S und die Punkte eines be- 
liebigen Paares A A' zu Hilfe sowie 
den zweiten Kreis durch denselben 
Scheitel S und die Punkte eines 
zweiten Paares CG', so muß auch 
das neue Punktpaar U U' ausge- 
schnitten werden durch einen Kreis, 
welcher durch UU' und S und den- 
selben Schnittpunkt K der zwei 
vorgenannten Kreise hindurchgeht. 
Dieser neue Kreis enthält aber über 
UU' einen rechten Winkel, ist also 
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Punkte (Figur 140); ungetrennt liegende 
Strahlen erzeugen ungetrennt liegende 
Punktpaare (Figur 141 oder 142). Die 
lieiden letzteren sind aber keineswegs so 
Terschieden wie bei den Pimktreilien, 
denn dieselben Straldenpaare können 
je naclt Lage des gewählten IVägers t 
die ineinander oder aiiseinander liegenden 
Punktpaare ausschneiden. Und bei der 
Itonstraktion nach der 2. Art neben- 
stehender Auflilsung fällt der eben er- 
wähnte Unterscliied überhaupt weg. 



Halbkreis über UU'.sein Mittel- 
punkt muß der Punkt auf dem 
Träger t sein, welcher von der Axe 
des Kreisbüschels SK oder von der 
Mittelsenkrechten von SK ausge- 
schnitten wird. 

2) Auch bei dieser Aufgabe kann 
die Lösung besonders vereinfacht 
werden, wenn als Träger schon eine 
Parallele zu einem Strahle eines 
der gegebenen Strahlenpaare a a' ge- 
wählt wird. Denn dann ist der zu- 
geordnete Strahl von S selber schon 
einer der zu verwendenden Kreise 
und enthält zugleich die gemein- 
same Sehne SK aller ßüschelkreiee, 
der Schnittpunkt ihrer Mitteleenk- 
reehten mit t ist also Mittelpunkt 
des gesuchten Halbkreises. 



Erkl. 492. Die nebenstehenden Auf- 
lösungen behandeln die Aufgabe vom 
allgemeinen Standpunkte, daß die Invo- 
lution durch zwei Strahleupaare gegeben 
sei. Wären beide Ordnnngsstrahlen ge- 
geben, so würden u und u' eben Winkel- 
halbienmgsgerade. Ist unter den Be- 
ßtiramungssttleken ein Ordnungstrahl, so 
wäre deasea Schnittpunkt mit dem Träger 

Ordnungepunkt, und der Kreis müßte den Träger in diesem I'imkte berühren. 
Würden beide Hilfekreise einander in 8 bei'ULren, so wäre SK die Taugente der 
Kreise in S. — In allen diesen Fielen beachte man auch, daß die beiden gefundenen 
Axenstrahlen sich unter die Ubrigeji zugeordneten Strahlenpaare einordnen wie vor- 
geschrieben, nämlich getrennt oder ungetrennt mit den übrigen Strahlenpaareii, eben- 
so wie diese miteinander. 

Aufgabe 150. Auf demselben 
Träger t mögen zwei involutorische 
Punktreihen liegen. Man soll unter- 
suchen, ob ein Pnnktpaar des 
Trägers t gleichzeitig für beide 
Involutionen involutorisch zuge- 
ordnet sein kann. 



Auflösung. Da die Punktpaare 
einer involutorischen Punkt reihe 
durch einen Kreisbüsehel ausge- 
schnitten werden, so muß das etwa 
vorhandene gemeinsame Punktpaar 
durch eineii Kreis ausgeschnitten 
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werden, welcher beidejiKreisbüscheln 
zugleich angehört. — Man wählt 
also einen beliebigen Punkt S als 
einen gemeinsamen Stützpunkt der 
beiden Kreisbüschel, und legt durch 
S und die Punktpaare der ersten 
Punktinvolution die Kreise des 
Büschels, dann gehen diese alle 
noch durch einen zweiten Punkt H, 
und jeder Kreis durch S und H 
sehneidet t in zwei zugeordneten 
Punkten der ersten Involution. 
Legt man ferner Kreise durch S 
und die Punktpaare der zweiten 
Punktinvolution, so gehen diese alle 
noch durch einen zweiten Punkt K, 
und jeder Kreis durch S und 
K trifft t in zwei zugeordneten 
Punkten der zweiten Involution . 
Man legt nun den Kreis durch die 
drei Punkte S, H, K. Wo dieser 
den Träger t trifft, müssen zwei 
zugeordnete Punkte sowohl der 
ersten als der zweiten Involution 
sein. Und je nachdem dieser Kreis 
den Träger beider Reihen in zwei 
Punkten oder in einem Punkte oder 
in keinem Punkte trifft, haben die 
beiden Involutionen ein gemein- 
sames Punktpaar, oder einen gemein- 
samen Ordnungspunkt, oder kein 
gemeinsames Punktpaar. 

Diesei Beiilhiimgspankt wÄre jedenfalls 



Erkl. 49S. In nebenatehender Auf- 
lösung ist angenommen, daß die beiden 
Iiivolutiouen durch je zwei zugeordnete 
Puaktpaare gegeben sind. Tritt an die 
Stelle eincB Punktpaares der Mittel- 
punkt der einen oder beider Reihen, so 
ist als zugehöriger Kreis der Strald von 
ihm durch S zu betrachten: er enthält 
aucli die BerUlirnngsselme 8K, denn diese 
muß auf dem Ti'äger den Mittelpunkt 
der Eeihe ausschneiden. Ti'itt an die 
Stelle eines Punktpaares der eine Ord- 
nungspnnkt der einen oder beider 
Reihen, so ist als zugehöriger Kreis der- 
jenige Kreis durch S zu betrachten, 
welcher den Tragei' un Ordnungspunkte 
berührt. Ein Vergleich mit Figur 5211 
zeigt, daß in diesem Falle die Punkte S 
und K stets auf derselben Seite von t 
Hegen müssen. 

Erkl. 494. Die letzte Bemerkung 
läßt erkennen, wann die ih-ei neben- 
stehend genaniiten Fälle eintreten: Sind 
beide Involutionen oder ist wenigstens 
eine von ihnen eine elliptische, so geht 
t nach Figur 521 zwischen S und K 
bezw; S und H beidemale oder wenig- 
stens einmal hindm'ch, der Kreis SKH 
muß Punkte beiderseits t Itaben, er trifft 
also t sicher zweimal. Sind beide Invo- 
lutionen hyperboliscli, so liegen S, K 
und H alle drei aui derselben Seite 
von t, und nur in diesem Falle kann die 
Berühmng mit t überhaupt vorkommen. 

ein gemeinsamer Ordnuugspimkt beidei Eedien Schneidet in diesem Fall der 
Kreis den Träger t, so müßte zwischen beiden Sohmttp unkten noch von jeder 
Reihe ein Ordnnngspuiikt liegen, und zwu so, daß die Pawe der Ordnungepunkte 
beider Reihen einander nicht trennen Bilden die Oidnungspunkte ein getrenntes 
Punktpaar, so kann der Kreis den Tiägei nicht tieflen Man kann also den Satz 
aussprechen: Zwei Involutionen auf demselben Träger besitzen stets ein 
gemeinsames Elemeutenpaar, außer wenn sie in der Weise beide hyper- 
bolisch sind, daß ihre Ordnungselemente zwei getrennte Elementen- 
paare bilden. 



Aufgabe 151. Man soll untersuchen, ob zwei Strahleninvolutionen 
mit gemeinsamem Scheitel ein gemeinsames Strahlenpaar besitzen. 

Aufgabe 152. Die Aufgabe 150 
für den Fall zu lösen, daß beide 
Punktinvolutionen durch ihre Ord- 
nungsstrahlen gegeben sind. 



Auflösung. Man kann die Auf- 
lösung der Aufgabe 150 in der 
Weise wiederiiolen, daß man durch 
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Erlil. 495. Da die luvolutioiien Ord- 
nungselemenfe besitzen, sind sie jeclen- 
Ealis beide hyperbolisch. Und aus der 
Lage der Punkte SKH zu t erkennt 
man die Unters ehe idimg des in Evld. 494 
ausgesprochenen Satzes. Sowie die beiden 
Involutionen einen gemeinsamen Ord- 
nungspunkt besitzen, wird der Kreis 
SHK zum gemeinsamen Berührungskreis 
des Trägers t in diesem Punkte. Rücken 
dieeeKreise vom gemeinsamen Berührungs- 
punkt nach der einen oder andeni Seite 
auseinander, ao muß der Kreis SKH sicli vevgriißern 
'Präger sclineiden oder gar nicht treffen. 



beliebigen Scheitel S die Beriih- 
rungskreise konstruiert, welche t 
in den gegebenen Ordnungspnnkten 
berühren. Sie liefern die Punkte für- 
den Kreis SKH. Man kennt aber- 
auch die Mittelpunkte beider 
Reihen und -weiß also, daß die ge- 
meinsamen Sehnen der Kreisbüschel 
auf den Strahlen von S durch diese 
Mittelpunkte liegen : 



oder verkleinern, also den 



Aufgäbe 163. Das gemeinsame Strahlenpaar z-weier durch ihre 
Ordnungsstrahlen bestimmten Strahlen Involutionen mit gemeinsamem 
Seheitel zu konstruieren. 



Aufgabe 154. Zu zwei gegebenen 
Strecken derselben Geraden eine 
dritte Strecke zu suchen, deren 
Bndpunkte beide gegebenen Strecken 
innen und außen harmonisch teilen. 



Auflösung. Die Strecke der Ord- 
nungspunkte einer involutorischen 
Punktreihe wird durch die Strecke 
jedes zugehörigen Punktpaares har- 
monisch geteilt. Man führt also 
die Aufgabe auf die vorhergehende 
Aufgabe 152 zurück, indem man 
die Endpunkte der beiden gegebenen 
Strecken je als Ordnnngspunkte einer 
involutorischen Punktreihe ansieht 
und das gemeinsame Punktpaar 
dieser beiden Punktreihen aufsucht. 



Ei'kl. 496. Aus Erkl. 494 erkennt 
man, daß die vorliegende Aufgabe nur 
Ißabar ist, wenn die beiden gegebenen 
Strecken einander selber nicht ti-ennen, 
also wenn entweder die eine ganz inner- 
halb der andern oder die eine ganz außer- 
halb der anderen liegt. Zum gleichen 
Ergebnis führt die andere Überlegung, 
daß nicht nur die neugefundene Strecke 

beide gegebenen harmonisch teilt, sondern ebenso auch jede der gegebenen die neue. 
Man kann also die gegebenen Streckenpunkte auffassen als Punktpaare einer 
involutorischen Punktreihe, welche die Punkte der gefundenen Strecke zu Doppel- 
punkten hat. Nun können aber Doppelpimkte nur auftreten, wemi die Involution 
hyperbolisch ist, also kann auch diese gesuchte Strecke nicht bestehen, wenn die 
gegebenen Strecken einander trennen. 



Aufgabe 165. Zu zwei gegebenen Winkeln am gleichen Scheitel soll 
ein dritter Winke! gesucht worden, dessen Sehenkel die beiden gegebenen 
Winkel innen und außen hannoniseh teilen. 
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9. Aufgaben über die involutorischen 
Beziehungen am vollständigen Viereck und Vierseit 

(Zu Abselmilt 3 c.) 



Aufgabe 156. Es soll aui ein- 
fachste Weise vollständig hergestellt 
werden eine hyperbolisch-invoiuto- 
risehe Punktreihe a) mit zwei ge- 
gebenen Ordnungspunkten bezw. b) 
mit einem gegebenen Ordnungs- 
punkt und Mittelpunkt. 

Erkl. 497. Wenn der eine Ovdmmgs- 
piiDkt nebst Mittelpunkt gegeben ist, so 
findet maa den zweiten Orduungspunkt 
durch einfaches Abh'agcn der Abstünde und konstruiert wie iiebeiistelmud. 



Auflösung. Man konstmierL nnah 
Figur 63 beliebig viele Vierecke 
mit Gegenecken in den gegebenen 
Ordnungspunkten und erzeugt die 
Eeihe durch die Gesamtheit der 
harmonischen Punktpaare 7.\i den 
beiden Ordnungspunkten. 



Aufgabe 157. I'^s ^;oll tiul' linetire 
Weise vollständig hergestelll werden 
ein hyperbohsch - involutorischer 
Strahlenbüsehel a) mit zwei gege- 
benen Ordnungsstrahlen b) mit einem 
gegebenenOrdnungsstrahl und einem 
Axenstrahl. 



Aui'IösHiig. Man konstruiert ent- 
weder dualistisch zu Figur 63 und 
Auflösung der Aufgabe 156, oder 
man projiziert . die gegebenen Ele- 
mente auf einen beliebigen Träger, 
führt auf diesem wirklich die Auf- 
gabe 156 durch und erhält die ver- 
langten Elemente, indem man die 
erzeugten Punkte des Trägers rück- 
wärts aus dem Scheitel projiziert. 



Erkl. 498. Ist ein OrdnungRatrald 
nnd ein Axenstrahl gegeben, so findet 
man den zweiten Ordnnngapimkt diireli 
Abtragen des Winkels zwischen Axcn- 
sti'alü und Ordnungssti'ahl. Die Winkel- 

bezlelmngen werden besonders übersichtlich, wenn der Scheitel aui der Idittel- 
senkrechten von EF in Figur 63, also senkrecht über dem Mittelpunkt HiKi^ der 
Punktinvolution gewählt wird. 



Aufgabe 1S8. Mittels Lineal allein 
soll zu einem beliebigen Punkt einer 
Puuktreihe der involutorisch 
zugeordnete konstruiert werden, 
wenn die Involution durch zwei 
Punktpaare bestimmt ist. 

Erkl. 499. Die nebenstehende Auf- 
lösung hat den niehrfaehen gi-oßen Voi-zug 
vor den Konstruktionen des vorigen 
Kapitels, daß inan dazu keinerlei MaJJ- 
beziehungen braucht, da.G alle Zeichnung 
bloß mit dem Lineal und zwai' mit einer 
sehr geringen Zahl von Geraden und 



Auflösung. 1) Man betrachtet 
die beiden gegebenen Punktpaare 
als die Schnittpunkte des Trägers t 
mit zwei Gegenseitenpaaren eines 
vollständigen Vierecke, den einzeln 
gegebenen fünften als Schnittpunkt 
einer fünften Seite, und erhält den 
gesuchten zugeordneten Punkt als 
Schnittpunkt der sechsten Seite 
des vollständigen Vierecks mit dem 
Träger t. — Sind also in Figur 147 
von einer hyperbolischen und in 
Figur 148 von einer elliptischen 
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Punkten geleistet weiden kiim und li^ß 
man gamicht nötig hat, aich voi BeguHi 
dei /ieichuting davon zu uheizeugen ob 
man elliptische odei hypeiboh&che In 
vointion zu behindeln Int Es geniigt die 
«nfaclie ^eichen^oisdiiift eistes Paar 



1 Viereck v. Viersf 
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Punktinvotution die Punktpaare. 
ÄiAa und B1B3 gegeben, und zu C^ 
der zugeordnete Punkt Ca gesucht, 
so zieht man erst ganz beliehig die 
ersten zwei Gegenseiten etwa durch 
Aj und A^ und schneidet sie durch 




Figur 147. 



Gegenseiten, einzelne Trans v er aale, 
zweites Paar Gregeuseiten, sechste 
Seite als Gegenseite der Transveraale, 
— Dabei erhalten die Eckpunkte des 
vollständigen Vierecks ganz von seihst bei 
elliptischer bezw. hyperbolischer Invo- 
lution die Lage zum Träger, welche als 
elliptische bezw, hyperbolische Lage be- 
zeichnet wird, man braucht in keinerlei 
Weise etwa für deren Zutreffen Sorge zu 
ti'agen. 

Erkl. BOO. FUr die Konstruktion des 
involutorisch zugeordneten Punktes durch 
dae vollständige Viereck besteht mehr- 
fache Auswahl fUr die Stttcke. Zunächst 
sind die beiden Geradendes ersten Gegen- 
seitenpaares und die IVanversale völlig 
willkürlich, und schliefilich können auch 
noch die beiden Geraden des zweiten 
Gegenseitenpaares auf zwei Arten gewählt 
werden, nilinlich (Figur 147 und 148) 
als BiA4 und BaB^ oder auch als B1B4 
und B^A^. Jedesmal liefert die sechste 



Figur 14S. 



eine beliebige dritte Gerade des 
gegebenen Einzelpnnktes Ci. Durch 
die so entstehenden Schnittpunkte, 
welche in Figur 147 und 148 als 
Äj und B4 bezeichnet sind, werden 
bestimmt die beiden durch Bi B^ 
gehenden Gegenseiten BjAi und 
BjBi, und diese liefern wieder als 
Punkte auf dem ersten Paar Gegen- 
seiten die zwei Schnittpunkte Sa 
und B3 für die Gegenseite der durch 
Ci gelegten Geraden. Die Ver- 
bindungsgerade dieser zwei Punkte 
scheidet also auf t den zu Ci in- 
volutorisch zugeordneten 
Punkt C? aus. 

2) Wollte man die erste Kon- 
struktion der untenfolgenden Auf- 
gabe 161 als bekannt voraus setzen, 
so könnten auch die gegebenen 
Punkte von t aus beliebigem Schnitt- 
punkte S projiziert werden, in dem 
entstehenden Büschel der sechste 
Strahl konstruiert und durch ihn 
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Seite des Vierecks deneelben iiivoluto- der gesuchte sechste Punkt ansge- 
riseh zugeordneten Punkt Cj auf t, — schnitten werden. 
Man beachte, daß "diese Konsti-uttion sich 
auf ganz analoge Weise vollzieht, wie 

früher die Konstruktion des vierten hai'monischen Punktes zu di-ei gegebenen in 
Aufgabe 13 des n. Teiles. Auch die verschiedenen Abänderungen der Konstruktion 
kiinnten in ähnlicher Weise als neue Lösnngsarten aufgestellt werden wie dort, 
nnd auch die Anzahl der WillkUrüchkeiten ist ähnlieh zu belrandeln wie in Er- 
klärung 9 des zweites Teiles. Endlich ist auch die Lösung der obigen Aufgabe 156 
in genau gleicher Weise nur ein besonderer Fall der vorliegenden, indem die Ordnungs- 
punkte eben Doppelpunkte sind, sodaß die Geraden des ersten Paares Uegenseiten 
nicht dui'cli verschiedene, sondern dvivch denselben Punkt des Trägers hindwchgehen. 



Aufgabe 159. Dieselbe Aufgabe zu lösen, wenn die Punktinvolution 
durch einen Ordnimf^spunkt und ein zngeordnetesPunktpaar bestimmt ist. 



Aufgabe 160. Man soll mit Lineal 
allein den Mittelpunkt einer In- 
volution bestimmen, die bestimmt 

ist a) durch zwei Punktpaare b) zum unendlich fernen Punkt. 
durch ein Punktpaar imd einen 
Ordnungspunkt. 



Auflösung. Man konstruiert nach 
Aufgabe 158 den zugehörigen Punkt 



Aufgabe 161. Mittels Lineal allein 
soll zu einem beliebigen Strahl Auflösung. 1) Man betrachtet die 

eines Büschels der involutorisch beiden gegebenen Strahlenpaare als 




zugeordnete bestimmt werden, wenn 
die Involution durch zwei Strahlcn- 
paare bestimmt ist. 



die V^erbindungsgeraden des Schei- 
tels S mit zwei Gegeneckenpaaren 
eines vollständigen Vierseits , den 
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Erkl. 501. Der nebenstelienäen Auf- 
lösung koMiiuen dieselben Vorzüge zu, 
welclie in Ei'tl. 499 über die dualistischen 
Aufgaben ausgeeproelien sind. Man hat 
wieder die einfache Zeich envorsclu'ift : 
erstes Paar Uegeuecken, einzelner 
Eekpi\nkt, zweites Paar Gegen- 
ecken, sechster Eckpunkt als Gegen- 
ecke des einzelnen. — Die Möglichkeit 
dieser Konstruktion verdient um so mehr 
heiTorgelioben zu werden", als unter 
den maßgeometri sehen Auffassungsweisen 
keinerlei Mittel waren um Strahlenin- 
volutionen unmittelbar zu konstruieren, 
sondern alle dort zur Verfügung stehenden 
Mittel , wie geometiische Pi-oportionale, 
KreisbUschel u. s. w., nur die involutorische 
Punktreihe zum Gegenstand hatten. 
Und die Winkel - Übertragimg aus der 
rechnenden Behandlungsweise mit dem 
Produkt zweier Tangenteniunktionen 
liegt soweit ab von der geometii sehen 
Auffassungsweise, daß sie — besonders 
für die projektivische Geometrie — über- 
haupt kaum in Betraclit komnit. 

Erkl. 502. Auch hinsichtlich der 
Willkürlichkeit der zur Konsti'uktion zu 
Ter wendenden Stücke sowie des Zu- 
sammenhanges mit der früheren Kon- 
straktion harmonischer Geraden und der 
Aufgabe 157 gilt dasselbe, wasinErki. 500 
ausgeführt wui-de. Eben die willkürliche 
Auswahl der Stücke läßt es bei Aufgabe 
158 und 161 vorkommen, daß jede der 
beiderlei Livolutionsai'ten, elliptische und 
hyperbolische, mit irgend einer der Figuren 
64 bis 69 und 70 bis 74 ausgeführt 
werden kann. So kann der Schnitt des 
Strahlenbüschels entweder ganz außerhalb 
des Vierseits bleiben, oder innerhalb 
eines der Innem'äume desselben zu liegen 
kommen, je nach der Wahl der ersten 
drei Elemente der Konstruktion, 
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einzeln gegebenenen fiiüften als 
Verbindungsgerade mit einer 
fünften Ecke, und erhält den ge- 
suchten zugeordneten Strahl als 
Verbindungsgerade des sechsten 
Eckpunktes des vollständigen 
Vierseits mit dem Scheitel S. — 
Sind also in Figur 149 von einer 
hyperbolischen, und in Figur 150 
von einer elliptischen Strahlenin- 
volution die Strahlenpaare aiBs und 
biba gegeben und zu Ci der zuge- 
ordnete Strahl Ca gesucht, so wählt 
man erst ganz beliebig die ersten 
zwei Gegenecken etwa auf a^ und 
as und verbindet sie mit einem 
beliebigen dritten Punkt des gege- 
benen EiiLzelstrahles Ci- Durch die 
so entstehenden Verbindungsge- 
raden , welche in Figur 149 und 
150 als at und bj bezeichnet sind, 
werden bestimmt die beiden auf 
biba liegenden Gegenecken (biaj 
und (bäati), und diese liefern wieder 
als Strahlen durch das erste Paar 
Gegenecken die zwei Verbindungs- 
geraden U und bs für die Gegen- 
ecke des auf Ci liegenden Eckpunktes. 
Der Schnittpunkt dieser zwei Ge- 
raden wird also aus S projiziert 
durch den zu c^ involutorisch zu- 
geordneten Strahl Cä. 

2) Setzt man die erste Konstruktion 
der Aufgabe 158 als bekannt vor- 
aus, so braucht man bloß die ge- 
gebenen Geraden von S zu schneiden ■ 
durch einen beliebigen Träger t, 
man konstruiert dann zu den ent- 
stehenden Schnittpunkten den 
sechsten Punkt der Punkt - Invo- 
lution und erhält als dessen Pro- 
jektionsstrahl den gesuchten sechsten 
Strahl. 



Aufgabe 162. Dieselbe Aufgabe zu lösen, wenn die Involution durch 
einen Ordnungsstrahl und ein zugeordnetes Punktpaar bestimmt ist. 



Aufgabe 163. Warum ist zu Aufgabe 160 keine dualistische Aufgabe 
über die Axenstrahlen aufzusteUcnl 
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Aufgabe 164. Man soll aus den Sätzen 27 nnd 28 neue Sätze über 
veränderliche Vierecke aufstellen. 



Auflösung. 



Zu gegebenen fünf Punkten 
einer Geraden gibt es nur einen 
einzigen sechsten Punkt, der in- 
■volatorisch zu einem der übrigen 
so zugeordnet ist , daß die zwei 
anderen zwei Punktpaare bilden. 
Betrachtet man also diese Punkte 
als Schnittpunkte der G-egenseiten 
verschiedener vollständiger Vier- 
ecke, so erhält man: 

Satz a. Gehen durch zwei Punkt- 
paare einer Geraden je zwei Gegen- 
seiten und durch einen fünften 
Punkt derselben Geraden je eine 
fünfte Seite verschiedener voll- 
ständiger Vierecke , so geht auch 
die sechste Seite bei allen diesen 
Viereckenjedesmaldureh einen und 
denselben sechsten Punkt die- 
ser Geraden, nämlich den invo- 
lutorisch zugeordneten zum fünften. 
— Oder: 

Satz b. Verändert sich ein 
vollständiges Viereck so, daß fünf 
seiner Seiten sich um fünf feste 
Punkte einer Geraden drehen, so 
dreht sich die sechste Seite des 
Vierecks ebenfalls um einen festen 
sechsten Punkt derselben Geraden, 
welcher mit den fünf ersten eine 
involutorisehe Punktgruppe bildet. 



Zu gegebenen fünf Strahlen eines 
Punktes gibt es nur einen einzigen 
sechsten Strahl, der involutorisch 
zu einem der übrigen so zugeordnet 
ist, daß die zwei anderen zwei 
Strahlenpaare bilden. Betrachtet 
man also diese Strahlen als Pro- 
jektionsstrahlen der Gegen ecken ver- 
schiedener vollständiger Vierseite, 
so erhält man: 

Satz «■ Liegen auf zwei Strahlftn- 
paaren eines Scheitels je zwei 
Gegenecken und auf einem fünften 
Strahl desselben Scheitels je eine 
fünfte Ecke verschiedener voll- 
ständiger Vierseite, so liegt auch 
die sechste Ecke bei allen diesen 
Vierseiten jedesmal auf einem und 
denselben sechs tenStrahl dieses 
Scheitels, nämlich dem involu- 
torisch zugeordneten zvim fünften. 
— Oder: 

Satz ß- Verändert sieh ein 
vollständiges Vierseit so, daß fünf 
seiner Eckpunkte auf fünf festen 
Strahlen eines Scheitels gleiten, 
so gleitet der sechste Eckpunkt des 
Vierseits ebenfallsauf einem festen 
sechsten Strahl desselben Schei- 
tels, welcher mit den fünf ersten 
eine involutorisehe Strahlengruppe 
bildet. 



Aufgabe 165. Man soU in dem 

vorigen Satz vom Viereck die un- 
endlich fernen Elemente ver- 
wenden. 

Erltl. 503. Der erste der neben- 
stehenden Sätze, welcher besondere Be- 
deutung hat fUr die öleichgewichtsunter- 
anchungen an Baukonstniktionen bezw, 
fUr Stabilitatauntersuchuügen, kann durch 
Drehung des einen der zu vergleichenden 
Vierecke auch folgende Gestalt annehmen : 



Auflösung;. 1} Wenn die Schnitt- 
punkte auf der unendlich fernen 
Geraden liegen sollen, so müssen 
die dahingehenden Seiten parallel 
sein, und man erhält als besonderen 
Einzelfall der vorigen Sätze ab: 

Sat^ c. Wenn zwei Paar Gegen- 
seiten und eine fünfte Seite irgend 
eines vollständigen Vierecks p a- 
rallel sind zu zwei Paar Gegen- 
seiten und einer fünften Seite eines 
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Satz. Wenn zwei Paar Gegenseiten 
nnd eine fünfte Seite eines vollständigen 
Vierecks alle einen und denselben aber 
beliebig grofien scliiefen bezw. 
rechten Winkel bilden mit zwei Paar 
Gegenseiten und einer fünften Seite ii^end 
eines anderen vollständigen Vierecks, so 
bilden auch die sechsten Seiten beider 
Vierecke denselben schiefen Winkel mit- 
einander, bezw. stehen senkrecht auf- 
einander. — Daß aucli zu fünf Parallel- 
geraden eine bestimmte sechste Parallel- 
gerade als involutorisch bezeichnet werden 
kann, gehtausderTatsachehervor, daß auch 
im Parallel-Strahlenbliechel involntorische 
Zuordnung stattfindet, wenn die Schnitt- 
punkte auf einer beliebigen Transversalen 
des Büschels involntoriseh zugeordnet sind. 



anderen vollständigen Vierecks, so 
müssen auch die sechsten Seiten 
des ersten und des zweiten Vierecks 
parallel sein. 

2) Liegt der Scheitel im unend- 
lichen, so müRsen alle Geraden da- 
hia parallel sein, und man erhält 
als besonderen Einzelfall der vorigen 
Sätze w und ß: 

Satz 7. Wenn fünf Eckpunkte 
eines vollständigen Viersei ts auf 
fünf beliebigen Parallelstrah- 
len verschoben werden, so verschiebt 
sich der sechste Eckpunkt eben- 
falls auf einer Parallelgeraden 
derselben Richtung, welche mit den 
fünf vorigen involutorisck liegt. 



Aufgabe 166. Zwei Punktpaare 
EE' und PF' derselben Geraden 
sind gegeben als Gegeneeken be- 
liebig vieler vollständigen Vier- 
seite. Man soll zwei solche Vier- 
seite heraussuchen, welche das- 
selbe dritte Paar Gegen- 
seiten gemeinsam haben. 
Figur 151. 



Auflösung. Das dritte Paar Ge- 
genseiten muß auf dem Träger t 
zwei Punkte X und Y ausschnei- 
den, welche sowohl zu EE' als 
zu FP' harmonisch liegen. Solche 
Punkte lassen sieh aber auffinden 
auf Grund der Aufgaben 148 und 
150.EasinddieOrdnungspunkte 
einer Involution, von welcher EE' 
und PF' Punktpaare sind. Nach 
deren Konstruktion gibt es aber 
dann zu jeglichem Viereck 
ÄBCD mit Gegenecken EE' und 
Diagonalpunkten XÄC und YBD 
gleich zweierlei Vierecke mit 
Gegeneeken FF' und Diagonalen 
XA'C und YBD oder XAC und 
YB'D' und umgekehrt. 



Erkl. S04. Zur Koiisti'uktion der Punkte X und Y bedient mau sich nach 
Aufgabe 148 derjenigen beiden Kreise des Kreisb lisch eis, welche den Träger t 
berühren. Möglich ist die Auflöanng nur dann, wenn die Pimktpaave EE' und FF' 
einander nicht trennen, wenn sie also entweder wie in Figur 151 einander aus- 
er eines das andere einschließt. 
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Aufgabe 167. Man soll cUe dnalistisclic Aufg-;ilie zu Aufgabe 16Ö 
aufstellen und lösen. 



Aufgabe 168. Der Projektions- 
acheitel für die Strahleninvolution 
am vollständigen Vierseit soll so 
gewählt werden, daß eine reelit- 
winkügeStrahleninvolution entsteht. 

Erkl. 505. Die orthogonale Invo- 
lution ist eine Abart der elliptischen. 
Entsprechend der Pignr 75 liegt daher 
inFignr 152 Punkt K im Di-eieckMPR, 
der Pnnkt H im Dreieck KRQ, mid die 
Strahlen folgen einander in der Reihenfolge 
KP, KS, KM (verlängert), die dazu 
senkrechten in der Reihenfolge KQ, 
KR, KN. Die Diagonale E8 kann st 
'n die Länge gesti-eckt weiden diß dei 
Halbkreis PQ den über R8 nur von innen 
bei-iihrt bezw. gar nicht mein tnflt 
Dann mnß auch der Hilhkieie MN den 
Halbki-eis ES bezw. beide Halhkieisp Eb 
und PQ im gleichen Punkte nui benihieu 
und dann entsteht einKieHbnschelzweitei 
Art, — oder gar nicht tietfen und dann 
entsteht ein lüeishUschel duftei Ait Tedei 
Kreisbtischel hat dabei die "\ eibmdung'i 
gerade der Kreisniittelpunkte als gemein 
same Centrale, es verschwinden abei die 
beiden 8ti-ahleninvolutionen H und Iv 
indem sie zwei imaginjie Schnittpunkte 
zu Scheiteln haben. 

Ei'kl. 506. Das Eigelni'j übei lie 
Dia gonalenmittel punkte ist i eieitiget inden 
worden in Satz 19 des M leiles der 
Planimetrie. Und in Aufgabe 249 des 
selben Bandes wurde an ohenateheudei 
Figur nachgewiesen die weiteigehende 
Beziehung : 

Satz. Gruppiert man die 'ie<ihg Seitpn 
eines vollständigen Yieieck's 7u den diei 
daraus m<lgliehen Viel selten so hegen 
die Mittelpunkte von je diei Diagonal 
strecken auf je einer Geiiden und diese 
drei Geraden gehen duicli einen Pnnkt 
Man erhält also an der GeBamtfigui dieiei 
lei Rreisböschel, derpu di ei tenti ilen 
durch einen Punkt gchpn 



Auflösung. Geht man aus von 
dem Vierseit PRQS in Figur 152 
und denkt sich Halbkreise ge- 
zogen über den Diagonalen PQ und 

Pigiy 152. 




und ES, so werden einander < 
Halbkreise in irgend zwei Punkten 
H und K schneiden, und die beiden 
Strahleninvolutionen mit Scheiteln 
H und K haben die Strahlen nach 
P und Q sowie nach R und S als 
rechtwinklig zugeordnete. Die 
Strahleninvolution in H und K hat 
also jedesmal zwei Paare Normal- 
strahlen, sie ist folglich eine ortho- 
gonale nnd hat überhaupt lauter 
Normalstrahlenpaare. Hiernach 
sind aber auch die Strahlen von H 
oder K nach M und N senkrecht 
aufeinander, und daher muß der 
Halbkreis über Strecke MN eben- 
falls durch die beiden Punkte H und 
K hindurch gehen. Die drei vor- 
handenen Halbkreise haben also die 
Punkte H und K gemeinsam, die 
Strecke HK ist ihre gemeinsame 
Sehne, und die Mittelsenkreehte 
von HK muß gemeinsame Cen- 
trale der drei Kreise sein, d. li. sie 
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geht jedesmal durch die Mittelpunkte der drei Kreisdurchmesser PQ, 
KS,MN. Damit ist aher der Nachweis geliefert, daß die drei Diagonalen- 
mittelpunkte des vollständigen Vierecks auf einer geraden Linie 
liegen, und man kann den allgemeinen Satz aussprechen: 

Satz. Die Halbkreise über den drei Diagonalstrecken eines voll- 
■ständigen Vierseits gehören einem und demselben Kreisbüsehel an, 
und zwar von der ersten, zweiten oder dritten Gattung, jenachdem die 
Kreise einander schneiden oder berühren oder nicht treffen. 



Aufgabe 169. Aus den Sätzen 27 unil 
Sätze fürs Dreieck abgeleitet werden. 



28 vom Viereck sollen 



Auflösung. 1) Wird etwa aus 
Pigur 147 einzeln herausgehoben 
das Dreieck Sä B3 B^, so werden 
seine Seiten geschnitten von der 
Transversalen t, j in den Punkten 
Ä1B2C2, und seine Eckpunkte 
werden aus dem Scheitel Sj proji- 
ziert durch die Projektionsstrahlen, 
welche durch Schnitt mit jener 
Transversalen in entsprechender 
Keihenfolge die drei Schnittpunkte 
AjBiCi erzeugen. Da nun die invo- 
lutorische Zuordnung unter diesen 
sechs Schnittpunkten eine ein- 
deutige ist, so erhält man vor- 
wärts und rückwärts geltende Sätze 
über die Lage dieser Elemente, 
nämlich : 

Satz a. Werden die drei Seiten 
eines Dreiecks durch eine Trans- 
versale geschnitten, und auch die 
Projektionsstrahlen seiner Eck- 
punkte aus einem beliebigen 
Seheitel mit derselben Transversalen 
zum Schnitt gebracht, so bilden die 
durch je zwei gegenüberliegende 
Dreieckselemente auf der Transver- 
salen erzeugten Schnittpunkte die 
zugeordneten Punktpaare einer 
Involution. 

2) Als Umitehrung folgt aus der 
involutorischen Lage der Schnitt- 
punkte auf der Transversalen die 
entsprechende T^age der Elemente 
zum Dreieck an der Figur: 



Auflösung. 1) Wird etwa aus Fig. 
149 einzeln herausgehoben das 
Dreiseit tjbgbj, so werden seine 
Eckpunkte projiziert aus dem 
Scheitel S^ 2 durch die Strahlen ai 
ba Ca, und seine Seiten werden von 
dem Träger tj geschnitten in den 
Schnittpunkten, welche durch Ver- 
bindung mit jenem Scheitel in ent- 
sprechender Beibenfolge die drei 
Strahlen % bi c, erzeugen. Da nun 
die involutorisehe Zuordnung unter 
diesen sechs Strahlen eine ein- 
deutige ist, 80 erhält man vor- 
wärts und rückwärts geltende Sätze 
über die Lage dieser Elemente, 
nämlich : 

Satz ". Werden die drei E ck p unk te 
eines Dreiecks aus einem Scheitel pro- 
jiziert, und auch die Schnittpunkte 
seiner Seiten mit einer beliebigen 
Transversalen mit demselben Sehei-' 
telpunkt verbunden, so bilden die 
durch je zwei gegenüberliegende 
Dreieckeelemente in dem Projek- 
tionsscheitel erzeugten Projektions- 
strahlen die zugeordneten Strahlen- 
paare einer Involution. 

2) Als Umkehrung folgt aus der 
involutorischen Lage der Strahlen 
am Projektionsscheitel die ent- 
sprechende Lage der Elemente zum 
Dreieck an der Figur: 

Satz ^?. Verbindet man die drei 
Eckpunkte eines Dreiecks mit 
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einem Scheitelpunkte und ordnet 
jedem Projektionsstrahl einen ge- 
paarten Strahl eines involutori- 
achen Büschels aus diesem Scheitel 
zu, so liegen die Schnittpunkte 
dieser gepaarten Strahlen je mit den 
Gegenseiten des ursprünglichen 
Dreiecks auf einer Geraden. 



Satzb. Schneidet man die drei 
Seiten eines Dreiecks durch eine 
Transversale und ordnet jedem 
Schnittpunkt einen gepaarten 
Punkt einer involutorischen Reihe 
auf diesem Träger zu, so gehen 
die Verbindungsgeraden dieser 
gepaartenPnnkte je mitdenGegen- 
eeken des ursprünglichen Dreiecks 
durch einen Punkt. 

Erkl.507. Da involiitoriecIieGeljiliiediirchZusamiiienleguiigprojektivischef Einzel- 
gebilde entstanden sind, so besteht unter je vier zugeordneten Elementen Gleichheit 
der Doppelverhältniaae. So ist für Figur 147 unter den Punkten Ai Bi Aj Ca und A,j Bä 

AiCi die Gleichheit {AiBi A2C3) = (A,B, AjCi) o<ler^:^ = ^:^- 

Bi A5 Uj La Hg Ai Bä "Ji 

Hieraus entsteht die Gleichung - — t-'^tt-t: — 7-7^ — 7; — T "^ — ^- Dabei beginnt 

Ag Ai Oj Dl ■ A2 Oj^ ■ Ha Ai 
und endet im Ziililer bezw. Nenner jeder Faktor mit End- und Anfangsbuclistaben 
des vorli ergeh enden und folg-enden Faktors im Nenner bezw. Zähler. Berück- 
sichtigt man nun die Uebeiii-agimg dieser Doppel Verhältnisse durch die Projektion 
aus dem gewählten Scheitelpunkte auf die gegenseitige Beziehung der auf den 
Seiten des Dreiecks ausgeschnittenen Schnittpunkte, so muß nur Scheitel bezw. 
Transversale passend ins unendliche verlegt werden, dann erhält man aus den obigen 
Sätzen diejenigen Beziehungen am Dreieck, welche eine Ai-t Mittelstellung zwischen 
metrischer und synthetischer Geometrie einnehmen, und welche zum Ausgangspunkt 
einer vollständigen Theorie der Transversalen gemacht worden sind. Es sind die 
Sätze von Menelaos und Ceva nebst ihren Anwendungen und Folgerungen, die im 
sechsten und siebten Kapitel des VII. Teiles der Planimetrie angeführt werden. 



10. Aufgaben über die involutorischen Beziehungen an den Kurven 
zweiten Grades und sog. Aufgaben zwelien Grades. 

(Zu Abschnitt 3d.) 

AHi'gal)e 170. Aus den Sätzen von Desargues sollen Beziehungen an 
der veränderlichen Kurve mit vier festbleibenden Elementen abgeleitet 
werden. 



Auflösung. 1) Denkt man sich 
in Figur 153 die vier Punkte S1S2 
BaBj der Kurve nebst der Trans- 
versalen festgehalten und die Kurve 
veränderlich, so bleiben nach dem 
Satze 27 die Kurvenschnittpunkte 
QiQ^ anf t stets ein Punktpaar, 
und etwaige Kurvenberührungs- 
punkteauf t die Ordnungspunkte 



Auflösung. 1) Denkt man sich 
in Figurl54 vier Tangenten titä habt 
nebst dem Projektionsaeheitel fest- 
gehalten und die Kurve veränder- 
lieh, so bleiben nach Satz 28 die 
Kurventangenten qjqs aus S stets 
ein Strahlenpaar und etwaige 
Kurventangenten in S die Ord- 
nungsstrahlen der Involution, 
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welche durch die sechs Vierseit- 
eeken bezw. schon durch vier 
derselben bestimmt wird. Das- 
selbe gilt auch für Figur 81 
und 83 bei Pesthaltung des 
Dreiseits mit einem oder des 
Tangentenwinkels mit zwei Be- 
rührungspunkten. 

2) Wird dieselbe Auffassungs- 
weise auf diejenigen Fälle ausge- 
dehnt, wo einOrdnangsstrahl 
der Involution als fester Strahl 



der Involution, welche durch 
die sechs Vierecksseiten bezw. schon 
durch vier derselben bestimmt 
wird. Dasselbe gilt für Figur 80 
und 82 bei Festhaltung des Drei- 
ecks mit einer oder der Sehne mit 
zwei Kurventangenten. {Vergl. 
Erkl. 281 ff.) 

2) Wird dieselbe Auffassungs- 
weise auf diejenigen Fälle ange- 
wandt, wo ein Ordnungspunkt 
der Involution als fester Punkt 
auftritt, z. B. Figur 82 und 84, 
so erhält man i 



Satz a. Wird eine Kurve so ver- 
ändert, daß sie stets durch zwei 
feste Punkte Qi Qj (Figur 82) geht 
und zwei feste Geraden berührt, so 
geht die Berührungssehne dieser 
beiden Tangenten stets durch einen 
von zwei festen Punkten der Sehne 
QiQa jener beiden Punkte, nämlich 
einen der beiden Ordnungspunkte 
der Involution, welche auf dieser 
Sehne t bestimmt wird durch ihre 
Kurvenpunkte Q, Q-j und die Schnitt- 
punkte ÄiÄg mit den beiden festen 
Tangenten. — Oder (Figur 84) 

Hatz l). Wird eine einem gegebenen 
Dreiseit ein- bezw. angeschriebene 
Kurve so verändert, daß sie eine 
Seite stets in einem festen 
Punkte berührt, so geht die Be- 
rührungssehne der beiden anderen 




auftritt, z. B. Figur 83 und 85, so 
erhält man die Aussage: 

Satz u. Wird eine Kurve so ver- 
ändert, daß sie stets zwei feste Ge- 
raden q, q-i (Figur 83) berührt und 
durch zwei feste Punkte geht, so 
liegt der Schnittpunkt der Tangenten 
in diesen beiden Punkten stets auf 
einer von zwei festen Geraden durch 
den Tangentensehnittpunkt qi qa, 
nämlich einem der beiden Ordnungs- 
strahlen der Involution, welche in 
diesem Tangentensehnittpunkt S be- 
stimmt wird durch seine beiden 
Tangenten q, qa und die Ver- 
bindungsgeraden nach den beiden 
festen Punkten. — Oder (Figur 85) 
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Hatxß. Wird eine einem gegebenen 
Dreieck umgeschriebene Kurve so 
verändert, daß sie in dem einen 
Eckpunkt stets eine feste Tangente 
berührt, so liegt der Tangenten- 
schnittpunkt für die beiden anderen 
Eckpunkte stets auf der vierten 
harmonischen Geraden des ersten 
Eckpunktes. 

Ei-kl. 509 Der Sdinittpunkt dei 
Tangenten fia b ^ ni Figiu S-i hegt im 
Innenwinkel der Tangente» qj q Bei 
dieser Lage (,nnd bei der ente;egen 
geaetKten im Scheitelwinkel) ist die feste 
Gerade für len T mgenten Schnittpunkt 
der im Innenwinkel q^ q liegende Oi i 
iiiingsBtralil *,[ Liegt ibei dci S hnitt 
pnnkt im Nebenwinkel ^on qi q so lat 
der feste Stialil dei andeie üidnniifcs 
strahl der In o! ition iii^qi*! Im 

zwiaehenU''gen'lBii 1 lUe niUs en 1 eide 
Tangenten mit .ii a^ eelbei zusainmenlallen, 
und ilu- Schnittpunkt liegt gleichzeitig auf 
beiden Ordnungssti-alilen der Involution, 
indem die Kuive zusammenschi'uuipft /um 
Punkte S selber als ansgeai-tfite nnendlieh 
kleine Kurve mit doppelt zählendem 
Punkte 8 bezw. als Ordiinngsknive znr 
GesamÜieit der auf den Geraden ai und 
a^ liegenden Punkte. 

Evkl. 510. Mim beTplitc dit die beiden ersten Lehrsätze infolge der dnali- 
stischen Gegenüberstellung genau gleiche yornusspt/ungen ethalten, daß also der 
Nachsatz von beiden Seiten glenli/eitig flli denselben Vordersatz ausgesprochen 
werden kann. Das zweite Paai i oa Sätzen ist schon anw früheren Untersuchungen 
zu entnehmen {vergl. Ei kl 209 des E Teils) Man kann den Inhalt in andere 
Form bringen, wenn man m Figut 84 die zweite lingente aus C^a zieht bezw. in 
Figur 85 den zweiten Ivnrvenpunkt auf Oj ^ beuiltzt Dli.ii die Polare zu Ci, in 
Figur 84 geht sowohl dtu'ch Q den Schnittpunkt der Tangenten in S und B 
als durch den Berülinmgspunkt der zweiten Tangente aus C. Und der Pol von 
Cia in Figur 85 iiegt sowohl auf q als Berührnugssehne der Tangenten t und 
b, als auf der Tangente im zweiten Kniven Schnittpunkte von c. So erhält man die 
andere Ausdrucks weise in zwei dnaüstisch inh ah s -kongruenten Sätzen: 

SatZ]'. Liegt der Schnittpunkt 
der Tangenten zweier Kurvenpunkte 
auf der Sekante durch zwei andere 
Kurvenpunkte, so liegt auch der 
Schnittpunkt der Tangenten dieser 
letzteren Kurvenpunkte auf der 
Sekante der ersten. 



Seiten stets durch den vierten har- 
monischen Punkt der dritten Seite. 

Erkl. 508. - Die Beiührungapunkte 
Si a Bg 4 der Kurve in Figur 82 liegen 
beide gleieherseits t oberhalb QiQa. 
Bei dieser Lage {und bei der entgegen- 
gesetzten, daß beide unterhalb wären) 
ist der feste Punkt ftlr die liei-iilirungs- 
sehne der außerhalb QjQj liegende 
Ordnungspunkt C^ ^ . Liegen aber die 
Beröhmngspunkte zu verschiedenen 
Seiten von t (der eine oberhalb und 
der andere unterhalb Qi Q^), so ist der 
feste Pnnkt der andere Ordnungspiinkt 
der Involution A^ Aj Q^ Q^. Im zw i sehen- 
liegenden Falle miiasen beide Be- 
rfihrungspunkfe auf t selber in AjAg zu 
liegen kommen, und ihre Verbindungs- 
gerade geht gleichzeitig durch beide 
Ordnnngspnnkte der Involution, indem 
die ganze Kurve ansai-tet znr doppelt 
gelegten Strecke A^ Ag bezw. 
knrve zui 
Punkte J 
Geraden. 



Gesamtheit der durch die 
und Aa hindurchgehenden 



Satz c. Geht die Berührungssehne 
zweier Tangenten durch den Schnitt- 
punkt zweier anderen Tangenten, 
so geht auch die Berührungssehne 
dieser letzten Tangenten durch den 
Schnittinmkt der firsten. 
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Aiifgalbe 171. Aus Satz 29b die Sätze 19 zu entnehmen. 



Aufgali)« 173. Ans den Sätzen von Desargues sollen Beziehungen am 
veränderlichen Viereck an festbleibender Kurve abgeleitet werden. 



Auflösung. 1) Die Involution auf 
t in Figur 153 ist festgelegt durch 
die Punkte Qi Qä und irgend ein 
Punktpaar auf den Viereekseiten. 
Sind also etwa bei festbleibender 
Eurve die Punkte Äi Aa und Ci 
gleichbleibend, so können die Kur- 
venpunkte des Vierecks beliebig 
wechseln , es muß stets derselbe 
Punkt Qa entstehen, wie man auch 
die Sekante AaS2Si als erste Seite 
durch die Kurve gelegt haben mag, 
So entsteht: 

Satz a. Werden einer festen Kurve 
beliebig viele Vierecke so einge- 
schrieben, daß drei von ihren Seiten 
durch drei feste Punkte einer Geraden 
hindurchgehen, so geht die vierte 
Seite stets durch einen und den- 
selben festen vierten Punkt jener 
Geraden hindurch. 

2) Ist insbesondere der Punkt Qi 9 
Berührungspunkt der Kurve mit t, 
so wird er Orduungspunkt der In- 
volution, und diese letztere wird 
eine gleichseitig hyperbolische, 
wenn auch nur ein Punktpaar bei- 
derseits Q gleiche Abstandsstreeken 
bildet. Dadurch entsteht der merk- 
würdige Satz: 

Satz b. Legt man durch zwei 
Punkte, welche auf einer Kurven- 
tangente beiderseits ihres Be- 
rührungspunktes gleiche Strecken 
abschneiden, zwei Sekanten durch 
die Kurve als Gegenseiten eines 
eingeschriebenen Vierecke , so 
liefern auch die beiden anderen 
Gegenseitenpaare solche Schnitt- 
punkte auf dieser Tangente, welche 
beiderseits in gleichen Abstands- 
streeken vom BerühruTigspunkte 



Auflösung. 1) Die Involution 
durch S in Figur 154 ist festgelegt 
durch die Tangenten qiqa und irgend 
ein Strahlenpaar nach den Eck- 
punkten des Viereeits. Sind also 
bei festbleibender Kurve etwa die 
Strahlen aia^ und Ci gleichbleibend, 
so können die Kurve ntangenten 
des Vierseits beliebig wechseln, es 
muß stets derselbe Strahl Ca ent- 
stehen, wie man auch den Eckpunkt 
(ai ti ta) als ersten Eckpunkt des 
Vierseits gewählt haben mag. So 
entsteht : 

Satz «. Werden einer festen Kurve 
beliebig viele Vierecke so umge- 
schrieben, daß drei von ihren Eck- 
punkten auf drei festen Geraden 
eines Punktes liegen, so liegt der 
vierte Eckpunkt stets auf einer und 
derselben festen vierten Geraden 
jenes Punktes. 

2) Ist insbesondere der Strahl qij 
Tangente der Kurve in S, so wird 
er Ordnungsstrahl der Involution, 
und diese letztere wird eine gleich- 
seitig hyperbolische, wenn auch 
nur ein Strahlenpaar beiderseits, 
q gleiche Neigungswinkel bildet. 
Dadurch entsteht der merkwürdige 
Satz: 

Satz ß. Wählt man auf zwei 
Geraden, welche in einem Kurven- 
punkt mit dessen Tangente beider- 
seits gleich große Neigungswinkel 
bilden, zwei Tangenten Schnittpunkte 
als Gegenecken eines umgeschrie- 
benen Vierseits, so liefern auch die 
beiden anderen Gegeneckenpaare 
solche Verbindungsstrahlen mit 
diesem Kurvenpunkte, welche beider- 
seits in gleichen Neigungswinkeln 
zur Tangente liegen. 
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3) Der letztere Satz gibt auch 
noch hinreichend bemerkenswerte 
Ergebnisse, wenn von den beiden 
Tangentenschnittpunkten der eine 
oder beide zu Kurvenpunkten 
werden, wobei der letztere Fall 
wieder den Zusammenhang herstellt 
mit dem letzten Satz ß der Auf- 
lösung der Aufgabe 170. Und gleiches 
gilt von dem Einzelfall, daß die 
Strahlen des Knrvenpuoktes, auf 
welchen die Tangentenschnittpunkte 
bezw.Kurvenpunkte gewählt werden, 
beide mit der Senkrechten auf der 
Tangente im ausgewählten Kurven- 
punkte zusammenfallen. 

Erkl. 611. Man kann aus äen Sätzen a und « vorstehender Anflösung noch 
allgemeinere Sätze ableiten, mdeni man das Viereck zum Vieleck erweitert. Nimmt 
man nämlich die aus einem ersten Eckpunkt nach dem vierten, seclisten, achten ■ - 
Eckpunkt des Vielecks führenden Nebenseiten hinzu beaw. die auf einer ersten 8eite 
mit der vierten, sechaten, achten ■ ■ ■ Seite des Vieleeita gebildeten Nebenecken, 
Bo zerfällt das Vieleck in lauter einzelne Vierecke, welche aus Vieleck - Seiten und 
Diagonalen zusammengesetzt sind. Und die letzte Seite bezw. Ecke des letzten 
Vierecks ist auch die letzte Seite bezw. Ecke des genannten Vielecks, das folglich stets 
eine gerade Seitenzahl bezw. Eckenzahl erhalten muß. So erhält man die neuen Sätze: 



3) Der letztere Satz gibt auch 
noch hinreichend bemerkenswerte 
Ergebnisse, wenn von den beiden 
Sekanten die eine oder beide zu 
Tangenten werden, wobei der letztere 
Fall wieder den Zusammenhang her- 
stellt mit dem letzten Satz b der 
Auflösung der Aufgabe 170. Und 
gleiches gilt von dem Einzelfall, 
daß die Punkte der Tangenten, von 
welchen die Sekanten bezw. Sehnen 
ausgehen, beide im unendlich fernen 
Punkte der ausgewählten Tan- 
gente zusammenfallen. 



Satz c. Werden einer festen Kurve 
irgend welche Vielecke von gerader 
Eekenzahl so eingeschrieben, daß 
von deren Seiten alle bis auf die 
letzte durch ebensoviele feste Punkte 
einer bestimmten Geraden hindurch- 
gehen, so gehen auch die letzten Seiten 
jener Vielecke alle durch einen und 
denselben festenPunktdieserGeraden. 



Satzj'. Werden einer festen Kurve 
irgend welche Vielseite von gerader 
Seitenzahl so umgeschrieben, daß 
von den Ecken alle bis auf die letzte 
auf ebensovielenfestenStrahlen eines 
bestimmten Punktes liegen, so liegen 
auch die letztenEckpunkte jener Viel- 
seite alle auf einem und demselben 
festen Strahl dieses Punktes- 



Aufgabe 17i!. Man soll einige Änderungen der Sätze b, ß zum 
Ausdruck bringen. 



Aufgabe 174. Eine Kurve zu kon- 
struieren, von welcher gegeben sind 
vier Kurvenpunkte und eine 
Tangente, die durch keinen der- 
selben hindurchgeht. 

Erkl, 512. Wenn eine Aufgabe auf 
zweierlei Lösungenführt, so nennt man 
sie eiue Aufgabe zweiten Grades. 
Diese entspreclien denjenigen Aufgaben 



Auflösung. Seien Si S^ Bg B* in 
Figur 153 die vier Kurvenpunkte und 
t die gegebene Tangente, so be- 
stimmen die Seiten des Vierecks 
durch ihre Schnittpunkte auf t eine 
Punktinvolution, und der Be- 
rührungspunkt der Kurve auf 
der Tangente t muß der eine der 
beiden Ordnungspunkte der In- 
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dei Aiithnietik, -welche diircli quadratische 
Gleiehuiigeo. also eheniallB mit zwei 
Losungen auegefuliit werden, oder den- 
jenigen der llanimefiie, weiche durch 
Kreis^chnitte mit &eiideii oder Kreisen 
gelöst w erden Während aher bei 
den Aufgaben ersten Guadea mir die TäUe 
mit einer oder keiner Löanng auseinander- 
zuhalten sind, nitlasen hier stets die drei 
Fälle mit zwei oder einer odei- keiner 
Lösung nntersiicht werden. Da die Anf- 
Huchung der Ovdnnngselemente einer 
Involution die Verwendung eines 
Kiei'.ea notig macht, so sieht man, diß 
eine Aufgabe zweiten Giades nicht ohne 
VorhandenBem einei kontinmeilich gt, 
zeichneten Kuive auagefuliit weiden 
kann In dei Tat bildet es einen br 
Hondeis mt«i6Bsanten Zweig dei Aufgaben 
zweiten Giades, sie alle zu losen imtteh 
des Lineals und emei em/igeii, em fui 
allemal ali ^oibinden angenommenen 
kontmun^i liih gi /eichiiefei) Kiinr 



volution sein. Man bekommt also 
dadurch einen fünften Kurven- 
punkt und kann nach Paskai weiter 
konstruieren. Man erhält zweierlei 
Lösungen, jenachdem man den einen 
oder anderen Ordnungspunkt als 
fünften Kurvenpunkt zu den vier 
gegebenen hinzunimmt. Man er- 
hält aber keine Lösung, wenn die 
auf der Geraden erzeugte Involution 
keine Ordnungspunkte enthält, 
also nach Satz 27a, wenn die Ge- 
rade bei konvexem Viereck der 
vier Punkte ungeradzahlig, bei 
konkavem Viereck geradzahlig 
die Punkte trennt. Die zwisehen- 
liegendeLÖsuQg mit einzig er Kurve 
wurde dem Zwischenfalle zugehören, 
daß die Gerade durch einen der 
Punkte selber hindurekginge. 



Aufgiitie 175. Eine Parabel durch vier gegebene Punkte zu 1 



Aufgal)e 176. Man beweise, daß 
durch vier gegebene Punkte bei 
konvexer Lage stets z w e i P ar ab e In, 
bei konkaver Lage nie eine Pa- 
rabel möglieh ist. 

Erkl. 513. Die Elemente PPPP, T 
liefern die Möglichkeit unendlich feraer 
Elemente, indem entweder T«, oder P«, 
ein- bezw. zweimal 



Auflösung. Da die unendlich 
ferne Gerade als Tangente die vier 
iin endlichen liegenden Punkte stets 
alle vier auf gleicher Seite hat, 
so hat die Involution auf derselben 
bei konvexer Lage stets zwei, bei 
konkaver Lage stets keinen Ord- 
nungspunkt. 



Aufgabe 177, 178. EineHyperbel 
zu konstruieren, von welcher gegeben 
sind 

(177) drei Punkte, eine Tangente 
und eine Asymptotenrich- 
tung, 

(178) zwei Punkte, eine Tangente 
und beide Äsymptoten- 
richtungen. 



Aiideiitiuig. Man hat PPPP^.T 
bezw. PPP ™ P o, , T als gegebene 
Stücke und erhält jeweils keine oder 
zwei Kurven. 
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Äufgalbe 179. Eine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
sind vier Tangenten und ein 
Knrvenpunkt, der auf keiner der- 
selben liegt. 

EpM. 514. Bezeichnet man wie frUlier 
gegebene Tangenten und Punkte der 
KuiTe mit den Anfangsbuchstaben T bezw. 
P, so hätte man hier TTTT, P, wobei 
das Komma ausdrücklich daran erinnert, 
daß nicht die vereinigte Lage der Ele- 
mente stattfindet, welche mit (PT) an- 
gedeutet wurde. Die Aufgaben dieses 
Kapitels können 8elbst\"erstäHdhcii ebenso 
wie die Aufgaben 177, 192 und folgende 
des II. Teils ausgesproclien werden als 
Konatniktion einer Kiu've, welche durch 
vier bezw. drei bezw. zwei gegebene 
Punkte hindurchgeht, oder welche einem 
gegebenen Viereck bezw. Dreieck um- 
geschrieben ist bezw. eine gegebene 
Sehne hat, nnd die dualistischen als 
Konatniktion eiaer Kurve, welche vier 
bezw, di-ei bezw. zwei gegebene Geraden 
berühii;, oder welche einem gegebenen 
Vierseit, Dreieck bezw, Winkel ein- oder 
ange achrieh eil ist. 



Auflösung. Seien ti U bg bt in 
Figur 154 die vier Tangenten und S 
der gegebene Kurvenpunkt, so be- 
stimmen die Eckpunkte des Vier- 
seits dnrcli ihre Verbindungsgeraden 
mit S eine Strahteninvolution, 
und die Berührungsgerade der Kurve 
im Punkte S muß der eine der 
beiden Ordnungsstrahlen der In- 
volution sein. Man bestimmt also 
dadurch eine fünfte Kurventan- 
gente und kann nach Brianchon 
weiter konstruieren. Man erhält 
zweierlei Lösungen, jenaehdem man 
den einen oder andern Ordnungs- 
strahl als fünfte Tangente zu den 
vier gegebenen hinzunimmt. Man 
erhält aber keine Lösung, wenn 
die im Scheitel S erzengte Invo- 
lution keine Ordnnngsstrahlen 
enthält, also nach Satz 28a je nach 
Lage des Punktes zu den Plächen- 
räuinen der vier gegebenen Tan- 
genten. Die zwisehenliegende Lösung 
mit einziger Kurve würde dem 
Zwischenfalle zugehören, daß der 
gegebene Kurvenpunkt auf einer 
der gegebenen Tangenten selbst läge. 



Aufgabe 180. Einem gegebenen Dreiseit eine Parabel so jmzu- 
sehreibcn, daß sie durch einen gegebenen Punkt geht. 



Aiifgiibe 181. Einem gegebenen Vierse 
schreiben mit gegebener Äsymptoienrichtnng. 



t eine Hyperbel anzu- 



Aufgabe 18S. Eine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
sind drei Kurvenpunkte und 
zwei Tangenten, wovon eine- 
durch einen der gegebenen Punkte 
hindurchgeht. 

Ei'kl. 515, Das Eintreten von zweien 
oder keiner Lösung hilngt wieder ab 
vom Auftreten von zwei oder keinem 
Ovdnnngspunkt in der Punktinvohition 
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Auf lösiing. Seien Si Sä Bg , in 
Figur 155 die drei Punkte , und 
Ba 1 Äi nebst t die gegebenen Tan- 
genten, so bestimmen die Verbin- 
dungsgeraden der drei Punkte zii- 
sammen mit der Tangente BA durch ihre Schnittpunkte auf t eine 
Punktinvolution, und der Berührungspunkt der Kurve auf t muß 
der eine der beiden Ordnungspunkte der Involution sein. Dadurch 
wird die Aufgabe von den Bestimmungsstücken PP (PT), T zurückge- 
führt auf PP (PT) (PT), kann also nach Paskai weitergeführt werden 
mit zwei oder keiner Lösung. 



Äufgahe 183/84:, Die zwei Parabeln zu konstruieren, von ilenen 
eben sind 

(183) PP (PT) bczw. 

(184) PP, T und die Axcnrichtung. 



Aufgabe 185 — 88. Die beiden 
Hyperbeln zu konstruieren, welche 
folgende gegebenen Elemente ge- 
meinsam haben; 

(185) eine Asymptotenrichtung 
und P (PT) T, 

(186) beide Asymptotenrichtun- 
gen und (PT) T, 

(187) eine Asymptote und PP,T, 

(188) eine Asymptote, die Rich- 
tung der zweiten und P, T. 




Andeutuug. Die Aufsuchung der 
Ordnungspunkte der auf T erzeug- 
tenlnvolution liefert dieBerührungs- 
puiikte der beiden gesuchten Hyper- 
beln, welche dann nach Paskai 
weiter ausgeführt werden können. 



Aufgabe 189. Eine Kurve zu 
konsti-uieren, von welcher gegeben 
sind drei Tangenten und zwei 
Kurvenpunkte, deren einer auf 
einer gegebenen Tangente liegt. 



Auflösung. Seien tj U hg 4 in Figur 
156 die drei Tangenten und (bs 4 aj) 
nebst S die gegebenen Kurvenpunkte, 
so bestimmen die Schnittpunkte der 
drei Geraden zusammen mit dem 
Berührungspunkt durch ihre Ver- 
bindungsgeraden mit S eine 
Strahlen Involution, und die 
Tangente der Kurve in S muß 
der eine der beiden Or d n u n gs - 
strahlen dieser Involution sein. 
Dadurch wird die Aufgabe von den 
Bestimmungsstücken TT (TP), P 
zurückgeführt auf TT (TP) (T P), 
kann also nach Brianchon weiter- 
geführt werden, und zwar mit zwei 
oder keiner Lösimg. 
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Erkl. 516. Das Eintreten aweier oder keiner Lösimg liüngt wieder ab voa 
dem Auftreten von zwei oder kebiem Orduruigsstoalil in, der Stralileainvolntiou in 
S, und letzteres von der Lage des Punktes S zu deu ander» Elemente« TT (TP), 



Aufgabe 190/91. Diejenigen Parabeln -/vi konfitmieren, welche als 
gegebene Stücke gemeinsam haben (190) T('I'1')P, (191) TT. "P und die 
Axenrichtung. 



Aufgabe 192 — 91. Zwei Hyperbeln zu konstruieren, von denen 
gegeben sind 

(192) eine Asymptotenrichtung nebst TT (TP), 

(193) eine Asymptote nebst TT, P, 

(194) eine Asymptote, die Richtung ticr andern und «wei 
Tangenten. 

Ei'kl. 517. Die Maamigfaltigkeit aller Aufgaben dieses Abschnittes kann 
noch weiter vermehrt werden, wenn man Gebrauch macht von den mit Maßeigen- 
schaften verknüpften Elementen, wie Durchmesser, Mittelpunkt, Axen, Seheitel usw., 
dazu von den Elementengruppen Pol und Polare, wie in den Aufgaben im fünften 
his siebten Absehnitt dieser Aufgabensammlung. 



Aufgabe 195. Eine Kurve 
konstruieren, von welcher i 
sind drei Kur venp unkte und 
zwei Tangenten, von denen kein 
Paar vereinigt liegt. 

Figur 157. 




Auflösung. 1) Angenommen die 
Kurve in Figur 82 (bezw. 157) sei 
die gesuchte, Qi Q^ in Figur 82 seien 
zwei von den drei gegebenen Kurven- 
punkten und Ai S und Ai B die 
beiden gegebenen Tangenten, 
dann entsteht auf der Sekante 
t die Involution der Punkt- 
paare AiAsQiQ^, und man 
weiß aus Satz 29b, daß die 
Verbindungsgerade der Be- 
rührungspunkte S B durch 
einen der beiden Ordnungs- 
punkte Ci a dieser Involution 
hindurchgehen muß. Sind 
aber nun Qs Qa in Figur 157 
ein anderes Paar der drei 
gegebenen Kurvenpunkte, so 
entsteht auf dieser neuen 
Knrvenseka.nte Qa Q3 wieder 
eine solche Pnnktinvolution 
mit Punktpaar Q^ Qa und 
den beiden Tangentenschnitt- 
punkten, und dieselbe Be- 
rührungssehne Ai Bi muß 
auch auf dieser zweiten 
Sekante als Schnittpunkt D 
den einen der beiden Ord- 
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Erkl 518 Da Her Sitz 29 b für 
jede Beiuhnmg sehne dei Xiirve gilt, s« 
muß ei inch gelten füi dieselbe Be- 
rUhrungssehtte m bezug luf jede Sekante 
der KuiTe imd tlnicli diese VeTweiidung 
geschieht die "Rdckfühiun^ öer Aiifgabe. 
Dabei schneidet die Peiilhrnngasehne 
AiBj m Fi^i 157 sowohl auf Q1Q2 
den Oidrning&punkt ( i!s anfQ2Qa den 
Ordnwngapunkt D als aiiJ Q3Q1 den 
Ordnungspunkt E ana. Es bedai'f also 
keines Beweises, daß diese drei Ordnnnge- 
punkte ODE auf derselben Geraden liegen 
mttsaen. Uebrigeiis läßt sich hierfür 
Ruch der folgende metrische Ziisammen- 
haag nachweisen. Die drei Punkte 
Qi QsQs bilden ein Dreieck, dessen Seiten- 
strecken durch je ein Panktpaar der 
InYolution gebildet werden, also dui-ch 
die Ordnungspunkte innen nnd außen 
liarmonisch im gleichen Verhältnis geteilt 
werden. Nach dem Satze in Aufgabe 
209 des VI. Teils der Planimoti'ie müssen 
daher die Teilungsverliältnisse der drei 
Di-eiecksseiten eine fortlaufende Propor- 
tion m : n : p bilden, und Qt Q2 wird ge- 
teilt im Verhältnis m : n, QjQg im Ver- 
hältnis n : p, und Qg Q, im Verhültnis p : m. 
Erkl, 519. Die drei Involutionen anf 
QiQa, Q3Q3, QsQi orzeiigen die Ord- 
nungspnnkte CO', DD', EE', und es 
liefen» 1) die Punkte C D E die Berührungs- 
punkte Ai Bi, also eine Kurve durch 
QiQa'^j welche die beiden gegebenen 
Taugenten in Aj und Bi be.riUu't. 2) 
Die Punkte OD'E' liefern die Berührungs- 
sehne Asllo, also eine Kiii-ve durch Q^ 
Qa Qa, welche dieselben beiden gegebenen 
Taugenten in Aj und Bg berührt. 3) 
Die Punkte C DE' liefern die Bei-fthrunga- 
sehne A3B3, also eine Kurve durch Qi 
Q2 Qs, welche dieselben beiden gegebenen 
Tangenten in A3 und Bj berührt. 4) 
Die Punkte C D' E liefera die Berühnings- 
sehne A4B4, alao eine Kurve durch Q^ 
QjQä, welche dieselben beiden gegebenen 
Tangenten in A4 und U4 berülirt. Bei 
der Lage der Elemente in Figur 157 
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nungspunkte der Involution aus- 
schneiden. Ebenso könnte man Qi 
Q3 als dritte Sekante verwenden, er- 
hält wieder eine Involution mit 
Punktpaar Qi Qa und den Tangenten- 
schnittpunkten und mit Ordnungs- 
punkten E und E', und dieselbe 
Berührungssehne Äi Bi muß auch 
hier durch den einen der zwei Ord- 
mmgspunkte hindurchgehen. 

2) Hiemach können aus den ge- 
gebenen Stücken QiQaQs nebst TT 
zunächst die drei Punktinvolutionen 
und deren Ordnungspunkte kon- 
struiert werden, und jede Ver- 
bindungsgerade solcher drei 
Ordnungspunkte kann als eine 
Berührungssehne der gesuchten 
Kurve mit den beiden gegebenen 
Tangenten verwendet werden, d. h. 
eine solche Verbindxmgsgerade 
schneidet auf den beiden gegebenen 
Tangenten TT die Berührungs- 
punkte aus. Dadurch sind die ge- 
gebenen Elemente PPP, TT er- 
weitert auf PPP(PT)(PT}, also 
kann die Kurve nach Paskai weiter 
konstruiert werden. 

3) Man erhält in Figur 157 auf 
jeder der drei Sekanten Qi Qä, 
QaQa, QbQi zwei Ordnungspunkte, 
von denen aber je drei auf einer 
geraden Linie liegen müssen. Folg- 
lich liefern die sechs Ordnungs- 
punkte im ganzen vier verschiedene 
Berührungssehnen, und daher gibt 
es vier Kurven, welche den ge- 
gebenen Bedingungen der Auf- 
gabe genügen. Diese vier Lösungen 
sind aher nur möglieh, wenn auch 
wirklieh die drei Involutionen Ord- 
nungspunkte besitzen. Werden aber 
die beiden Tangenten durch irgend 
zwei der gegebenen drei Punkte 
getrennt, so giht es keine Kur- 
ven mit den gegebenen Bestim- 
mungsstüeken. 



erscheinen alle vier Kuiven als mehr 

oder weniger langgestreckte Ellipsen. Wird aber das Dreieck QiQ^Qrj durch 

der Tangenten durch sei mitten, so kliimte keine Ellipse unter deu vier Kurven s 
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Aufgabe 196. Man bilde aus vorstehender Aufgabe die entspreclien- 
den für Parabel nnd Hyperbel. 



Aufgal>e lÖ?. Man soll einen einfachen Fall angeben, i 
die Lösung der Aufgabe unmöglich wird. 



Aufgabe 198. Kine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
sind ein Punkt samt Tangente, so- 
wie zwei Punkte und eine getrennt 
liegende Tangente. 

Erkl. 620. Die nebenstehende Aiif- 
löBTiug bildet eine zweite Lösuugaavt füi' 
die vorstebeiicie, bereits als Aidgabe 182 
aufgeiiilu'te und in aaderer Weise gelöste 
Aufgabe. Die neue Lösung scliließt sich 
an die Lösimg der Aulgabe 195 an. 
Und die Vereinfachimg durch Zneammen- 
fügung einer Giruppe (P T) inhvt auf 
gleiche Aufgabe sowoiil aiis 174 als 195. 
Demnach können auch die Aufgaben 183 
bis 188 auf diese abgeänderte Weise 
gelöst Averden. 



Auflösung. Angenommen die 
Kurve in Figur 82 sei die gesuchte, 
Q1Q3 die beiden gegebenen Punkte, 
Aj Si 3 die samt Berührungspunkt 
gegebene, und A1B34 die einzelne 
Tangente. Dann muß wieder nach 
Satz 29b der Berühnmgspunkt Bg 4 
auf derjenigen Geraden liegen, 
weiche den bekannten Berührungs- 
punkt Sis mit dem Ordnungspunkt 
Ci3 der auf der Sekante Q12 er- 
zevtgten Involution verbindet. Man 
konstruiert also diese beiden Ord- 
nungspunkte und verbindet Si s ent- 
weder mit dem einen oder anderen. 
Es entstehen so wieder zwei 
Lösungen. 



Aufgabe 199. Eine Kurve zu 
konstruieren, von welclier gegeben 
sind drei Tangenten und zwei 
Kurvenpunkte, von welchen kein 
Paar vereinigt liegt. 

Erkl, 521. Die drei Involutionen in 
{qi 12) (qa 1b) (<!s <1i) erzeugen die Ord- 
nungsstrahlen c e', d d', e e', und es 
liefera 1) die Geraden cde das Tan- 
geutenpaar «i bi, also eine Kurve, welche 
die drei Tangenten qj^^qg und in den 
Punkten PiP^ die Taagenten aibi be- 
3'llhrt. 2) Die Strahlen cd'e' liefeni das 
Tangentenpaar a^ba, also eine dem Drei- 
eck eingeschriebene Kni-ve, welche In 
den Punkten PiPa die Tangenten a^bj 
berührt. 3) Die Sti-alilen c'de' Hefem 
das Tangentenpaar ag bg, also eine Kurve, 
welche dem Di'eieck qi q.; q^ eingeschrieben 
ist und dwch die Punkte P^Pa in den 
Eielitungen der Tangenten agb^ hindurch- 
geht. 4) Die StraiiSen c'd'e liefern das ^t 
Tangentenpaar a4b4, also eine Kuit 



Aiiflösuiig. 1) Angenommen die 
Kurve in Figur 83 (l)e;sw. 158) sei 




yGoosle 



:. Bezieli. a, d. Kurven 2. Grades u 



Aufgilben über d. i 

■welche die fünf Tangenten qi^qs^iVii, 
«nd zwai- die beiden letzteren in den 
Punkten PiPä berührt. Bei der Lage 
der Elemente in Figiir 158 sind alle vier 
Knrven Ellipsen. WUrde aber eine der 
Tangenten q^ % Cj^ zwischen den Punkten 
P, Pa hindurchgehen, so könnte keine 
Ellipse unter den vier KiiiTen seiii- 

Erkl. 522. Mit den Aufgaben 195 
und 199 sind erstmals Aufgaben mit 
vier Lösungen aufgestellt und durch- 
gefühi-t. Man könnte dieselben dalier als 
Aufgaben vierten Grades bezeichnen. 
Sie erinnern an die Einzelfälle aus den 
zehn Beispielen des ÄpoUonisclien Pro- 
blems, welche ebenfalls als Aufgaben mit 
vier Lösungen erseheinen, nämlich PTK, 
PKK und TTT. — Wenn von der ent- 
stehenden Strahleninvolution die Strahlen- 
paai-e (qiqa) (qa qs) (qa qO tl^'cli die 
anderen Strahlenpaare nicht getrennt 
werden, so gibt es sicher Ordnungs- 
stralilen. Zu diesem Ende dürfen aber 
die Punkte PiPg nui- entweder im glei- 
chen oder in Scheitelwinkelräumen, keines- 
falls in Nebenwinkelräumen der gegebenen 
Tangenten liegen. Wenn zwei von den 
Involutionen Ordnungsstrahlen besitzen, 
so erzeugen dieselben schon alle vier 
Seimittpunkte Uua*) intl ^i« ^^i'- 
bindungsgeraden des dritten Involutions- 
echeitels mit diesen Punkten sind zu- 
gleich die Ordnungssti-ahlen der di'ittea 
Involution. Wenn aber etwa nur eine der 
drei Involutionen Ordnungaskahlen besitzt, 
so entstehen keine Schnittpunkte U, also 
auch keine Tangenten in den gegebenen 
Kurvenpunkten, folglich keine Kurven 
mit den gegebenen Bestimmungsstücken. 
^ Hiernach wüi-e eine der Aufgabe 197 
entaprecliende Forderung ebenso wie doi"t 
zu erledigen durch Verlegung der beiden 
Punkte Pil's in zwei Nebenwinkelränme 
eines der gegebenen Tangentenpaare. 
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die gesiielite, qi q^ in Figur 83 seien 
zwei von den gegebenen drei Kurven- 
tangenten, imd die Punkte (ti a a^) 
nnd (baiEi) die beiden gegebenen 
Kurvenpunkte, dann entsteht im 
Punkte S die Involution der Strahlen - 
paare qiQaaiaa, und man weiß ans 
Satz 30b, daß der Schnittpunkt der 
Tangenten tb auf einem der beiden 
Ordnungsstrahlen Cj a dieser Invo- 
lution liegen muß. Sind aber nun 
qa qs in Figur 158 ein anderes Paar 
der drei gegebenen Kurven tangenten, 
so entsteht in diesem neuen Tan- 
gentenschnittpunkt (qaqs) wieder eine 
solche Strahleninvolution mit Strah- 
lenpaar 03 qs nnd den beiden Ver- 
bindungsstrahlen nach den Kurven- 
punkten, und derselbe Tangenten- 
schnittpunkt (ai bi) muß auch in 
diesem zweiten Tangentenschnitt- 
punkt dnrch seine Verbindungs- 
gerade d einen der beiden Ord- 
nungsstrahlen liefern. Ebenso könnte 
man den dritten Tangentenschnitt- 
punkt(q3 qi) verwenden, erhält wieder 
eine Involution mit Strahlenpaar 
qsQi und den Verbindungsgeraden 
nach den Kurvenpunkten Pi P^ und 
Ordnungsstrahlen e und e', und der- 
selbe Tangentenschnittpunkt ai bi 
muß auch hier auf einem der beiden 
Cr dnungs strahlen liegen. 

2) Hiernach können aus den ge- 
gebenen Stücken qi q^ qa nebst P P 
zunächst die drei Strahleninvolu- 
tionen und deren Ordnungsstrah- 
len konstruiert werden, und jeder 
Schnittpunkt solcher drei Ord- 
nungsstrahlen kann als Schnitt- 
punkt der Kurventangenten in 
den beiden gegebenenKurvenpunkten 
verwandt werden, d. h, ein solcher 
Schnittpunkt liefert als Verbindungs- 
geraden mit P1P3 die Kurven- 
tangenten in diesen beiden Punk- 
ten. Dadurch sind die gegebenen Elemente TTT, PP erweitert auf 
TTT (TP) (TP), also kann die Kurve nach Brianchon weiter konstruiert 
werden. 

3) Man erhält in Figur 158 in jedem der drei Tangentenschnittpunkte 
(qiq^) (q^ls) (q^qi) zvirei Ordnungsstrahlen, von denen aber je drei dui'ch 
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einen Punkt gehen müssen, Folglich liefern die sechs Ordnnngsstrahlen 
im ganzen vier verseliiedene Tangeutenpaare, und daher gibt es vier 
Kurven, welche den gegebenen Bedingungen der Aufgabe ge- 
nügen. Die vier Lösungen sind aber nur möglich, wenn auch wirklich 
die drei Involutionen Ordnungs strahlen besitzen. Werden aber die 
beiden Kurvenpunkte durch irgend zwei der gegebenen drei Tangenten 
getrennt, so gibt es keine Kurve mit den vorgeschriebenen Be- 
stimmunga stücken. 



Aufgabe 300. Man bilde aus der- 
sprechenden für Parabel und Hyperbel. 



'orstehcnden Aufgabe die eiit- 



Aufgalie 201. Eine Kurve zu 
konstruieren, von welcher gegeben 
sind zwei Kurvenpunkte nebst Tan- 
gente in einem derselben und zwei 
weitere Tangenten, 

Erkl. 523. Auch die vorstehende 
Aufgabe iat ttereita in anderer Weise ge- 
löst als Aufgabe 189. Und irie dieselbe 
dort ans Auf g.abe 179 hervorging, so hier aus 
Aufgabe 199 durch Zusammenfassung einer 
Elementengrappe (PT). Danach können 
anct die Aufgaben 190 bis 194 auf diese 
abgeänderte Weise gelöst werden. 



Auflösung. Betrachtet man die 
Kurve in Figur 83 als die gegebene, 
so muß wieder nach Satz 30 b die 
Tangente ba * durch den Punkt 
laufen, in weichem einander die 
bekannte Tangente ti j und der Ord- 
nungastrahl Cia der im Punkte (qi, 
cja) erzeugten Strahleninvolntion 
schneiden. Man konstruiert also 
diese beiden Ordnungsstrahlen und 
achneidet ti^ entweder mit dem 
einen oder anderen. Es entstehen 
wieder zwei Lösungen. 



Aufgabe 303. Es soll nachge- 
wiesen werden, daß mit der letzten 
Aufgabengruppe von Aufgabe 174 
bis 201 alle Beispiele einer durch 
fünf Kurvenelemente Ijestimmten 
Kurve erschöpft sind. 

Erkl. 524. Auf Gi-und der Durch- 
fUhnmg der »eben stehend aufgezahlten 
Aufgaben erkennt man jetzt anch den 
Grund des Gegensatzes für die Kr eis - 
konstrulttionen aus drei Punkten oder 
drei Geraden, von denen die erste eine 
Lösung hat, wfllirend die letztere deren 
vier aufweist. Nach Brkl. 298 sind 
nämlich eämtliclie Ki-eise der Ebene 
solche Kurven, welche dui-ch dieselben 
beiden festen Punkte, d. h. die imaginäi-en 
Ordnun gapunkte auf der imendlich fernen 
Graden hindurchgehen. Eine Kreis- 
konstruktion aus drei Punkten bedeutet 
also eine Aufgabe PPPPP, und muß 
eine Lösung haben. Eine Kreiskon- 



Auflösung. Wenn man von den 
Elementen P und T beliebige fünf 
zusammenstellt, so erhält man: 

1) PPPPP — Diese Aufgabe ist 
schon im IL Teile nach Paskai 
gelöst mit einziger Lösung, 

2) PPPP,T — Dies ist Aufgabe 
174 bis 178 und hat zwei Lö- 
sungen. Und in der Zusammen- 
fassung als PPP(PT) ist sie im 
II, Teile nach Paskai gelöst 
mit einziger Lösung. 

3) PPPAT — Dies ist Aufgabe 
195 bis 197 und hat vier Lö- 
sungen. In der Zusammen- 
fassung PP(PT)T erscheint die- 
selbe Elementengruppe in den 
Aufgaben 182 bis 188 und 198 
mit zwei Lösungen, noch enger 
als P (PT) (PT) im II. Teile 
mit einziger Lösung nacli 
Paskai. 
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stniktion aus drei Tangenten aber bedeutet 
TTT, PP, gehört also zu den Aufgaben 
des vierten. Falles nebenstehender Auf- 
zählung und litt wie üieser vier ver- 
seliiedene Ljbungeii 

Eikl 525 Fs sei luei im Schhis'ie 
nochmals wie in Eikl 517 dtiauf hm 
gewiesen, daß lach m den neben'itehen 
den iafgatea duich gegebenen Duich 
messei ein, duieh gegebenen Mittelpunkt 
oder Ave 7"ei Elemente ei'.et/t weiden 
können eteiiBo pine^. duiih P 1 nnd 
Polnertei 7wti dmch em PlIii li letk 



Aufgabe 203. An einer durch 
fünf beliebige Elemente be- 
stimmten Kurve sollen dieSelinitt- 
puukte mit einer beliebig gege- 
beneu Geraden bestimmt werden. 
Pig. 159. 




Erkl. 520. Nach Sah Seite 52 
bilden die drei Nebenseiten eines voll- 
ständigen Tangenteuvierseitsbezw. die 
drei Nebenecken emee vollständigen 
Sehnenvierecks jedesmal ein Polai- 
dreieck. In einem Polai'di-eieuk UVW 
bezw. UVW ist aber (uv) = W der Pol 
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4) TTT,PP — Dies ist Aufgabe 
199 und 200 und hat vier Lö- 
sungen,inderZusammenfa8snng 
TT(TP)P erseheint dieselbeEle- 
mentengruppe in der Auf g. 189 
bis 194 und 201 mit zwei Lösun- 
gen, noch enger als T (TP) (TP) 
im II. Teile mit einziger Lö- 
sung nach Brianehon. 

5) TTTT,P — Dies ist Aufgabe 
179 bis 181 und hat zwei Lö- 
sungen, und in der Zusammen- 
fassung als TTT (TP) ist sie im 
II. Teile nach Brianehon gelöst 
mit einziger Lösung. 

6) TTTTT — Diese Aufgabe ist 
die ursprünglichste nacli Bri- 
anehon zu lösende mit ein- 

ziger Lösung. 



Auflösung. 1) Auf jeder belie- 
bigen Geraden der Ebene bilden 
die in bezug auf die Kurve kon- 
jugierten Punkte eine Punktin- 
vülution, und wenn die Gerade 
eine Kurvensekante ist, so sind 
ihre Kurvenschnittpunkte die 
Ordnungspunkte dieser Involu- 
tion. Sei also t in Figur 159 die 
gegebene Gerade und A und B ihre 
Schnittpunkte mit zweien von den 
bekannten Tangenten qi und qg. 
Dann kann man nach Brianehon 
in den beiden Punkten A und B 
jeweils die zweite Tangente r^ 
und r2 an die Kurve konstruieren 
und erhält dadurch ein der Kurve 
um geschrieben es Vierseitqiriqjrg. 
Dessen Nebenseiten, wozu t gehört, 
bilden aber ein Polardreieck, 
schneiden also auf t zwei konju- 
gierte Punkte aus. 

2) Nimmt man zu tqiri bezw. Ä 
einen anderen zweiten Punkt tq^rj 
bezw. C hinzu und konstruiert auch 
noch in C die zweite Tangente an 
die Kurve, ao bildet man mit A 
und C ein zweites Tangentenvier- 
seit, erhält also auf t ein zweites 
Paar konjugierter Punkte, und 
aus den nun vorhandenen zwei 
Punktpaaren der Involution kon- 
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von UT = -w, also geht v dai-rh den Pol 
TOnw,bezw liegt W auf dei PuUieuvoiiv, 
und folghch fcmd i und w 7wi i Strahlen 
duich U, deien jedei duich den Pol des 
andeien geht, und V nml W sind zwei 
Punkte auf u, deten jedei anf dei Polaren 
des andern hegt Demnach sind v nnd 
yf zwei inhezug auf die Km^e konjugierte 
Strahlen desPnnktesU, bezw. V imdW sind 
zTv-ei inbezug aiif die Kui've konjngiei-te 
Punkte der Geraden n. Oder mit anderen 
Worten: V undW sind eiuPunktpaar der auf 
11 durch die Kurve ei-zengten Panktin- 
Tolntion, bezw, \ nndw sind ein Strahlen- 
paar der im Punkte U durcli die Kui've 
erzeugten Sti-ahleninvolution. 

Erkl. 527. Ist die Kiirve durch Über- 
zahl von Tangenten bestimmt, so kann 
die Konati'uktion nach Figur 159 sofort 
ausgeführt werden, ist die Gruppe der 



struiert man die gesuchtenKurven- 
schnittpunkte auf t als die Ord- 
nungspunkte. 

3) Man bat im ganzen drei Kon- 
struktionen nach Brianclion ge- 
braucht, also ist die Aufgabe am 
einfachsten zu lösen, wenn die 
Kurve bestimmt ist durch TTTTT 
oder TTT (TP) oder T (TP) (TP). 
Sind aber unter den gegebeneu 
Stücken die Kurvenpunkte in 
Überzahl, so kann man mittels Kon- 
struktion nach Paskai erat bis zur 
Anzahl von drei Tangenten vorher 
konstruieren und dann die Aufgabe 
ebenso lösen. 



tion des Poles P zur 
Sekante t mittels des einzigen Tan- 
geutenvierseits aus A und B ent- 
nehmen und sodann nach Aufgabe 
206 die Tangenten aus Punkt P 
an die Kurve konstruieren. Deren 
Schnittpunkte mit t sind die ge- 
suchten Kurvenschnittpunkte 
von t. 



4) Wollte man die Auflösung der 
unten folgenden Aufgabe 206 als 
bekannt voraussetzen, so kann man 
(TP}(TP)Pj so bedarf aus dem ersten Abschnitt der vor- 
es einer, heiift sie (TP)PPP, so bedarf stehenden Auflösung die Konstrak- 
es zweier, rmd für PPPPP bedarf ■ " - - - 

dreier Konstniktionen nach Paskai, um 
Pigni' 159 durchführen zu künnen. Da- 
gegen ist es in letzteren drei Fällen ein- 
facher, nach Aufgabe 206 und Figur 161 
zu konstruieren, wenn man den Pol der 
Geraden t einmal gefunden liat. 
gegenseitige Übei-tühning der Aufgaben 
203 und 205 bildet die Bestätigung 
der in Erkl. 511 ausgespro dienen Be- 
ziehung, daß Kurvensclmittpunkte auf gegebener gekaute und Kurventangenten aus 
gegebenen Punkten einander dualistisch gegenüber stehen. Auch ist erstere Auf- 
gabe hier verknüpft mit der Konstruktion des Poles zu t, letztere unten mit der 
Konstruktion der Polare zu 8. 

Erkl. 528. Findet sich bei der Konstruktion, daß die Punktinvolution auf t 
keinen Ordnungspunkt hat, indem die Punktpaare beider Polavdveiecke einander 
ti-enuen, so geht daraus hervor, daß die Sekante t mit der Kui-ve keinen Schnitt- 
punkt hat, daß sie also auiJerhalb der Kurve verläuft. Fällt die im Punkte A zu 
konstruierende Tangente ri mit der Sekante t zusammen, so erkennt man, daß 
t selber Kurventangente ist, und dann braucht bloß mittels der vorhandenen Tan- 
genten nach Brianchon der Bei-ühraagspunkt gesucht werden. Die Punktinvolution 
müßte in diesem Falle eine pai'abolische werden, indem der Berührungspunkt als 
einziger Ordnungspuakt und Mittelpimkt der Keihe aufti-itt. 



Aufgabe 304. Von einer durch 
fünf beliebige Elemente be- 
stimmten Hyperbel die Asymp- 
toten zu finden. 



AnfJÖsimg. Die Aufgabe ist ge- 
nau dieselbe, wie die vorhergehende 
Aufgabe 203, indem man als Se- 
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kante die unendlich ferne Ge 
rade wählt und genau Figur 159 
nachbildet: Es liegt also Punkt A 
unendlich fern, und es wird ri//qi 
nach Brianchon konstruiert als Tan- 
gente durch den unendlich fernen 
Punkt A der gegebenen Tangente 
Qi; ebenso entsteht TaZ/qa. Diese 
beiden Paare von Paralleltangenten 
bilden also ein Tangentenparal- 
lelogramm der Hyperbel, und in 
einem solchen muß der Diagonalen- 
schnittpunkt der Kurvenmittel- 
punkt, die Diagonalen ein Paar 
konjugierter Durchmesser sein, 
hlin zweites Paar konjugierter Dureh- 
\/^ messer wird geliefert durch das 
^ auf gleiche Weise aus qirj und 
qa Ts gebildete Tangentenparallelo- 
gramm;und die Ordnungsstrahlen 
der von beiden konjugierten Durch- 
messerpaaren bestimmten Strah- 
leninvolution sehneiden auf der 
unendlichfernen Geraden dieKurven- 
sehnittpunkte oiX und „ Y aus. Zu- 
gleich sind aber diese Ordnungs- 
strahlenselberdiegesuchten Asymp- 
toten der Hyperbel. 




Erkl. 529. Die vorstehende Aufgabe 
■kann ancli so gefomit werden, daß von 
einer durch fünf beliebige Elemente be- 
stimmten Kni-ve entschieden werden soll, 
ob sie Ellipse oder Hyperbel oder 
Parabel ist. Denn wenn die nnendlieli 
ferne Gerade als Sekante t in Figur 
159 venvendet wu-d, so -svird diese But- 
seteidung geliefert dnvch die Aj-t der 
anf t entstehenden Involution. Hat die letztere keine Ordnnngspimkte, so ist die 
Kui-ve unbedingt eine Ellipse, hat sie einen ausgezeichneten Punkt, so ist die Kui-ve 
Parabel, hat sie zwei Ordnungspunkte, so ist die Kui've eine Hyperbel. Von eben 
diesen di'ei Fällen ist ja überhaupt die Benenmmg jeder beliebigen Involution als 
elliptische oder parabolische oder hyi)erboli8ehe hergeleitet. 

Erkl. 530. Audi diese Konstmktion ist einfacher durchzuführen, wenn die 
Ueberzahl der gegebenen Elemente Tangenten sind. Da aber die Punkte der un- 
endlich fernen Geraden nur durch Eichtungen angegeben werden können, so steht 
doch eigentlich die Strahleninvolution im Punkte M zur Behandlimg, so daß diese 
Aufgabe eine Verlmtlpfung mit der folgenden Aufgabe 205 darstellt. 



Aufgabe 20&- Von einer durcli ■ 
die AxenrichLung zu bestiniinen. 



ier Punkte bestimmten Parabel 



Aufgabe 206. An eine durch 
fünf beliebige Elemente be- 
stimmte Kurve sollen die Tangen- 
ten ans einem beliebig gegebe- 
nen Punkte bestimmt werden. 



Anflösnag. 1) In jedem beliebigen 
Punkte der Ebene bilden die inbe- 
zug auf die Kurve konjugierten 
Geraden eine Involution, und 
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Erkl. 581. Die vorstehende Aufgabe 
wurde bereits gestellt und gelöst in Auf- 
gabe 86 dieser Sammlung. Dort war 
aber zu ihrer Löaung vorauegeeeM, daJ3 
die Km-ve kontinuierlich gezeichnet 
vorliege, wenigstens in dev Gegend, wo 
die Polare "des Punktes S mit der Kurve 
zum Schnitt zu bringen ist. Die Auf- 
gabe wird also dort eigentlich auf Aufgabe 
203 zurückgefühi-t, ähnlich wie im vierten 
Abschnitt nebenstehender Auflösung, aber 
die Lösung zu 203 wird dort als gegeben 
angesehen durch Schnitt mit dem vor- 
handenen Kurvenbogen. Strenggenommen 
ist aber die jetzige Lösung auch nicht 
allzuweit davon verschieden. Denn an 
Stelle der Voranssetznng des kontinnier- 
liehen Kurvenbogens tritt jetzt die Kcin- 
struktion der Ordirangselemente der In- 
volution — sei es der Punktinvolution 
auf t oder der Strahleninvolntion in 8. 
Dazu bedarf es aber wieder einer kon- 
tinuierlichen Kiu've, nämlich desjenigen 
Kreises, der ziu' Auffindung der Ord- 
nungselemente unentbehrlich ist. Nur 
insotera bedeutet also die neue Lösung 
eine Vereinfachung bezw. Herabminderung 
des Maßes der Schwierigkeiten, als der 
Kreis eine durch Zii'kel leicht kontinuier- 
lich herstellbai'e Kui-ve ist, während 
dies von der allgemeinen Kurve zweiten 
Grades nicht gilt. Aber eine Aufgabe 



wenn der Punkt ein äußerer 
Punkt ist, so sind seine Kurven- 
tangenten die Ordnungsstrah- 
len dieser Involirüon. Es sei also 
in Figur 161 S der gegebene Punkt 
und a und b seine Verbindungs- 
geraden mit zweien von den be- 
kanntenKurvenpunktenQiQa. Dann 
kann man nach Paskai auf den 
beiden Geraden a und b jeweils 
den zweiten Kurvenschnitt- 
punkt Ri und Es konstruieren und 
erhält dadurch ein der Kurve ein- 
geschriebenes Viereck QiKiQaßj. 
Dessen Nebenecken, wozu S gehört, 
bilden aber ein Polardreieek, liefern 
also in S zwei konjugierte Geraden. 

2) Nimmt man zu SQiRi bezw. 
a eine andere zweite Gerade 
SQ3E3 bezw. c hinzu und kon- 
struiert auch noch auf c den zweiten 
Kurvenschnittpunkt, so bildet man 
aus a und c ein zweites Sehnen- 
viereek, erhält also in S ein zweites 
Paar konjugierter Geraden- 
Und aus den nun vorhandenen 
zwei Geradenpaaren der Involu- 
tion konfetruiert man die gesuchten 
Kurventangenten aus S als die 
Ordnungs strahlen. 

3) Man hat im ganzen drei Kon- 
struktionen nach Paskai gebraucht, 
also ist die Aufgabe am einfachsten 
zu lösen, wenn die Kurve bestimmt 
ist durch PPPPP oder PPP(PT) 
oder P(PT)(PT). Sind aber unter 
den gegebenenStückendieKurven- 
tangenten in Ueberzabl, so kann 
man mittels Konstruktion nach 
Brianchon erst bis zur Anzahl von 
drei Kurvenpunkten vorher kon- 
struieren und dann die Aufgabe 
ebenso lösen, 

4) Will man die Auflösung der 
vorhergehenden Aufgabe 203 als 
bekannt voraussetzen, so kann man 
aus dem ersten Abschnitt der hier 
stehenden Auflösung die Konstruk- 
tion der Polaren p zuni gegebenen 
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zweiteil Urades ist und bleibt diese 
Aufgabe und bedaii wie alle Anfgaben 
zweiten Urades einer ICurve, wenn aueli 
nur der Kreislinie nnd khi' im gemein- 
samen Gewände der AiifsucLuiig der Ord- 
1 einer Involntiim. 



Punkte S mittels eines einzigen 
Sehnenvierecks aus a und b ent- 
nehmen und sodann nach Aufgabe 
203 die Kurvenschnittpunkte 
auf p konstruieren. Deren Ver- 
bindungsgeraden mit S sind die 
gesuchten Tangenten aus S. 
Ei'kT. 532. Die andere Art von Ver- 
einfachung der Aufgaben zweiten Gradce 

besteht darin, daß man diu'ch verschiedene Projektionen stets denselben Kreis oder 
dieselbe Kui-ve zur Anllindung der Ordnungselemente benutzt. In diesem Falie ist 
zur Vorai\ssetziing aller Konsü'nktionen das Vorhandensein einer einzigen kou- 
tinuierlicli gezeiehneten Kurve gemacht, und diese kann dann eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel oder auch wieder ein Kreis sein. Sie wird als Maß- 
kiirve bezeichnet, nnd auf Schnitte beliebiger Selcanten mit ilirer Peripherie 
werden alle Aufgaben zweiten Grades zm-ückgeflthrt. — Es sei noch tlaranf hin- 
gewiesen, daß die Ausführungen der Erkl. 527 und 528 in übertragener Augdrucka- 
weise auch liier wieder Geltung haben. 



II. Aufgaben über die isivolutorisch-metrischen, besonders die 
Brennpunktseigenschaften der Kurven. 

(Zu AhüdiniU :U:) 



Aufgabe 207. Auf einer beliebig 
gegebenen Geraden sollen Mittel- 
punkt, Ordnungspunkte und Potenz- 
wert der zu einer gegebenen Kurve 
zugehörigen Punktinvolution be- 
stimmt werden. 



Auflösung. 1) Ist die gegebene 
Gerade eine Kurvensekante, so 
ist die Involution eine hyper- 
bolisehemitzweiOrdnungspunkten, 
nämlich den Kurvensehnitt- 
punkten der Sekante, Daher ist 
in diesem Palie (Figur 162) der 
Mittelpunkt der Sehnenstreeke 
zugleich der Mittelpunkt der Invo- 
lution, das Quadrat der Halbsehne 
c gleich dem Potenz wert. 

2) Ist die gegebene Gerade eine 
Tangente, so ist die Involution eine 
parab olische mit deniBerührungs- 
piudtt als einzig ausgezeichnetem 
Punkt und mit Potenzwert Null. 



3) Ist aber die Gerade eine die 

Erkl. 533. Ist die Länge der Sekante Kurve nicht treffende, so ist die 

AB in Figiu- 162 gleich 2c, also Involution eine elliptische ohne 

A =^ B = c, so ist fiir irgend zwei kon- Ordnungspurikte und mit negativem 

jugierte Punkte derselben OD'OC= Potenzwerte. Der Mittelpunkt 
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OBä^OA^ — c^. Und von den zwei 
Punkten CD ist immev tlev eine ein 
Punkt innerhalb der Ki\rve, der .iinlere 
ein Punlit außerhalb tler Kurve. Der 
konjugierte Punkt zu D ist in Figur 162 
gefunden mittels der teictoii Tangenten 
von D an die Kiutc als Sclmittpnnkt 
von AB n t de Be iih ungsaehne z\iin 
Punkte D aucl a 1 je zwei zu den 
Ordnungspimkten i dB harmonisch 
liegende P nkfc a f AP zwei zugeord- 
nete Punkte le In ol t on. 



der Involution als entsprechender 
konjtigierter zum unendlich fernen 
entsteht als Schnittpunkt der Ge- 
raden mit dem zu ihrer Richtung 
konjugierten Durchmesser MN 
in Figur 162. Für irgend zwei 
konjugierte Punkte K und H der 
Sekante ist also NK'NH ein nega- 
tives Produkt wegen der entgegen- 
gesetzten Richtung seiner beiden 
Strecken, und der absolute Wert 
VnK-NH gibt diejenige Strecke 
an, um welche die Potenz- 
punkte der Involution beiderseits 
von N entfernt liegen. 



Erkl, SM. Von zwei konjugierten 
Punkten liegt jeder auf der Polaren dea 
anderen. Die Polai'e des unendlich fernen 
Punktes von HNK ist aber der zur Eieh- 

tnng HNK konjugierte Durchmesser MON, folglich ist dessen Schnittpunkt N mit 
der Geraden HNK der konjugierte zum unendlich fenien Punkt, also der Mittel- 
punkt der Involution. Um zum Punkt K den konjugierten zu erhalten, aielit man 
von K die Tangenten an die Kui-ve imd bringt deren Bei-Ülnirngssehne zum Schnitt 
mit NK. lYifft es sich, daß H und K beiderseits gleieli weit von N abstehen, 
so sind dles elhen di e Poteazpunkte. Und wie für AB der konstante reelle 
Wurzelwert yOC- OD als re elle Halbsehne auf der Geraden gilt, so wird der imagi- 
näre Wui-zelwert VnH-NK als imaginäre Halbsehne auf NK angesehen, nämlicli 
als Abstand vom Involutionsmitfelpimkt nach den beiden imaginären Ordimngapunkten 
der elliptiachen Involution, zu welchen je zwei zugeordnete Punkte hai'monisck 
liegen müßten. Der Potenzwert ist das negative Quadrat — NP*. 



Aufgabe 208. In einem beliebig 
gegebenen Punkte sollen Ordnungs- 
strahlen und Axenstrahlen der zu 
einer gegebenen Kurve zugehörigen 
Strahleninvolutionbestimmtwerden. 
Figur IfiS. 




Aullösung. 1) Ist der gegebene 
Punkt ein Punkt außerhalb der 
Kurve, so ist die Involution eine 
hyperbolische mit zwei Ordnungs- 
strahlen, nämlich den Kurven- 
tangenten des Scheitelpunktes. 
Daher sind in diesem Falle (Figur 
163} die Halbierungsgeraden des Tan- 
gentenwinkels zugleich die Axen- 
strahlen u, v der Involution. 

2) Ist der gegebene Punkt ein 
Kurvenpunkt, so ist die Involu- 
tion eine parabolische mit der 
Tangente als einzig ausgezeichnetem 
Strjihle. 

3) Ist der gegebene Punkt ein 
Punkt innerhalb der Kurve, so 
ist die Involution eine elliptische 
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Ei'kl. 535. Wii'd der Winkel der 
Tangenten a UEd \> mit 2-/ beaeichiiet, 
also (ua)=(u )>)=)■, so ist der Potenz - 
wert der Sti-alileninvointion tg^/. Und 
für obige zwei konjugierten Strahlen c, d 
ist tg(uc)-tg(ud} = tg*3' bezw. tg(ve) 
%(vd) = tg^(vb) = tgHva) = ctgä-/. Und 
von den zwei konjugierten Sfi'ahlen c, d 
ist immer der eine ein schneidender, der 
andere ein nicht s ch neidender ; und beide, 
wie jedes konjugierte Strahlenpaaij liegen 
harmonisch zu den beiden Ordnuags- 
sti'alilen a und b. 



ohne Ordnungsstrahlen. Konstruiert 
man zwei Paare zugeordneter Strah- 
len, so kann man nach Aufgabe 
149 die Axenstrahlen konstmieren. 
Unter den Strahlen des Punktes S 
befindet sich in beiden Fällen der 
Figur 163 jedenfalls der durch ihn 
gellende Kurvend nrch messe r, 
und dessen konjugierter Strahl ist 
parallel zum konjugierten Durch- 
messer, seine reelle oder imagi- 
näre Sehne wird also im Scheitel- 
punkte S halbiert. 



Erkl. S36. Um zu einem beliebigen 
achneidenden Strahle e des gegebenen Sehe tela le 1 oo} ^ ten zu ii d 1 1 

man die Tangenten in seinen Kui-venachnitti kten m 1 veibmdet den b he tel m t 
dem Taugentenschnittpunkt. Für den Kui enlucl nesser snd d ese Tingenten 
parallel, also wird die Vevbinduugsgerade \ Sei tel n h h e S h ttiu kt 
eine Parallelsclnie, nnd diese muß vum koi ] t 1 e 1 11 t 1 



Aufgabe 309. Die beiden vorigen 
Aufgaben für Kurvendureli- 



esser und Kur 
i lösen. 



renmittelpunkt 




Erkl. 537. Li Figur 1G4 ist auf dem 
Hyperbel dui-chmesser KMH der Punkt 
K Ausgangspunkt der Tangenten KU 
und KV, und H als Schnittpunkt der 



Auflösmig. 1) Auf jedem schnei- 
denden Kurvend urehraesser ent- 
steht eine reelle Sehnenstrecke 2c, 
also ein positiver Potenzwert + c^ 
= MC^ = MD^ in Figur 164, für die 
Hauptaxe +a^ Auf jedem nicht 
sehneidenden Hyperbeldiirch- 
messer entsteht eine imaginäre 
Sehnenstrecke, ein negativer Potenz- 
wert — d^, wobei wie in Aufgabe 
208 wieder d^ = MK-MH zu setzen 
ist, und zugeordnete Punkte K und 
H ganz wie in Figur 162 zu er- 
zeugen sind. Geschieht dasselbe 
auf der Nehenaxe der Hyperbel, 
so entsteht eine Strecke b, für 
welcheeben so — b' = MK-MH. Und 
man nennt y— b - die imaginäreLänge 
der Nebenaxe, — b^ das Quadrat der 
Nebenaxe, während bei der Ellipse 
+ b'^ entsteht. 

2) Um den Abstand der Potenz- 
punkte vom Mittelpunkt auf einem 
nicht schneidenden Hyperbel- 
durchmesser wirklich zu finden, 
bringt man die Paralleltangenten 
des betrachteten Durchmessers HMK 
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BeriliirungBaeline UV mit dem Durcli- 
messer MH ist der konjugierte Punkt Tca 
K. Also — cl^ = MH-MK. Da liieriii 
H durch die Paraileiogi'ammaeite geliefert 
■wird, ao muß die Erzeuguug dureli die 
Tangenten den gleiclieii Punkt liefe™, 
also mtiseen die Tangenten von IC an 
die Kui-ve in den von EHJ ausge- 
sclmittenen Punkten U und V beiüliren, 
■wie auch nach Satz 23 EN = JV. Ebenso 
müssen die Tangenten von H an die 
Kurve in den Schnittpunkten von FG 
berühren und dort ebenfalls die gleichen 
Abschnitte aussehneiden. 

Erkl. 638. Es gibt an der Hyperbel 
viele Pai'allelograinme der Art wie EFGJ 
in Figur 164, niunlieh je eines zu jedem 
Paar konjugierter Durchmesser. Und 
jedesmal ist MIC = V«'EF die Muge 
der imaginäi-en Sehne auf dem nicht 
sehneidenden Durchmeaser. Da nun von 
allen Sti'ecken EF im Aaymptoienwiakel 
diejenige die kürzeste ist, welche auf der 
W nkelhalbier enden senki'echt steht, so lie- 
fert die Scheiteltangente die kü r z e s t e aller 
Sti'eeken MK für die Nebenase. Man 
nemit daher den Abschnitt der Seheitel- 
tangente zwiaelicn Axe und Asymptote 
auch die halbe Länge der Nebenaxe und 
bezeichnet sie mit dem Bnchstabeu b. 
Bei der Ellipse ist also a die gi'oße 
Halbaxe, b die Ijänge der kürzeren 
Halbaxe, welche zugleich die HiÜfte des 
kürzesten aller Ellipsendm-chmesser ist; bei 
der Hyperbel ist a die halbe Hauptaxe 
imd b die halbe Lilnge des kiivüesten 
aller vorkommenden nicht schneidenden 
Durclimesser, Dabei ist aber a==b für 
Asymptotenwinkel von ÜO", und ajh 
für Asymptotenwinkel unter oder über 
90. Dagegen sind bei der Ellipse a^ und 
b* beide positiv, bei der Hyperbel a' 
positiv, b^ negativ ku nehmen. 

Ei-kl. 539. Eine ähnliche i'igur wie 
Figur im diente bereits als Figur 131 
des zweiten Teils zur Anwendung dea 
Satzes von Brianchon auE die Hyperbel 
und lieferte die Inhaltsgleiclibeit der 
Dreiecke EMF-=GMJ für zwei be- 



zum Schnitt mit den Asymptoten. 
Dadureli entsteht das Tangenten- 
parallelogramm EFG-J in Figur 164, 
dessen Mittelparallelen die konju- 
gierten Durehmesser CD und HK 
sind, und in -welchem die mit 
den Asymptoten zusammenfallen- 
den Diagonalen parallel sein müssen 
mit den Verbindungsgeraden der 
Seitenmittelpunkte DK//CH. Nun 
ist KDX die Polare zum Punkt E, 
weil DK die Berührungssehne der 
von E an die Kurve gezogenen 
Tangenten ED und EX darstellt. 
Ebenso ist KCY die Polare zum 
Punkt J, weil C und Y die Berüh- 
rungspunkte der von J an die Kurve 
gezogenen Tangenten sind. Dem- 
nach ist der Schnittpunkt K der 
beiden Polaren der Pol zur Ver- 
bindungsgeräden E J der beiden Pol- 
punkte, und folglich sind K und 
H als Schnittpunkte der Parallelo- 
grammseiten beiderseits gleich- 
weit von M entfernt, d. h. diese 
Punkte H und K sind selber die 
Potenzpunkte der Involution auf 
dem Durehmesser MK. Da nun 
MK-=MH auch =DE = DF ist, so 
kann man aussprechen: 

Satz. Der Abstand der Potenz- 
punkte oder die Länge der 
imaginären Sehne auf einem 
nicht schneidenden Hyperbel- 
durchmesser ist gleich der auf einer 
Paralleitangente dieses Durch- 
messers durch die Asymptoten aus- 
geschnittenenStreeke, für die N eb e n- 
axe der Hyperbel also gleich dem 
Abschnitt auf der Scheiteltan- 
gente. 

3) Die Strahieninvolution im 
Kurvenmittelpunkt ist bei der 
Hyperbel eine hyperbolische und 
hat die Asymptoten zu Orduungs- 
strahlen, die Knrvenaxen als 
Axenstrahlen. Bei der Ellipse 
ist die Strahieninvolution des Mittel- 
punktes eine elliptische ohne Ord- 
nnngsstrahlen bezw. mit imaginären 
Ordnuugsstrahlen, und als Äxen- 
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liebige Tangeuten EF und GJ, Bei strahlen hat dieselbe ebenfalls die 
jener allgemeinen Figur sind dann die Kurvenaxen. Aus Figur 35 er- 
zwei anderen Dreieclte EMJ und FMG kennt man, daß es bei der Ellipse 
weder einander, noch den beiden erst- zu jedem Paar konjugierter Durch- 
genannten gleichgi'oß. In Figur 164 messer ein zweites gibt, das mit 
aber sind aUe vier TeÜdreieeke des dem ersten harmonisch liegt. Und 
Parallelogi'amma gleichgroß. Faßt man Figur 164 zeigt, daß die Langen- 
also die Sclieiteldi-eiecke EMJ = GMF strecken zweier konjugierten Durch- 
emzeln zusammen, so erkennt man, tlaß messer der Hyperbel stets die 
von deu Parallelseiten EJ und PG dieser Mittel parallelen eines Parallele- 
besonderen Parallelogramme stets im gramnisbilden, welches die As y mp- 
Nebenwinkei der Asymptoten Dreiecke ab- toten zu Diagonalen hat. 
geschnitten werden, welche gleiclien In- 
halt haben mit einander nnd mit den 
beliebigen Dreiecken EMF der ersten 

Hyperbel. Demnach sind diese Parallele gi-ammseiten der Art wie EJ und FG 
die Tangenten emer zweiten Hyperbel, welche gleiche Asj'mptüten liat wie die 
erste und gleiches Produkt der durch beliebige Tangenten gebildeten Asymptoten- 
abschnitte. Es ist die konjugierte Hyperbel (Figiu' 115 bei Aufgabe 261 des IL 
Teiles). Für diese konjugierte Hyperbel sind wieder HK und CD konjugierte 
Durchmesser, aber CM^DM" der nicht sehneidende, und EF als Polare von C ent- 
steht entweder als Pai-allelogi'ammseite der durch diePavalleltangentenBHJ//GKF//CMD 
auf den Asymptoten ansgescliuittenen vier Eckpunkte oder als Berllhrungssehne der 
von C an die konjugierte Hyperbel gezogenen Tangenten CL und CO mit Ab- 
schnitten EL = FO nach Satz 22. 

Erkl, 540. Es könnten noch dieselben Aufgaben 207 und 209 für die auf 
der unendlich fernen Geraden durch jede KuiTe gebildete Punktinvolution gestellt 
werden. Da aber hier jeder Punkt unendlich fem und jede Länge imendlich gi-oß 
ist, so fällt dei' Begriff des Mittelpunktes als eines zugeordneten zum unendlich 
fernen Punkte ganz weg, imd ebenso der Begi-iff der unendlich groß werdenden 
Potenz. Dagegen liefern die Kurvenaxen diejenigen zwei zugeordneten Punkte, 
welclieinzweizu einander senkrechtenEicLtungenliegen, und die Asymptotender Hyperbel 
liefern die Ordnungspunkte der hyperbolischen Involution, deren Eichtungen 
durch die Richtungen nach den Axeu Schnittpunkten halbiert werden. 



Aufgabe 310. Man soll an einer 
durch fünf beliebige Elemente be- Andeutung. Man verfährt auf 

stimmten Kurve die Axen finden. Grund der vorigen Aufgabe 209. 



Aufgabe 311. Man soll au einer durch fünf licliebigc Elemente 
bestimmten Hyperbel die Asymptoten finden. 



Aufgabe 313. Von einer beliebig 

gegebenen Ellipse oder Hyperbel Auflösung. 1) Man zeichnet die 

oder Parabel die Brennpunkte zu beiden Äxen AB und CD der 

suchen. Ellipse und zeichnet um den 

Saehi, Projekliviaclio (iioiiorc) (Jeomelrie. UI. Teil. 31 
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Erkl, 541 Fm die ei&te Konstnikti ii 
vergleiche min Pigiii i-iuiilFiU J17 Die 
zweite eigibt sioli aus dem 1 tze in 
voriger Anflosimg dei AuE^nbt. 20 J zi 
sammen mit dei m Likl 317 infge 
stellten Beziehung fui lie Hypeil el 
e*^a^ + h^ Fui die Hypeibel \ou 
■weleheretAi \dei eine As tuebstUienni Hill t 
gegeben wäie lieEeit die gleiche K n 
stniktioK den zweiten Biennpmikt 
welche nebenstehend für die Patabel 
Man zeichnet m emem 
. Kni^enpimkt Biennstiahl und 
Tangente und ti igt denselben Winkel 
an derselben Tangente auf dei entj,egen 
gesetzten Seite nocliuule an öeigl 
Figur 95) 

Erkl 542 Flu die Pai-»! el h & n 
sieb noch diti indeie Kinstniktiinen tn 
geben : 1) Den bcheitel w 4lilt min ah bpitze 
eines Diesecks dis eme beliebige Ivithete 
auf dei Axe naeh innen und m dtien 
Endpunkt eine dian eenkrecl te von 
doppeltei Länge hat Die Hjpotenuse 
trifft die Kmve stets in dem Punl te dessen 
Lot auf die Axe den Biennpunkt lieleit 
2). Man konstiiiieit zwei beliebige £a ein 
andec benkiechte Tangenten Das Lot 



Scheitel C der kleinen Halbaxe 
b einen Kreisbogen mit einem Radius 
gleich der großen Halbaxe a^MA; 
dieser sehneidet die große Ase AB 
in den beiden Brennpunkten Fi und 
Fi denn FiC + FsC = 2a — AB. 

2) Bei der Hyperbel zeichnet 
man die Asymptoten und die 
Scheiteltangente und zeichnet 
um den Mittelpunkt M einen Kreis- 
bogen mit Radius gleich der Strecke 
e ■v om Mittelpunkte bis zum Schnitt- 
punkt C der Asymptote und Seheitel- 
tangente BC. Dieser Kreisbogen 
achneidet die Hauptaxe beiderseits 
im Brennpunkt F; denn bei d er 
H\ perbel ist MF = e = Va^ + b^ 
) Bei der Parabel ergibt sieh die 
einfache Konstruktion aus Figur 96 
bezw. 102. Man zieht eine beliebige 
Tangente sowie im Berührung'S- 
punkt den Durchmesser, und trägt 
den Winkel dieser beiden Geraden 
im Berührungspunkt an der Tan- 
gente in entgegengesetzter Richtung 
nochmals an. Der neue Winkel- 
bchenkel trifft Jie Axe im Brenn- 
punkt F. 



aus ihi-em Sehnittpiuikt auf lic \xe ist die 
Leitgerade und tiifft die Ase in einein Punkt, der vom Seheitel naeh außen ebenso weit 
entfernt ist wie der Brennpunkt nach innen (vergl. Fig. 102 und Antw. 1 der Frage 80). 
3) Eine beliebige Parabeltangente bringt man zum Schnitt mit der ScheiteltAngente. Das 
Lot im Schnittpunkt auf der beliebigen Tangente b-itft die Axe iiiiBrennpunkt(vgl. Erkl, 550) 

Aufgabe 313. Auf einer ge- 
gebenen Geraden gleitet eine 
Strecke von beliebiger gleich- 
bleibender Größe. Ihre End- 
punkte werden stets verbunden 
mit zwei Scheitelpunkten SiSj. 
Man bestimme die durch die 
Schnittpunkte der Verbinduugs- 
geraden durchlaufene Kurve 
und suche deren Axen und 
Brennpunkte. 

Erkl. B43. Tun zu fuiden, in 
welcher Lage die Strecke s zwei 
pai'allele Projektionssti'altlen aus 8^ 
und Sa erzeugt, konsti-uievt man das 
Trapez SiS^HJ. Zu dem Zweck 
legt man durch 8j die Strecke 
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SiG//t und gleich s. Dann sind SgOH 
und SiJ//SäCr die Parallelseiten des 
Trapezes, also l-IJ = SiG = s die andere 
Seite, und 81J//82H liefern die zweite 
Asymptotenriclihnig, — Die Tangenten 
in 81 nad 8^ sind die zugeordneten 
Sti-ahlen beider Büscliel zum Verbin duaga- 
etrahl 81 Sa- Man bringt also S[Sa mit 
t zum Schnitt und tragt vom Sehnitt- 
pimkt nach beiden Seiten die Sti-ecke a 
an. Dann sind die neuen VerbindiingB- 
strahlen mit Sj und 8i die Tangenten 
an die K\irve. Ihr Schnittpunkt E liefert 
durch aeme Verbindungagerade mit dem 
JEttelpunkte der 8ehne Si Sa nach dem 
Satze in Aufgabe 85 den KuiTenmittel- 
punkt auf der Asymptote t, also auch 
die in gefundener RicMrmg laufende 
zweite Asymptote und dadurcli die Axen 
und die Brennpunkte. 

Erkl. B44. Die vorliegende Aufgabe 
liefert den bemerkenswerten SatK für 
jede Hyperbel: 



Satz. Bei der Ery.euguiig einer 
Hyperbel durch zweiprojektivischc 
Strahlenbllaehel hat die von je zwei 
beliebigen zugeordneten Strahlen 
auf einer Asymptote ausgeschnit- 
tene Strecke stets eine konstante 
Länge. — -Denn die Büschel sind projek- 
tiviach, also sind auch die auf der Asymptote 
vereinigt liegenden Puattreihen projek- 
tiviseh; sie haben aber einen einzigen im uu- 
endliehea liegenden Doppelpunkt, folglich 
sind sie zwei kongruente Prmktreihen 
mit konstanter Strecke zwischen zwei zu- 
geordneten Punkten (vergl. die Er- 
örterungen in Autgabe 106 des I. Teils). 
Hiernach ist an S^gur 165 auch au! der 
zweiten Asymptote MT die Sü-ecke 
zwischen den Selinittpunkten mit 81 TJ 
und 82 ü oder 8,V und S^V oder S^X 
und SjX von konstanter Länge. 

Epkl, 546. In Figur 1G5 Imben die 
Projektionssti-alilen aller Hyperbelpunkte 
des rechtsseitigen Astes XVUY ihren 
Scbnittpimkt rechts von t, ihre Asymp- 
totenstrecke oberhalb HJ. FUr alle 
Hyperbelpwnkfe zwischen Y und Sj liegt 



Äiinösiiiig. ■ 1) Bozeiclmot man 
die gegebene Gerade mit t^t?, so 
durchlaufen die beiden Endpunkte 
der konstanten Strecke zwei kon- 
gruente^Punktreihen, also ist jeden- 
falls tiAta- Nun sind dieae End- 
punkte projizi^ert aus Si und Sa, also 
ist auch Si A Sa, und die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen er- 
zeugen eine Kurve zweiter Ord- 
nung. 

2) Wenn die konstante Strecke 
bis ins unendliche fortgeschoben 
ist, so entsteht ein erstes Paar 
von zugeordneten Parallelstrahlen 
in paralleler ßiehtung zur gegebenen 
Geraden. Wenn die Strecke solche 
Lage auf t hat, daß sie mit der 
Strecke SiSa die nichtparallelen 
Gegenseiten eines Trapezes bildet, 
so entsteht ein zweites Paar zu- 
geordneter Parallelstrahlen. Also 
ist die Kurve eine Hyperbel, von 
welcher die beiden Äsymptoten- 
richtungen gefunden sind. 

3) Die gegebene Gerade ist aber 
selber Asymptote-, denn wäre sie 
nur zu einer Asymptote parallel, 
so müßte auf ihr ein K"ur\'enpunkt 
im end liehen liegen, und die 
Projektionsstrahlenwürden auf ihrem 
Schnittpunkt die Strecke Null aus- 
schneiden statt der konstanten 
Strecke. Auf dieser Asymptote findet 
mannundenKurvenmittelpunkt 
mittels der Sekante ans dem Schnitt- 
punkt der Tangenten in Si Sa nach 
dem Mittelpunkte der Berührungs- 
eehne Si S3. Durch den Mittelpunkt 
geht dann die zweite Asymptote 
parallel der gefundenen zweiten 
Eichtung. 

4) Die Kurvenaxen endlich 
sind die Halbierungsgeraden des 
Asymptotenwinkels, und dieScheitel- 
tangente schneidet auf der Asymp- 
tote das Stück e ab, welches den 
Abstand von M zum Brennpunkte 
liefert. 
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diese Sti-eeke ZA^iscben JH nnd KO, der SelmittpTuitt links auJ3ei'lialb Äcr Geraden 
SiSj, für Hypei-belpnnlite nwisehen Si imd 82 liegt die Sti-eelte zwischen KO und 
OL, der Sclmittpunkt reclite der Geraden S^Sg. für Hyperbelpunkte zwischen 83 
und X lieg;t die Strecke unterhalb OL, der Schnittpimkt wieder links von SiS,, 
aber mit verschränkter Verbindung nach den Endpunkten der Strecke s. Man hat 
also wohl zu unterscheiden für die Lage der Verbinduiigseeraden \ on S, und Rj, w- 
wohi wenn Si 83 auf gleichem, als auch ebenso, wenn 8^ 8; auf geti'ennten Aesten 
der Kurve liege«. 



Aufgabe 214. Man soll aus den 
Sätzen 34 weitere Maßeigenschaften 
der Kurven ableiten. 




Erkl. 546. Dev Merncbeu verwandte 
Satz ist ein Ei'gebnis des Satzes über 
projektiv! sehe Punktreilien, daß die Pro- 
dukte der Abstände zweier zugeordneten 
Funkte vom Fluchtpunkte ihrer lleihe 
konstant sind. Nun iat bei schneidenden 
Trägern der Beriihnmgspunkt der Kurve 
zugeordnet zum Ti-ägereebnittpunkt; bei 
parallelen Ti-ägevn rückt aber der Schnitt- 
punkt unendlich fern, also wird der Be- 
rülirungspunkt zum Fluchtpunkte. — Den- 
selben Satz nebst anderen Ergebnissen 
kann man auch geometrisch ableiten durch 
Anwendung des Satzes 36 und der WJnkel- 
beziehungen an Figur 98. Zieht man 
nämlich in Figur 166 und 167 zu der 
beliebig gedachten Tangente ÜV auch 
noch die Paralleltangente, so erhalt man 
ein Tangentenparallelogramm, und daj'in 
bilden die Verbindungsatrahlen jedes 
Brennpunktes F mit den Eckpunkten 
UV . . und den Berührungspunkten XYZ . 
je acht Stralden niit je vier Paar gleichen 
Winkeln am Brennpunkt F und an den 
Parallelogrammseiten. Dadurch entstehen 
ganze Gruppen ähnlicher Dreiecke, und 



Äiiriösimg;. 1) Läßt man die 
beiden Tangenten x und y in Figur 
!)8 zu Paralleltangenten werden, so 
werden in Figur 166 und 167 die 
Punktreihen der Punkte U und 
V auf X und y ebenfalls projek- 
tiv isch, die Berülirungsp unkte X 
und Y werden ihre Flucht- 
punkte, folglich muß nach 
dem Satze in Erkl. 377 des II. 
Teils das Produkt XU-YV einen 
konstanten Wert haben für 
jede Tangente, also auch für 
die zum Durchmesser XY der 
Paralleltangenten parallele Tan- 
gente in P. Diese erzeugt aber 
zwei gleich große Abschnitte XW 
= YW' = MP = c, wo MP der zu 
XY konjugierte Durchmesser ist. 
Es ist also XU'YV = XW^ = c^ 
und man kann jenem Satz die Form 
geben ; 

Satz «. Das Produkt der auf zwei 
Paralleltangenten durch eine ver- 
änderliche dritte Tangente abge- 
schnittenen Tangentenabschnitte ist 
konstant und gleich dem Quadrat 
des in dieselbe Parallelrichtuug 
fallenden halben Kurvendnrch- 



2) Zieht man durch den Brenn- 
punkt F die Gerade FZ in der- 
selben Parallelrichtung und wählt 
diejenige Tangente UV, welche in 
Z berülirt, so wird nach Satz 33 
<JXFÜ =UFZ und <YFV=VFZ; 
davon aber ist jeweils der letztere 
als Wechsel Winkel gleich einem 
anderen, nämlich UFZ = FUX und 
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iliese liefera den nebenstehenden Sata « 
nebat andern BezielningeH etwa in folgen- 
der Fovm, welche zugleicli den neben- 
stehenden Satz /S in sich sehlieÖt: 

Satz. Die Abschnitte, welche auf 
zwei festen Paralleltaiigenten x, y 
durch eine veränderliche drittte z, 
oder welche auf einer festen Tan- 
gente z durch ein veränderliches 
Paar von Paralleltangenten x, y ab- 
gesclmitten ■werden, ergeben jeweils ein 
konstantes Prodnkt, nämlich im ersten 
Falle gleich dem Prod\iltt der Fahr- 
strahlen FX, FY von einem der Brenn- 
punkte nach den beiden Berührungs- 
pnnkten der Paralleltaagenten oder 
gleich dem Quadrate (les in die 
Parallelrichtung fallenden Knrven- 
halbmessera e, bezw. in beiderlei 
Fällen gleich dem Produkt der beiden 
Fahrstrahlen ans beiden Brennpunkten 
F mid F' nach dem Bertihrungs- 
pmiktX,Y,Z einer festgehaltenen Tan- 
gente X, y, z oder gleich dem Quadrat 
des zum Halbmesser d des festen Be- 
litlmingspnnktes X, Y, Z konjugierten 
Kurvenhalbmessers c. 

Erkl. 547. Das Dreieck FF'X in 
Figur 166 und 167 wird durch die 
Mittellinie MX in zwei Teildi-eiecke ge- 
teilt, deren Winkel im Punkte M zwei 
Supplementwinkel sind. Daher haben 
beide Teildi'eiecke dieselbe Projektion 
der Mittellinie MX auf die G-rundseite 
PF', nnd man kann flir die Seiten PX 
undF'X entweder den allgemeinen Pi'tha- 
goreischen Satz oder den Cosmnssatz 
der Trigonometrie anwenden. Nach 
ersterem ist PX^ bezw. P'X^ gleich 
der Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten d, e ^ eriiiehrt 
bezw. vermindert um das doppelte Keclit- 
eck aus der einen derselben d und ihrer 
Projektion auf die andere. Bei der 
Summe FX^+FX^ fällt dieses einmal 
addierte und einmal subti-ahierte Zusata- 
glied fort, und bleibt beiderseits e^ 4' d^. 
— Nach dem Cosinussatz ist FX^ bezw. 
F^ä=,ea_]_^ia4-2e-d'C0s(ed.), Auch 



VFZ = FVY, also sind die Dreiecke 
XFU und YF V gleichschenklig, und 
man erhalt XU - FX und YV = 
YF, wo noch letztere Strecke gleich 
der Gegenseite F'X im Parallelo- 
gramm F Y F' X. Demnach wird 
obige Produktengleichhcit XU' YV 
= c^ zuFX-F'X = cl 

8atz,5. Das Produkt der beiden 
Leitstrahlen eines beliebigen 
Kurvenpunktes ist gleich dem Qua- 
drat desjenigen halben Kurven- 
durchmessers, welcher zum Dureh- 
messer 2d des gewählten Peripherie- 
punktes konjugiert ist. 

3) Nun ergibt sieh über dieselben 
beiden Leitstrahlen des Punktes X 
aus plani metrischen oder trigono- 
metrischen Be2iehungen_j.m Dreieck 
FF'X die Gleichung PX^+F'X^ 

— 2{FM^ + MX^ = 2(e^ + d^. "Wird 
hierzu die doppelte Gleichung des 
vorigen Satzes addiert, nämlich 
2 P X ■ Fx = 2 e^ so folgt das Qua- 
drat der Summe FX + F'X, welche 
selber gleich 2a ist, nämlich FX ^-|~ 
FX - + 2 FX ■ F' X = (FX + F' X ) ^■ 

— (2 a) ^ = 2 (e^ + d^) + 2 e^ Hier- 
nach ist 2 a^ = e^ + d^ + cS also 
cP + c! = 2a^ — e^— 2a= — (a^-b*) 
^^ a- + b ^ Damit ist gefunden: 

Satz;'. Die Quadrate je zweier 
konjugierten EUipsenhalb- 
messer ergelren konstante Sum- 
me, also gleich der Summe 
der Halbaxenquadrate. 

4} An der Hyperbel gilt Satz « 
ohne jede Äenderung ebenfalls. 
Dasselbe stimmt für Satz ß mit der 
Abänderung, daß die Winkel des 
Dreiecks FXU andere Lage haben. 
Es Hegt nämlich (Figur 167) Punkt 
P außerhalb des Winkels der Tan- 
genten UX und UZ, und so wird 
<);XFU = UFZ'-=FUX, also wie- 
der XU = FX und YV = YF = 
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hier fällt bei Additi on d as Ziisatzglied F'X, folglich auch wieder XU-YV 



fort uudbleil>tPX* + F'X^='2(e' + d^ 
Das ist abei die Quadiatsiimme dei 
beiden Fahistiililen deieii emfathe 
Summe als kcnatante (jioöe gleich dei 
Summe FA + F' A = P' 4. i- P' B = AB 
==2 t st 




-PX;F'X = cS wie Satz (^ aus- 
sagt. Endlich gilt auch wieder 
im Dr eieck FF'X die Gleichung 
FX^ + F'X= — 2(e^ + d^. Und nun 
wird die verdoppelte Gleichung 
2FX ■ rX = 2e' nicht addiert, son- 
dern s ubtra hiert . D a durch entsteht 
FX^ + F'X^~2FX-FX — (FX— 
F'X)^ = (Sa)" = 2(e^ + d^) — 2g\ 
Hiernach wird 2a^--=e--|- d^ — c^, 
^'so d^ — c^ ^ 2 a^ — e^ = 2 a* — (a^ 
+ b-)'^ a^ — b ^ Damit ist gefunden: 

Satz li. Die Quadrate je zweier 
konjugierten Hyperbelhalb- 
messer ergeben konstante Dif- 
ferenz, nämlich gleich der 
Differenz der Halbaxenqua- 
drate. 



Krkl. 548. Im vioiieu Teil vor stehend er Aiifliisung ist fllr den niclit 
BChueidenden Durchmesser der Hyperbel jeweils die reelle Läage des Abstaiidea 
der Potenzpunkte gesetzt. Dieselbe entsteht für die Nebenase als Abschnitt b der 
Sclieiteltangente bis zur Asymptote, £Ur den schiefen zu x und y pai'allelen Durch- 
messer als Abschnitt XW = YW' der Asymptote oder nacli Pigui' 164 ab Ab- 
Bclmitt MP dieses Durehmessers, gebildet durch die voii W oder W' parallel zum 
Durchmesser d, oder die vom BeiUhningspuiikt X parallel zur Asymptote gelegte 
Gerade. — Wenn man in nebenstehender Aiiilösimg statt der Gv<3J3e c^ einsefat — c^, 
statt b^ ebenso ^b^, so wird die Unters che! dimg vom Satz ]' entbeliriieh, indem 
die Summe der konjugierten Halbaxenquadrate stehen bleiben kann, und darin 
von selber das eine Quadrat negatives Vorzeichen erhält. 



Aufgabe 215. Man suche dit 
jugierten Ellipsendurchmesser. 



Länge zweier gleichgroßen kon- 



suehen. 



Aufgabe 216. Dieselbe Aufgabe für eine Hyperbel zu unter- 



Aufgabe 217. Man untersuche 
die Lage des Gegenpunktes eines 
Brennpunktes inbezug auf eine be- 
liebige Kurventangente, 

Erkl, 54Ö. In gleicher Weise, wie 
nebenstehend für den Gegenpunkt G zu 
F, findet man auch fllr den Gegenpunkt 
G' zu F' inbezug :u\f dieselbe Tau- 



Auf lÖsung. Fällt man vom Brenn- 
punkte P einer Ellipse (Figur 168) 
oder einer Hyperbel (Figur 169) auf 
eine Tangente die Senkrechte, so 
bildet diese wegen Satz 33 die Grund- 
seite eines gleichschenkligen Drei- 
ecks, welches die Tangente alsMittel- 
seukrechte und deren Berührungs- 
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Figur 11)8. Figur lfi9. 




gente in Figur 168: FO' = Pfl' + PP 
= PF' + FP = 2a, bezw. in Figur 169: 
FG'^PF — PG'=PF — PF'=2a. 
Demnach liegen alle Punkte U auf dem 
Kreiä um F', alle Punkte U' auf einem 
Ki-ela um F, jeweils mit Kadiua 2 a. Und 
für die Parabel ist 2a = 00, also fällt 
dieser Ki-eis zusammen mit der Leit- 
geraden der Parabel. 



l^unkt als Spitze hat- Folglich ist 
bei der Ellipse P'G=PG + F'P 
= PF + F'P = AB = 2a, bei der 
Hyperbel F'G = PG-F'P = PF 
— PF' = AB = 2a, d.h.derGegen- 
punkt eines Brennpunktes inbe- 
zug auf jede Kurven tan gente 
liegt auf einem Kreis um den 
anderen Brennpunkt mit Radius 
gleich der Hauptaxe der Kurve. 



Aufgabe 318. Man beweise, daß 
die Pußpunltte der Senkrechten von 
beiden Brennpunkten auf jede Kur- 
■\entangente aut einem Kreis mit 
Radius a um den Kui\ enmittelpunkt 
liegen 

Erkl 550 Dei Kieis mit Radius a 
um den Mittelpunkt fällt fUi die Parabel 
zusammen mit dei feclieiteltangente. 
Auf ihi liegt dei Fußpunl t jeder vom 
Parabelbi ennpuiikt vii eine Tangente 
gefällten Senkiechten 



Auflösung. Im Dreieck FF'G der 
Figuren 168 und 169 ist der Kurven- 
mittelpunkt M zugleich Mittelpunkt 
der Grundseite und MK bezw. MK' 
Mittelparallele des Dreiecks, also ist 
MK — VaFG, MK' = V.FG', folg- 
lieh MK==MK' = a. 



Autgalte il*i In gegebenem Kurvenpunkt einer durch ihre beiden 
Biennpunktt be-,timniten Kurve die Kurventangente zu zeichnen. 



Aufgabe SSO. Von einer durch ihre beiden Brennpunkte bestimmten 
Kurve soll der Kurvenpunkt gefunden werden, in welchem sie "von 
einer gegebenen Geraden berüVirt wird. 
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Aiifgiilrte 2. In Figar 5b F so tief /ai wählen, daß FC//EA, oclev 
E so hoch, daß EC//FÄ. 

Äufgalbe 4. Der erste Fall liefert Figur 5c mit ül) erschlagenem 
Vierseit und Kurve in den Außenwinkeln bei Ä und C, der zweite eben- 
falls Figur 5c mit Kurve in den Außenwinkeln bei B und D u. s. w. 

Aufgabe 5. Man legt am einfachsten zwei parallele Tangenten an 
die Hyperbel und wählt auf jeder davon einen der Punkte E und F in 
der durch die Einzelfälle von Figur 109 vorgeschriebenen Lage. 

Aufgabe 8. Grenzfälle bilden unter I die Hyperbellangenten, also 
auch die Asymptoten selber, sowie etwa die unendlich ferne Gerade 
und die Kurvenaxen, unter IT die Kurvenpankte selber, sowie die Punkte 
der Asymptoten, 

Aufgabe 8a. Die Asymptote ist selber die Gerade x nach Figur 8, 
liefert also Punkt VII als Berührungspunkt der Asymptote und als un- 
endlich fernen Punkt der gesuchten Polaren p. 

Aufgabe 17. Man wählt als E den Schnittpunkt von p mit einer 
Tangente, auf welcher man den Berührungspunkt schon kennt, kon- 
struiert die zweite Tangente durch E und ebenfalls nach Brianchon den 
Berührungspunkt auf derselben. Dann ist der Pol der Schnittpunkt der 
Berührungssehne zu E mit dem noch zu konstruierenden vierten harmo- 
nischen Strahl zu p und den beiden Tangenten durch E. 

Aufgabe 31. Man wählt als e die Verbindixngsgerade von P mit 
einem Kurvenpunkte, durch welchen man die Tangente schon kennt, 
konstruiert den zweiten Kurvenpunkt auf e und ebenfalls nach Paskai 
die Tangente in demselben. Dann ist die Polare die Verbindungsgerade 
des Tangentenschuittpunktes zu e mit dem noch zu konstruierenden 
vierten harmonischen Punkt zu P und dem Kurvenscbnittpunkte auf e. 



Aufgilbe 35. Es ist das n-Seit, welches gebildet wird aus den 
Hyp erbe Hange nlen in den Eckpunkten des gegebenen Seh nen-n- Ecks. 
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Aufgabe 36. Es ist das eingeschriebene Sehnen viereck der Parabel, 
welches aus den Berührungspunkten der gegebenen vier Tangenten ge- 
bildet wird. 

Figur 170. 




Aufgjibe 28. Miin erhält aus d«in Satz von Paskai fürs Fünfeck 
jenen von Brianchon fürs Fünfseit. 

Aufgabe 31. Zwei Kreise können einander nach den Ergebnissen 
der Planimetrie höchstens in zwei Punkten sehneiden, können aber bis 
zu vier gemeinsame Tangenten haben. Diese Eigenschaft seheint dem 
Inhalt der Erkl. 368 zu widersprechen. Jedoch erhält man Ueberein- 
stimmung der Aussagen, wenn man unter Hinzunahme der Erörterungen 
in Antwort 70 und ff. feststellt, daß zwei Kreise jedenfalls gemeinsam 
haben die beiden absoluten Punkte der orthogonalen Involution auf der 
unendlich fernen Geraden. 

Aufgabe 35. Man wählt beliebig in Figur 118 die vier Geraden 
titaab, in Figur 119 die Punkte SiSsÄB. Und von diesen Elementen 
aus wird hinzugewählt nach Aufgabe 34 etwa erst Ci zu DiÄiBi pro- 
jektiviach mit Ci zu diaibi sowie Ca zu EsA2Bj projektiviseh mit e-i zu. 
e^aabä. Dadurch sind Sj Sj sowie titj festgelegt, und die weitere Kon- 
struktion der beiden Kurven kann vor sich gehen. 



Aufgabe 38. Man wählt nicht beide Sekanten e und f willkürlich, 
sondern nach Festlegung von Punkt P nebst Polare p und Sekante e 
wird als Sekante f die nach dem Punkt E auf p führende Gerade ge- 
wählt, so daß die zwei Polardreieeke PQR und PEF mit gemeinsamer 
Ecke P entstellen. 

Aufgabe 44 und 46. Wenn K im unendlichen liegt, so werden die 
Geraden e, d, e einander parallel, und man erhält ein Viereck von der 
Art der Figur 8 und 9 des II. Teils. 

Aufgabe 55. Die vier Tangenten liefern ein Polardreieck, und 
dieses liefert zu dem gegebenen Kurvenpunkt drei weitere. 
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Aufgabe 50. Die vier Kurvenpunkte liefern ein Polardreiseit, 
und dieses liefert zu der gegebenen Kiirventangente drei weitere. 

Aufgabe 62. Da jedes Polardreieek einen inneren Punkt und 
eine äußere Seite haben muß, so kann auch weder die Ordnungskurve 
nodi die Klassenkurve je ganz innerhalb der Kernkurve liegen, auch 
erstere nie ganz außerhalb. 

Aufgabe 64. Ein Viereck OPQß erzeugt eine ganze Reihe einzelner 
Telldreieeke, und jedes einzelne hat mit seinem polar entsprechenden ein 
besonderes KoUineationacentrum und KoUineationsaxc, so daß Ifeine ein- 
fache allgemeine Beziehung aufzustelleii ist. 




Aufgabe 68. Jedes Parallelenpaar durch die Punkte Ai Aa der ge- 
gebenen Tangente trifft die Asymptoten in den Punkten B1B3, CiCs, 
HiH,, JiJa einer neuen Tangente. 

Aufgabe 70. Man legt durch beliebige Punkte der Berührnngs- 
sehne Parallelen zu den beiden Tangenten und verbindet die Schnittpunkte. 

Aufgabe 71. Als konjugierte Geraden sind zu legen durch beliebige 
Punkte des gegebenen Durchmessers die eine Gerade nach dem Tan- 
gentenschnittpunkt, die andere Gerade parallel zur zweiten Tangente. 

Figur 172. 
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Vervollständigt man das Parallelogramm aus diesen beiden Geraden mit 
der ersten Tangente als Diagonale, so ist von den beiden anderen 
Parallelseiten die eine stets die gegebene zweite Tangente, die andere 
eine neue Parabeltangente. (Eine Bestätigung derselben Konstruktion 
liefert deren Ausführung nach Brianehon mit der in der Figur ange- 
gebenen Bezifferung der Elemente (Aufgabe 215 des II, Teils), wobei 
der Punkt auf dem Durchmesser jeweils zum Punkt des Brianehon wird.) 
Aufgabe 71. Der Asymptotensehnittpunkt als Hyperbelmittelpunkt 
liefert mit dem gegebenen Punkte einen Durehmesser, und je zwei har- 
moiiiaebe Punkte desselben liefern nach Satz b zwei neue Hyperbel- 
punkte. Die Konstruktion nach Paskai ist Aufgabe 222 des II. Teiles. 



Aufgabe 76. Man kann nur nach der zweiten oder dritten Auf- 
lösung der Aufgabe 75 verfahren. 

Aulgabe 77. Ein einziges Paar Parallelsehnen liefert als Ver- 
bindungsgerade der Mittelpunkte die Durchmesserrichtung der Parabel 
(s. Figur 32). 

Aufgabe 79. Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Parallel- 
seiten des Trapezes ist stets Durchmesser. 

Aufgabe 80 und 85. Der Parallelogramumiittelpunkt ist stets auch 
Kurvenmittelpunkt, 

Aufgabe 83- Man hat für den einen der notwendigen Dureh- 
messer die Wahl, ob man ihn nach der ersten oder zweiten Auflösung 
82 finden will, indem man nach Paskai entweder einen neuen Kurven- 
punkt konstruiert oder die Tangente in einem zweiten der gegebenen 
Punkte. 

Aufgabe 84. Die Mittelparallele des Streifens ist Durchmesser für 
jede Kurve, welche überhaupt die beiden Paralleltangenten berührt. 

Aufgabe 89 und 89a. Durch Verdoppelung mittels des bekannten 
Kurvenmittelpunktes erhält man jedesmal sechs Kurvenelemente für 
Ellipse oder Hyperbel, bei der Parabel ersetzt M die Gruppe 
(Pm T«), also auch ein Elementepaar. 

Aufgabe 90. Po, ist Asymptotenrichtung, also die Gerade MP„. 
selber Asymptote. 

Aufgabe 94. Gemeinsam ist allen Kurven nicht nur der Mittel- 
punkt des Parallelogramms als Kurv enmittelpunkt, sondern auch das Paar 
konjugierter Durchmesser, welches durch die Mittelparallelen des Sehnen- 
parallelogramms bezw. die Diagonalen des Tangentenparallelogramms 
gebildet wird, 

Aufgabe 98. Bei der Hyperbel gibt es zu nicht schneidendem 
Durchmesser keine Kurvensehnittpunkte und zu schneidendem Durch- 
messer keine Paralleltangenten, bei der Parabel überhaupt keine Sehnen- 
parallelogramme und Tangentenparallelogramme. 

Aufgabe 103. Hyperbel aus q Q und einer Asymptotenrichtung 
nebst zwei Kurvenpunkten (oder einem Punkt samt Tangente), aus qO 
und zw^ei Asyniptotenrichtnngen nebst einem Knrvenpunkt. 
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A'criag Yon 1^. t. A'^aiigerow in Bremerhaven. 

Lehrbuch der Gleichungen des 1. Grades mit mehreren Unbekannten. Sa 

hing von 905 Zahlen-, Bucliataben- und Text auf gaben, grossenteils in voll- 
ständig gelöster Form, erläiitert durch 403 Erklärungen und A umerkuBgen, 

Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Von Otto Prange. Preis- Mk 7 

Geb. Mk. 8.—. 

Lehrbuch der unbeslimniten Gleichungen des 1. Grades. ( Di oph an tische Gleichun- 
gen.) Sammlung von 374 Zahlen-, Buehetaben- und Textaufgaben in voll- 
ständig gelöster Form und zahlreichen Erklärungen und Etläuteiungen. Nebst 
den Abhandlungen des Baehcz de Meziriac, im französischen Originale mit bei- 
gefügter deutacher Übersetzung. Bearbeitet zum Teil nach Sjstem Kleyer 
von W. Fr. Schüler. Preis: Mk. 4.B0. Geb. Mk. 5.60. 

Lehrbuch der Gleichungen des 2. Grades mit einer Unbekannten (Quadratische 
Gleichungen). Sammlung von 1650 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, 
grossenteils in vollständig gelöster Form, erläutert durch 872 Erklärungen und 
53 Figuren. Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Von Dr. Äug, Blind. 
Preis: Mk. 10.—. Geb. Mk. 11.—. 

Lehrbuch der Gleichungen des 2, Grades mit zwei und mehreren Unbekannten. 
(Quadratische Gleichiingen.) Sammlung von 361 Zahlen-, Buchstaben- und 
Testaufgaben, grossenteils in vollständig gelöster Form. Mit 185 Erklärungen 
und 8 in den Text gedruckten Figuren. Von Prof. Conrad Metger. Preis; 
Mk. 4.—. Geb. Mk. 5.—. 

Lehrbuch der Gleichungen 3. und 4. Grades, nebst der trigonometrischen Auflüsung 
der Gleichungen 3. Grades. Sammlung von 253 Zahlen-, Buchstaben- und Text- 
aufgaben, grossenteils in vollständig gelöster Form. Mit 251 Erklärungen und 
10 in den Text gedruckten Figuren. Von Prof. Conrad Metger. Preis: 
Mk. 6.—. Geb. Mk. 7.—. 

Lehrbuch der Körper her echnungen. Erstes Buch: Mit vielen gelösten und 
ungelösten analogen Aufgaben nebst 184 Figuren. Zweite Auflage. Von 
Ad. Kleyer. Preis: Mk. 4.—. Geb. Mk. 6. — . 

Lehrbuch der Körp erber echnungen. Zweites Buch: Eine Sammlung von 
772 vollständäg gelösten und ungelösten analogen Aufgaben nebst 742 Erklä- 
rungen und 356 in den Text gedruckten Figuren. Von Ad. Kleyer. Preis: 
Mk. 9.—. Geb. Mk. 10.—. 

Lehrbuch der Äusgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Mit 
62 gelösten und ungelösten analogen Aufgaben, mit den Ergebnissen der unge- 
lösten Aufgaben, 29 Erklärungen und 17 in den Text gedruckten Figuren. 
Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. K. J. Bobek. Preis: Mk. 5.—. Geb 
Mk. 6.—. 

Lehrbuch der Wahrscheiulichkeitsrechnung. Mit 303 gelösten und ungelösten ana- 
logen Aufgaben, mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben, 68 Erklärungen 
und 27 in den Text gedruckton Figuren. Von Dr. K. J. Bobek. Preis; Mk 6 — 
Geb. Mk. 7.—. 
Lehrbuch der arithmetischen und geometrischen Progressionen, der zusammen- 
gesetzten-, harmonischen-, Ketten- und Teilbruchreihen, nebst einer Sammlung 
von über 400 gelösten und ungelösten analogen Aufgaben. Von Ad. Kleyer. 
Preis; Mk. 4.—. Geb. Mk. 5.—. 
Lehrbuch der Kombinatorik. Ansführliche Darstellung der Lehre Ton den kombi- 
natorischen Operationen. (Permutieren, Kombinieren, Vari- 
ieren). Mit 506 gelösten und analogen ungelösten "Übungsbeispielen nebst 
den Resultate» der letzteren. Von Prof. H. Staudacher. Preis- Mk 6 — 
Geb. Mk'. 7.—. 
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